UNIWERSYTET PAPIESKI JANA PAWLA II W KRAKOWIE

WYDZIAL FILOZOFICZNY

Cantora i Dedekinda filozofie matematyki
Analiza porownawcza

Karolina Tytko

Rozprawa doktorska napisana pod kierunkiem:
prof. UPJPII, dr. hab. Pawta Polaka (promotor) oraz
dr Romana Krzanowskiego (promotor pomocniczy)

Krakow, 2024



Opis bibliograficzny pracy:

Karolina Tytko, Cantora i Dedekinda filozofie matematyki. Analiza porownawcza,
praca doktorska napisana pod kierunkiem prof. UPJPII, dr. hab. Pawta Polaka oraz dr. Romana
Krzanowskiego, WF UPJPII, 2024, 355 s.

Abstrakt

Niniejsza praca jest probg rozwinigcia nurtu badan praktyki matematycznej i wskazania
sposobu jej potaczenia z filozofig uprawiang w osrodku krakowskim, a szczegolnie z ,,filozotig
w nauce” Michata Hellera. Zaprezentowane ramy metodologiczne, zastosowane do analiz
zawartych tutaj s3 dodatkowo interpretowane z wykorzystaniem koncepcji trzech §wiatow

Karla Poppera.

Rozprawa opiera si¢ na analizie poroOwnawczej dzialalnosci dwdch wybitnych
matematykow XIX wieku: Georga Cantora 1 Richarda Dedekinda. Dzialalno$¢ badana jest
poprzez pryzmat tekstow zréddtowych z zakresu podstaw matematyki. Dyskutowana jest
radykalna opozycja platonizm versus konstruktywizm, wynikajagca z dotychczasowych
interpretacji stanowisk tych uczonych. Dzigki zastosowaniu metodologii badan praktyki
matematycznej zaproponowane zostaly ramy interpretacyjne, akcentujgce podobienstwa
istniejace w filozofii Cantora i Dedekinda. Charakteryzuja si¢ one cechami pragmatycznego
realizmu ontologicznego, jak i1 konstrukcjonizmu epistemologicznego. Analiza metodologii
badawczych obu matematykéw wskazata natomiast na réznice w zakresie strukturalizmu

metodologiczno-epistemicznego, jak i ukazano zrodia tej rdznicy.

Zastosowano rekonstrukcje bazujaca na metodologii badania praktyki matematycznej,
analize poréwnawcza oraz synteze. Wykorzystano materialy zZrodtowe: 38 1 literaturg

uzupetniajaca: 279.
Stowa kluczowe

Georg Cantor, Richard Dedekind, filozofia w matematyce, praktyka matematyczna,
konstrukcja liczb rzeczywistych, teoria mnogosci, arytmetyka liczb naturalnych, ontologiczny

realizm, epistemologiczny konstrukcjonizm, strukturalizm matematyczny.
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1 Wstep

Rozw¢j filozofii matematyki podazajacy od dziewigtnastowiecznego radykalnego
platonizmu poprzez klasyczne juz prady XX wieku, takie jak formalizm, logicyzm czy
intuicjonizm, wspoélczesnie idzie w wielu kierunkach. Szczegolnie interesujacym wydajg si¢
badania w obrgbie filozofii praktyki matematycznej. Te wspotczesne badania wydaja si¢ miec¢
punkty wspolne z filozofig uprawiang w osrodku krakowskim, a szczegolnie z ,,filozofig w
nauce” Michala Hellera. Niniejsza praca jest probg rozwinigcia nurtu badan praktyki
matematycznej 1 wskazania, w jaki sposdb moze zosta¢ potaczony z lokalng tradycja badawcza.
Zaprezentowane ramy metodologiczne zastosowane tutaj do analiz sg dodatkowo

interpretowane z wykorzystaniem koncepcji trzech swiatow Karla Poppera.

Powyzsze zadanie zostanie zrealizowane na przykltadzie analizy poréwnawczej
dziatalnosci dwoch wybitnych matematykow XIX wieku: Georga Cantora i Richarda
Dedekinda. Dzigki tej analizie mozliwe bedzie pogltebienie filozoficznych analiz dotyczacych
dziatalnosci 1 dzieta tych stynnych uczonych. W ten sposdb wskazemy uzytecznos¢ i celowos¢

wprowadzenia proponowanego tu podejscia metodologicznego.

1.1 O czym jest praca

Niniejsza praca poswigcona jest badaniom z zakresu filozofii matematyki. Z uwagi na
swoj przedmiot ma charakter interdyscyplinarnej analizy — wybranych tekstow
matematycznych z zakresu podstaw matematyki autorstwa Cantora i Dedekinda. Na tej
podstawie s3 rekonstruowane, a nastgpnie poroOwnywane odpowiednie aspekty filozofii
matematyki tychze matematykoéw. Praca ta taczy wigc podejscie klasyczne filozofii matematyki
z podej$ciem proponowanym przez Michala Hellera oraz z podejsciem filozofii praktyki
matematycznej (w skrocie PMP — ang. Philosophy of Mathematical Practice). Perspektywa
taka pozwala patrze¢ szerzej na potaczenie migdzy filozofig i matematyka — nie tylko jak na

mozliwo$¢ budowy (czasem odizolowanego) systemu filozoficznego dla matematyki.

Rozwijajac propozycje Hellera, aby bada¢ rézne filozoficzne refleksje uwiktane w
nauke, na przyktadzie praktyki badawczej konkretnych matematykow (w tym przypadku
Cantora 1 Dedekinda), wkraczamy na teren wspotczesnej propozycji, jaka jest nurt badania
praktyki matematycznej przez filozofow. Mimo Ze gtownym tematem pracy nie jest sama
filozofia wspolczesnej praktyki matematycznej (PMP), korzystamy z jej narzgdzi badawczych,

aby dzigki temu w sposdb poglebiony zbada¢ klasyczne dziewigtnastowieczne teksty



matematyczne, uwzgledniajac samg praktyke i na tej podstawie zrekonstruowaé najbardziej
prawdopodobne (chociaz nie zawsze $wiadome) zatozenia i przestanki filozoficzne obydwu

wybitnych matematykow?!.

Niniejsza rozprawa pod wzgledem tresci matematycznych skupia si¢, po pierwsze na
problemie niewymiernosci (méwigc precyzyjniej: problemie skonstruowania kontinuum
punktowego) rozwigzanym przez obu matematykow. Porownane beda rdznice oraz
podobienstwa, zaré6wno matematyczne, jak 1 filozoficzne, zwigzane z odmiennymi
konstrukcjami zbioru liczb rzeczywistych u obu matematykow. Uwzglednimy rowniez
wspotczesne wersje tych konstrukcji, aby doktadniej przeanalizowa¢ formalny status

nieskonczenie matych w obu konstrukcjach wspomnianych matematykow.

W kontek$cie teorii mnogosci rozpatrywa¢ bedziemy niekoniecznie odmienne,
aczkolwiek roznigce si¢ prezentacje podstawowych jej zakresow. W przypadku Cantora, beda
to wybrane prace i fragmenty, ktore dotyczyly najwazniejszych, wybranych aspektow teorii
mnogosci (m.in. powstanie zbioréw nieskonczonych, liczby pozaskonczone — kardynalne 1
porzadkowe, Hipoteza Kontinuum, jak roéwniez ponowne odniesienie do wielkosci

nieskonczenie matych).

W przypadku Dedekinda, skupimy si¢ na jego najwazniejszym dziele, w ktorym opisat
zarOwno zarys podstaw teorii mnogosci, jak i zbudowat w oparciu o nie arytmetyke liczb
naturalnych (gltéwnie skupimy si¢ na zmudnej 1 precyzyjnej konstrukcji catej struktury
teoriomnogosciowej, jak 1 na abstrakcyjnym, strukturalistycznym tancuchu - Kette,
stanowigcym podstawe zbioru prosto nieskonczonego). W kontekscie teorii mnogosci nie
bedziemy zasadniczo korzystali ze wspotczesnych badan, jednak w kilku miejscach postuzymy

si¢ wybranymi aspektami wspolczesnej teorii mnogosci.

Wezmiemy rowniez pod uwage deklarowane meta-zatozenia (o Zrddle matematycznej
wiedzy), cele praktyki matematycznej (stosowalno$¢ matematyki), jak 1 metody badawcze
(oparte na ich matematycznym ogladzie) obydwu matematykow 1 zestawimy je w analizie
porownawczej. Istotny bedzie ponadto kontekst badan prowadzonych nad teorig mnogosci —

tak zakres czasu, kiedy te badania byly prowadzone odpowiednio przez kazdego z

! Zatozenia odno$nie PMP, jak i opis samej praktyki czerpane beda gtownie z: J. Carter, Philosophy of
Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst, ,,Philosophia Mathematica” 27, (2019) nr 1, 1-
32, doi: 10.1093/philmat/nkz002.



matematykow, jak i okreslone aspekty stosunku wynikéw tych badan do problemow 6wczesnej

matematyki.

Wprawdzie niniejsza praca jest proba wgladu w praktyke matematyczng Cantora i
Dedekinda, jednak nalezy przy tym zaznaczy¢, ze nie jest w tym kontek$cie najwazniejszy
aspekt porownywania ich dokonan ze wspdlczesnymi ujgciami wybranych problemow
matematycznych. Samo pojecie praktyki matematycznej objasnimy dalej, niemniej jednak juz
teraz mozna wspomnie¢, ze skupimy si¢ na aspektach tworzenia 1 wprowadzania

matematycznych tresci, a takze na podstawowym sposobie istnienia tych tresci (obiektow).

Poréwnanie analizowanych problemow matematycznych ze wspotczesnymi ujeciami
jest stosowane jedynie przy wybranych aspektach, na przyktad w przypadku problemu
konstrukcji liczb rzeczywistych. Celem tego zabiegu jest ukazanie, jak zauwazalne 1 znaczne
roznice we wspotczesnych wersjach konstrukcji Cantora i Dedekinda majg si¢ do ich
owczesnych zapatrywan na kwestie wielkoSci nieskonczenie matych (systemow
niestandardowych). W pozostatych kwestiach, przedstawiajagc wspotczesne ujecia badz notacje,
robimy to jedynie czg¢$ciowo, tylko w takim zakresie, aby uspojni¢ obraz ich praktyki

matematycznej, nie zas, aby wyciaggac stad dalsze wnioski. Jest to temat na osobng rozprawe.

W niniejszej rozprawie poddane zostang analizie nastgpujace prace. W przypadku

Dedekinda sytuacja jest dos¢ prosta, poniewaz bedziemy analizowa¢ gléwnie dwie jego prace:

— prace Stetigkeit und irrationale Zahlen z 1872 roku, w ktorej skonstruowatl on zbior
liczb rzeczywistych?,

—jak rowniez prace Was sind und was sollen die Zahlen? z 1888 roku, w ktorej
wprowadzit teorie mnogoéci oraz bezposrednio w oparciu o nig podat model liczb naturalnych®.

W przypadku Cantora sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, poniewaz pracowat

on nad teorig mnogo$ci znacznie dluzej. Bedziemy wigc analizowac¢ gloéwnie wybrane

fragmenty nastepujacych prac:

2 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, w: Gesammelte mathematische Werke, red. R. Fricke,
E. Noether, O. Ore, Braunschweig 1872, 315-334.

3 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, w: Gesammelte mathematische Werke, red. R.
Fricke, E. Noether, O. Ore, Braunschweig 1888, 335-391.



— prace Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen z 1872 roku w duzej czesci, w ktorej przedstawiona jest zarowno konstrukcja R, jak i
pierwsze analizy zbioréw pochodnych oraz zbioréw I i II gatunku®,

— fragmenty pracy z 1874 roku, w ktorej przedstawiona jest kwestia roznolicznos$ci
zbioréw nieskonczonych®,

— fragmenty pracy z 1878 roku, przedstawiajace kontynuacj¢ rozwazan odnosnie do
roéznolicznosci zbiorow nieskonczonych, jak i pierwsza wersje Hipotezy Kontinuum (wedtug
przypisu Zermelo)®,

— fragmenty prac z 1879/1880, gdzie przedstawione sg szerzej kwestie zbiorow
pochodnych (w tym symbol iloczynu nieskonczonosciowego) oraz zbiorow I i II gatunku,
definicja zbioru pustego, a takze pomniejsze definicje mnogo$ciowe’,

— fragment pracy z 1882 roku przedstawiajacy definicje zbioru oraz podejscie do kwestii
nieskoficzenie matych wielkosci®,

— fragmenty prac z 1883 roku, nawigzujagce do przeformulowania symboli
nieskonczono$ciowych na liczby oraz przedstawiajagce zasady generowania liczb
porzadkowych®,

— fragment pracy z 1884 roku, przedstawiajacy nieudang prébe udowodnienia Hipotezy
Kontinuum?°,

— fragment pracy z 1890 roku, przedstawiajacy kwestie ogoélniejszej zasady
roznolicznoéci zbioru oraz zbioru potegowego (uogodlniona Hipoteze Kontinuum)?,

4 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123-132), w: G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und
philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1872, 92—102.

® G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal
f- Mathematik Bd. 77, 258—262), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts,
red. E. Zermelo, Berlin 1874, 115-118.

8 G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik”

84, 242-258), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo,
Berlin 1878, 119-133.

" G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 1 (Mathematische Annalen 15 (1), 1-7),
w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1879, 139—
145; G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358),
w: G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin
1880, 145-148.

8 G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische Annalen 20 (1), 113—
121), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1882,
149-157.

® G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 4 (Mathematische Annalen 21 (1), 51—
58), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1883,
157-165; G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen
und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1883, 165-209.

10 G. Cantor, Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten (6), ,Mathematische Annalen” 23,
(1884), 453-488(210-246), doi: https://doi.org/10.1007/BF01446598.210-146.

11 G. Cantor, Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 1, 75-78), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1890, 278-282.



— a takze fragmenty prac z lat 1895 oraz 1897, w ktorych Cantor odnosit si¢ do réznych
opracowanych wczesniej problemdw, jak przypisanie notacji aleféw do liczb porzadkowych,
definicja zbioru, definiowanie klasy zbioréw czy ponowne zdefiniowanie liczby kardynalne;.

Oprocz wymienionych prac odnosimy si¢ do dostepnych opracowan oraz wybranych

fragmentow zachowanych listow, a takze wszelkich prac pomocnych w opracowywaniu

opisanych wcze$niej zagadnien.

Opisane analizy majg na celu zrekonstruowanie trzech istotnych aspektow filozofii
matematyki Cantora 1 Dedekinda. Chodzi o konstrukcjonizm epistemologiczny, realizm
ontologiczny, a takze zwigzany z nimi strukturalizm (u Cantora bgdzie to jedynie strukturalizm
ontologiczny, u Dedekinda dodatkowo strukturalizm metodologiczno-epistemologiczny).
Konstrukcjonizm epistemologiczny bedzie oparty na niezbgdnosci aktywnych i tworczych
procesdOw umystowych podmiotu matematycznego (jednak nie w oderwaniu od ,,wiedzy
zastane]”’) w kontekscie konstruowania bardziej skomplikowanych struktur; natomiast realizm
oparty na zatozeniu o niezbedno$ci minimalnego wymogu istnienia abstrakcyjnych obiektow,
ktore sg wytworem oraz przedmiotem dyskursu zarowno indywidualnej praktyki, jak i wiedzy

obiektywnej (tj. praktyki spoteczno-historycznej).

Zatozenia (czy tez aspekty) filozoficzne, zrekonstruowane w oparciu o analiz¢ praktyki

matematycznej, bedg poréwnane na dwa sposoby:

— zatozenia 1 przestanki zrekonstruowane dla Cantora zostang poroOwnane z tymi

zrekonstruowanymi dla Dedekinda,

— a takze zatozenia i1 przestanki zrekonstruowane dla obydwu matematykow w
perspektywie PMP zostang poréwnane z zalozeniami przypisywanymi tym matematykom, na
podstawie ich deklaracji lub poza-matematycznych wypowiedzi, z perspektywy tradycyjnej

filozofii matematyki.

Oprocz analizy matematycznych tekstow, rekonstrukcji oraz analizy poréwnawczej
filozoficznych zatozen i1 przestanek, podje¢ta zostanie proba scharakteryzowania wybranych
aspektow metodologii praktyki naukowej obu matematykoéw (w oparciu o ich naukowe decyzje
1 podejmowane kierunki badan, w kontekscie Owczesnego S$rodowiska naukowego i
obowigzujacych w tym $rodowisku paradygmatdw). Przeanalizujemy w tym celu ich zatozenia
o zrddle wiedzy matematycznej, podejscie do wykorzystania i stosowania teorii mnogosci, a

takze opiszemy wybrane aspekty ich matematycznego ogladu podstaw matematyki.
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1.2 Uzasadnienie wyboru tematyki rozprawy

Niniejsza praca ma na celu pierwsza w literaturze analiz¢ porownawcza zatozen
filozoficznych dwodch wybitnych matematykéw XIX wieku: Georga Cantora i Richarda
Dedekinda. Motywacja do powstania pracy byt postulat Michaita Hellera, dotyczacy
koniecznosci poszerzenia zakresu pytan i1 kwestii badawczych filozofii matematyki.
Hellerowski program rozwini¢ty zostanie poprzez oryginalne odwotanie do analizy praktyki
matematycznej wspomnianych uczonych w zakresie podstaw matematyki (konstrukcji liczb

rzeczywistych, teorii mnogosci oraz arytmetyki liczb naturalnych)*2.

Praca ta ma na celu ukazanie nowej perspektywy analizy historii matematyki dzieki
zastosowaniu Hellerowskiej koncepcji filozofii w nauce, tutaj wystepujacej pod postacig
filozofii w matematyce. Do zbudowania tej perspektywy nalezy wykorzysta¢ koncepcje filozofii
praktyki matematycznej, co pozwoli bardziej precyzyjnie 1 adekwatnie ukaza¢ historyczng
doniosto$¢ prac Cantora i Dedekinda oraz wzbogaci krag tradycyjnych rozwazan filozofii
matematyki, wigzanych z dokonaniami wspomnianych wybitnych tworcow. Rozprawa jest w
zasadzie rozbudowanym studium przypadku (case study) dwoch indywidualnych praktyk
matematycznych oraz wybranych konsekwencji filozoficznych prac omawianych
matematykow. Takie studium jest wazne rowniez w konteks$cie rozwoju wspotczesnej wiedzy
0 matematyce, wpisujac si¢ w nurt badan rozwoju wiedzy matematycznej. Znany badacz tego
nurtu, Paolo Mancosu, podkreslal, ze — stosunkowo mato jest w filozofii matematyki
przypadkow case studies, ktore sa skupione na konkretnych problemach matematycznych,
rozwigzywanych przez konkretne matematyczne podmioty*3. Niniejsza rozprawa ma na celu
choc¢by czesciowe wypelnienie tej luki, opierajac si¢ na analizie przyktadach historycznych,

ktéra przeprowadzona zostanie na bazie tekstow Zrodlowych.

W ramach nurtu badan praktyki matematycznej niniejsza praca ma takze na celu nowe
ujecie podstawowych aspektow rozwoju matematycznej wiedzy, wytwarzanej przy zalozeniu

kontekstu indywidualnej praktyki matematycznej konkretnego matematyka (cho¢ osadzonej w

12 powstaty prace, ktére posrednio zawierajg odniesienia jednoczesénie do aspektéw matematycznych lub
filozoficznych Cantora i Dedekinda oraz opisujace ich relacje. Sa to: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy
Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen, Krakdw 2007; J. Ferreirds, On the Relations between Georg
Cantor and Richard Dedekind, ,,Historia mathematica” 20, (1993), 343-363; W.W. Tait, Frege versus Cantor and
Dedekind: On the Concept of Number, w: Frege: Importance and Legacy, red. M. Schim, Berlin 1996, 70-113.
W zadnej z nich jednak nie ma przeprowadzonej catoSciowej, szczegélowej analizy porownawczej migdzy ich
zatozeniami filozoficznymi, zrekonstruowanymi w dodatku w oparciu o analiz¢ ich praktyki matematyczne;.

13'p. Mancosu, The Philosophy of Mathematical Practice, Oxford 2008, 2.
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danym, konkretnym kontekscie historyczno-kulturowym), ale stajacej si¢ od momentu
opracowania jezykowego elementem Popperowskiej wiedzy obiektywnej, w pewnym sensie
niezaleznej od aktualnie dzialajacych podmiotow poznawczych. To z kolei za$ moze stanowié
podstawe dla badan w zakresie tradycyjnej filozofii matematyki, majacych na celu zatagodzenie
klasycznej radykalnej dychotomii platonizm-konstruktywizm, odpowiadajacej w praktyce
matematycznej przeciwstawieniu dwdch przeciwstawnych koncepcji praktyki matematycznej:
odkrywanie obiektow istniejacych niezaleznie od czlowieka versus dowolne tworzenie
obiektow matematycznych, istniejacych jedynie w umys$le podmiotu tworzacego. PMP
proponuje bowiem bardziej pragmatyczne podejscie, ktore uzaleznia powstawanie obiektow
matematycznych od konkretnych, umystowych czynnosci konstrukcyjnych podmiotu w
odpowiedzi na konkretne matematyczne problemy®*, jednakze od momentu ich tekstowego i
jezykowego wprowadzenia, obiekty te stajg si¢ intersubiektywnie komunikowalne oraz

istniejace niezaleznie, oraz poza umystem ich tworcy™®.

Wybor na podstawe niniejszego studium praktyki badawczej dwoch matematykow
dziatajacych w XIX wieku nie jest przypadkowy. Okres ten byt przelomowy dla rozwoju
matematyki oraz filozofii matematyki. Decydowaly o tym zmieniajace si¢ paradygmaty,
metody i kierunki dziatan w obu tych dyscyplinach naukowych®®. W okresie tym matematyka
— w kontekscie struktury dziatalnosci akademickiej 1 podziatu dyscyplin naukowych — wciaz
pozostawala silnie powigzana z filozofia, nawet jesli byly to zwiazki instytucjonalne®’, to
odgrywaly one sporg role. Obrazuje to w pewnym sensie rowniez wpis na pierwszej stronie
rozprawy doktorskiej Cantora: ,dissertatio inauguralis quam consensu et auctoritate

amplissimi philosophorum ordinis™8.

Granica paradygmatow, o jakiej wyzej mowa, byla granica migdzy podejsciem

intuicyjnym a formalnym. Fundamentalnym kierunkiem byta rygoryzacja analizy — dazono do

14 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst-..., dz. cyt.

15 P. Blaszczyk, On the Mode of Existence of the Real Numbers, w: Logos of Phenomenology and
Phenomenology of the Logos, red. A. T. Tymieniecka, t. 88, Dordrecht 2005, 139.

16 @. Linnebo, Philosophy of mathematics, Princeton, Oxford 2017, 21-23; P. Polak, The Paradigm Shift
in the 19th-century Polish Philosophy of Mathematics, ,,Studia Historiae Scientiarum” 21, (2022), 217-235, doi:
10.4467/2543702XSHS.22.006.15972.

1P, Polak, Skqd wzigt sie krakowski styl uprawiania filozofii przyrody?, w: Wyzwania racjonalnosci.
Ksiedzu Michatowi Hellerowi wspotpracownicy i uczniowie, red. S. Wszolek, R. Janusz, Krakow 2006, 439—449.

18 G. Cantor, De aequationibus secundi gradus indeterminatis, w: Gesammelte Abhandlungen
mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1867, 1-31.
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tego, aby twierdzenia, dowody i teorie przedstawiane byly w matematyce przy pomocy
srodkow arytmetycznych i logicznych, w przeciwienstwie do wczesniej wykorzystywanych
intuicyjno-obserwacyjnych metod geometrycznych'®. O ile do XIX wieku uzywano czesto
odniesien do samej czynnos$ci konstruowania obiektéw matematycznych, tak w XX wieku
zaczeto korzystaé z niewigzacego pojecia ,istnienia”, aby opisa¢ badane czy poddawane
operacjom obiekty?®. XIX wiek to rowniez stulecie powstania teorii mnogoséci?l, jak i
strukturalizmu metodologicznego??. Gtéwnymi kierunkami filozoficznymi, jakie narodzily sig
na przetomie XIX 1 XX wieku, byly logicyzm, formalizm 1 intuicjonizm (niektorzy wskazuja
rowniez na predykatywizm)?. Powstaty one w odpowiedzi na postulat stworzenia filozofii
wolnej od uzasadnien platonicznych®. O ile pierwsze dwa kierunki zwiazane byly z
niepodwazalnymi prawami logiki, niezaleznymi od aktow psychologicznych, tak intuicjonizm

tlumaczyl powstawanie wiedzy intuicjg podmiotu matematycznego.

Podejscie niniejszej pracy niejako zwigzuje kwestie powstawania i rozwoju wiedzy z
procesami psychologicznymi, przyznaje obiektom matematycznym pewien rodzaj

pragmatycznego realizmu, nie odrzucajac jednoczesnie praw logiki, czy szerzej — pewnego

rodzaju racjonalnosci, niezbe¢dnej dla powstania matematyki.
1.3 Cele niniejszej rozgprawy

Celem niniejszej rozprawy jest uzyskanie wnioskow z zakresu filozofii matematyki, na
bazie analizy porownawczej stanowisk Cantora i Dedekinda, na ksztatt tych, ktére Heller
uzyskat w ramach filozofii przyrody, poréwnujac wybrane dokonania Newtona i Leibniza.
Chodzi o Hellerowska analize zatozen filozoficznych Newtona oraz Leibniza, oraz przestanek
filozoficznych, jakie sa uwiktane w teorie przez nich stworzone. Najwazniejszym obszarem

badan Hellera byty analizy filozoficznego problemu czasu i1 przestrzeni, wskazujace ze filozofie

19 @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 21-23.

20 . Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 74-175.

2L @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 55, 58.

22 @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 154.

23 L. Horsten, Philosophy of Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta.
24 Jak pisze Horsten: ,,0golny $wiatopoglad filozoficzny i naukowy dziewietnastego wieku sktaniat sig

ku empirii: platoniczne aspekty racjonalistycznych teorii matematyki szybko tracity poparcie”. L. Horsten,
Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.
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przyrody, jakie byly deklarowane zaréwno przez Leibniza, jak i Newtona, nie sg tozsame z
filozofiami przyrody, uwiktanymi w og6lng teori¢ wzglednosci, jak rowniez w mechanike

Newtonowska?®.

Nalezy zaznaczy¢, ze analizy Hellerowskie nie s3 catkowicie analogiczne do
prowadzonych tu analiz. Po pierwsze, odmienny jest przedmiot analiz — nie zajmujemy si¢
naukami empirycznymi, a matematyka. Po drugie, nie bierzemy pod uwagg calych filozofii
matematyki, zwigzanych z doktrynami warunkujacymi niejako samg nauke — czy to
deklarowanymi przez naukowcow, czy tez uwiktanych w naukowg teorig. Uwzgledniamy
jedynie filozoficzne aspekty wybranych obszarow dzialalnosci Cantora 1 Dedekinda. Aspekty
te dotyczg — z jednej strony — procesu poznawczego, a z drugiej strony — pytan o istnienie
matematycznych obiektow. Rozwazamy te aspekty zar6wno w bezposrednim kontekscie ich
matematycznej praktyki i wprowadzonych elementéw teorii matematycznych, jak i1 na tle
przypisywanych tym matematykom postaw wzgledem matematyki (tj. proceséw poznawczych
oraz istnienia matematycznych obiektéw), w oparciu o ich poza-matematyczne wypowiedzi lub

poza-matematyczne ich interpretacje.

Celem niniejszej pracy jest wskazanie roznicy migdzy tymi dwoma rodzajami zatozen i

przestanek filozoficznych.

Ma to na celu ukazanie, ze chociaz kazdy podmiot matematyczny wnosi niepowtarzalny
wktad w rozwo6j matematycznej wiedzy, matematyka w cato$ci jako juz wytworzona i istniejgca
w perspektywie historyczno-spotecznej (a wigc matematyczne teorie, jezyk, zatozenia, cele i
kierunki rozwoju — mowa o matematyce klasycznej) jest stosunkowo mato zalezna od dziatan
1 postaw poszczegdlnych jednostek, a wraz z nig réwniez pewne podstawowe przestanki

epistemologiczne oraz ontologiczne, jak rowniez metodologiczne.

Heller twierdzi, ze taka sytuacja jest mozliwa dzigki obecnosci pewnych doktryn
filozoficznych w samej teorii matematycznej, niezaleznych przekonan tworcy tej teorii (a
niekiedy — jak pisze Heller — nawet wbrew takim przekonaniom)®®. Na potrzeby niniejszej pracy
nalezy rozszerzy¢ to stwierdzenie, uznajac, ze przestanki, a nawet doktryny filozoficzne moga

by¢ rowniez zakorzenione w danej praktyce matematycznej, rozpatrywanej w konkretnej

25 M. Heller, How is philosophy in science possible?, ,,Philosophical Problems in Science (Zagadnienia
Filozoficzne w Nauce)” (2019) nr 66, 237-240.

26 M. Heller, How is philosophy in science possible?..., dz. cyt., 240.
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perspektywie historyczno-spotecznej. Metodologicznym celem rozprawy jest wypracowanie
metody analizy filozoficznej opartej na koncepcji ,,filozofii w nauce”, ktora pozwala na

poglebienie badan z zakresu historii i1 filozofii matematyki.
1.4 Hipotezy badawcze i definicje najwazniejszych pojeé

Hipotezy badawcze
Niniejsza praca dazy do uzasadnienia dwoch gléwnych tez, powigzanych z

nastgpujacymi hipotezami szczegotowymi:

Teza I: Radykalne rozréznianie Cantor-platonik 1 Dedekind-konstruktywista nie jest

jedyna mozliwg interpretacjg ich stanowisk filozoficznych oraz bywa ostabiane.

W zakresie tradycyjnej filozofii matematyki Dedekind jest klasyfikowany przewaznie
jako konstruktywista, konceptualista, za§ Cantor przewaznie jako platonik (skrajny realista)?’.
Poréwnujac zatozenia filozoficzne obu uczonych, oparte na analizie ich praktyki
matematycznej (nie za$ na ich pozamatematycznych stwierdzeniach), nie otrzymujemy tak
wyraznego, a nawet analogicznego rozrdznienia pomie¢dzy nimi, jak to opisane powyzej.
Udowadniajac powyzsze, otrzymamy kolejny argument za przydatnos$cig stosowania i
pracowania w ramach opisywanej przez Hellera ,,filozofii w nauce”, oraz proponowanej

wspotczesnie PMP.

Teza II: W praktyce matematycznej Cantora i Dedekinda mozemy zaobserwowaé
znaczne 1 bardziej fundamentalne réznice niz w rekonstruowanych w niniejszej pracy ich

stanowiskach epistemicznych oraz ontologicznych.
Teza I jest zwigzana z nast¢pujacymi hipotezami szczegoétowymi:

Teza a: U Cantora mozna zrekonstruowaé okreslone elementy konstrukcjonizmu
poznawczo-metodologicznego, zwigzanego z ontologicznym strukturalizmem w jego praktyce

matematyczne;j.

Bedziemy chcieli pokaza¢, ze pewne elementy praktyki matematycznej Cantora
wskazuja na konstrukcjonizm, jako naturalng czes$¢ jego praktyki matematycznej, dyktowana

ontologia konstruowanych struktur. Wskazemy zwlaszcza na fakt, iz stopien abstrakcji i

2" Por. np. z: J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, Krakow-Tarnéw 2000; R.
Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Warszawa 2001, 255-258.
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ztozonosci tych struktur nie pozwala na uchwycenie ich w bezposredni i catkowity sposob, w

apriorycznej naocznosci.

Teza b: U Dedekinda mozna rozpoznaé przejawy filozoficznej postawy strukturalizmu
epistemiczno-metodologicznego, bedacego przyczyna, a nie skutkiem uzycia elementow

konstrukcjonistycznych.

Bedziemy przede wszystkim wskazywaé, iz przypisywany tu Dedekindowi
konstrukcjonizm (jako alternatywa dla przypisywanego mu konstruktywizmu?®) nie wynikat z
podstawowych 1 fundamentalnych dla niego zalozen, lecz byl konsekwencja podejscia
strukturalistycznego 1 metody teoriomnogosciowego modelowania (tzw. strukturalizmu

epistemiczno-metodologicznego) w jego matematycznej praktyce.

Teza c: Tezy a oraz b nie wykluczaja dwuwymiarowego, pragmatycznego realizmu
ontologicznego matematycznych obiektow (zarowno podstawowych, jak 1 konstruowanych z
nich struktur), wewnetrznego wzgledem praktyki indywidualnej Cantora 1 Dedekinda, jak 1

wewnetrznego wzgledem perspektywy spoteczno-historyczne;.

Rozwazony zostanie podstawowy realizm matematycznych obiektow, wzgledem
praktyki matematycznej tak Cantora, jak i Dedekinda. Realizm ten bedzie odnosit si¢ zarowno
do obiektow podstawowych, jak i do konstruowanych z nich struktur (tzw. strukturalizm
nieeliminacyjny). Co wigcej, bedzie rowniez w pewien sposdb zwigzany z ontologia
matematycznej wiedzy obiektywnej, tj. istniejacej intersubiektywnie wzgledem perspektywy

spoleczno-historyczne;.

Definicje najwazniejszych pojeé

Ponizej zdefiniujemy kilka najistotniejszych poje¢, na ktérych opieramy gldwna
strukture analiz pracy. Definicje te nie stanowig wyczerpujacych opisow tych pojec, tj. nie
uwzgledniaja wszystkich mozliwych podejs¢, w jakich si¢ pojecia te w filozofii uzywa, lecz
maja na celu przyblizy¢ ich, najbardziej istotne dla struktury rozprawy, aspekty i unikng¢
niezamierzonych interpretacji. Dyskusja w rozprawie bedzie si¢ zatem opierala na

przedstawionych nizej aspektach tych poje¢.

28 Roznica pomiedzy konstrukcjonizmem a konstruktywizmem zostanie dalej zdefiniowana i doktadnie
omowienia w trakcie analiz, jednak juz teraz mozna stwierdzic, iz jej istotg jest stosunek obydwu do ontologii
matematyki. W ramach konstrukcjonizmu lepiej mozna pogodzi¢ kwestie epistemiczne z ontologicznymi.
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Platonizm

W niniejszej pracy platonizm jest pojeciem ograniczonym do kierunku, jaki sam
deklarowal Cantor oraz jaki si¢ mu przypisuje, gtéwnie na podstawie jego tekstu z 1883 roku?®,

ale rowniez w oparciu o jego liczne komentarze filozoficzno-teologiczne.

Najistotniejsze aspekty platonizmu Cantora to istnienie kazdej rzeczy (tu mamy na
mys$li obiekty-byty matematyczne) na dwa sposoby — tak jak istnieja idee oraz tak jak istnieja
pojecia, w dwoch porzadkach — intrasubiektywnym (immamentnym) i transsubiektywnym
(transcendentnym)*°. Jak zauwaza Jerzy Dadaczynski®!, Cantor uzywat w swojej filozoficzno-
teologicznej argumentacji zarowno pojecia idei Platonskich, jak 1 pojecia idei Spinozjanskich
(co Dadaczynski analizuje), traktujac je jako tozsame lub zamienne pojecia, zatem nie bedzie
nas interesowalo szczegdtowe rozrdznienie tychze. Najistotniejszy jest fakt, iz dla kazdego
pojecia ze sfery intrasubiektywnej (odpowiadajacej Intelektowi), istnieje odpowiadajaca mu
roOwniez rzeczywisto$¢ transsubiektywna (odpowiadajaca ,,Swiatowi zewnetrznemu” — tj. temu,

co nie nalezy do Intelektu)®?, niezalezna od poznajacego podmiotu matematycznego.

W niniejszej pracy zajmujemy si¢ zarowno ontologicznymi, jak i epistemologicznymi
aspektami filozofii matematyki Cantora i Dedekinda, dlatego w definicji platonizmu Cantora

nalezy ujac to, co wigze si¢ rowniez z epistemologia w jego wydaniu.

2 G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt.; J. Dadaczynski, Ontologiczne i
poznawcze zalozZenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 1, ,,Studia Philosophiae Christianae” 39, (2003) nr 1,
10.

30 Wir kénnen in zwei Bedeutungen von der Wirklichkeit oder Existenz der ganzen Zahlen, der endlichen
sowie der unendlichen sprechen; genau genommen sind es aber dieselben zwei Beziehungen, in welchen allgemein
die Realitdt von irgend welchen Begriffen und Ideen in Betracht gezogen werden kann”; oraz ,,es sei mir gestattet,
diese Art der Realitdt unsrer Zahlen ihre intrasubjektive oder immanente Realitit zu nennen... Diese zweite Art
der Realitit nenne ich die transsubjektive oder auch transiente Realitiit der ganzen Zahlen”. G. Cantor, Uber
unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre
(Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 181.

81 J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zatozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 1..., dz. cyt.,
13.

32 Bei der durchaus reaiistischen, zugleich aber nicht weniger idealistischen Grundlage meiner
Betrachtungen unterliegt es fur mich keinem Zweifel, dal diese beiden Arten der Realitit stets sich
zusammenfinden in dem Sinne, daf} ein in der ersten Hinsicht als existent zu bezeichnender Begriff immer in
gewissen, sogar unendlich vielen Beziehungen auch eine transiente Realitiit besitzt”. G. Cantor, Uber unendliche
lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische
Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 181.
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Ot6z najwazniejsza kwestia, nierozerwalnie zwigzana z platonska ontologia matematyki

w ujeciu Cantora: to aprioryzm poznania matematycznego przez podmiot>

. Po drugie, wazna
rzecza jest ujecie poznania matematycznego jako poprawnego definiowania pojeciowego®*. Po
trzecie, owo definiowanie poje¢ nie oznacza ich tworzenia, poniewaz jest jedynie ,,budzeniem
2935

ich do zycia”®. Mozna stwierdzi¢, ze w ogdélnych ramach deklarowany przez Cantora

platonizm opieral sie na ogélnej jego definicji*®.

W  niniejszej pracy poddamy dyskusji brak zasadno$ci uzywania mocnych,
zewnetrznych  wzgledem praktyki matematycznej argumentow dotyczacych ontologii
tworzone] matematyki, przy jednoczesnym wskazaniu na niezbgdno$¢ intencjonalnych,
umystowych proceséw konstrukcyjnych, w kontek$cie wprowadzanych matematycznych
struktur. Innymi stowy, wskazemy, ze z punktu widzenia rzetelno$ci naukowej, matematyka,
jak 1 praktyka matematyczna nie sg wystarczajagcymi argumentami na istnienie niezaleznych od
dziatalnosci cztowieka obiektow matematycznych, ktore w praktyce maja by¢ wedlug tego
zatozenia odkrywane (chociaz nalezy zaznaczy¢, iz nie stanowi to tez argumentu przeciwko
)7

takiemu stanowi rzeczy)”’. Pomocniczo wskazemy, ze struktury matematyki XIX wieku r6znig

3 Erst seit dem neueren Empirismus, Sensualismus und Skeptizismus, sowie dem daraus

hervorgegangenen Kantischen Kritizismus glaubt man die Quelle des Wissens und der GewiBheit in die Sinne oder
doch in die sogenannten reinen Anschauungsformen der Vorstellungswelt verlegen und auf sie beschranken zu
miissen; meiner Uberzeugung nach liefern diese Elemente durchaus keine sichere Erkenntnis, weil letztere nur
durch Begriffe und Ideen erhalten werden kann”. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5
/Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 207.

34 Podmiot po pierwsze posiada konkretng wiedze bazowa poprzez gotowe i wyprobowane juz pojecia,
po czym konstruuje nastepne w oparciu o nie (okreslajac relacje pomiedzy nowa nazwa a juz istniejacymi oraz
wyliczajac jej wlasnos$ci). Konstruowane pojecia powinny by¢é wewnetrznie niesprzeczne oraz odrdznialne od
innych, gotowych juz poje¢. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 182, 207.

% G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 207.

36 . Linnebo, Platonism in the Philosophy of Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy,
red. E. N. Zalta, 2018.

37 Najbardziej adekwatnym stanowiskiem, jakie moze stanowi¢ podstawe dla podejscia przyjetego w
niniejszej pracy (lub go po czesci wyjasniac), oprocz pragmatycznego podejscia PMP, skoncentrowanego na
praktyce matematycznej, jest stanowisko Piotra Blaszczyka. W jednym z artykutdow opisuje on propozycje
przedstawienia przedmiotow matematyki, jako przedmiotéw intencjonalnych w sensie Ingardena. W niniejszej
pracy co prawda nie zajmujemy si¢ budowa formalna ontologii obiektéw matematycznych, niemniej jednak
proponowane tu konstrukcjonizm epistemologiczny oraz pragmatyczny realizm nie wykluczaja opracowanej przez
Blaszczyka szczegotowej struktury ontologicznej. W obu przypadkach nastgpuje zawegzenie obszaru filozofii
matematyki do tego, co mozna bezposrednio zbada¢ i zaobserwowac. Por. P. Blaszczyk, On the Mode of Existence
of the Real Numbers..., dz. cyt.
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sie znacznie stopniem ztozonosci od tych, jakie przytaczat sam Platon®® — nie wystarczy sama

naocznos$¢, intuicja, aby moc je zdefiniowac.
Realizm ontologiczny

W zwigzku z tym, iz u Cantora ostabiamy jego deklarowany platonizm, natomiast u
Dedekinda podwazamy przypisywany mu, towarzyszacy konstruktywizmowi, konceptualizm,
punktem odniesienia dla rekonstruowanej ontologii obydwu matematykéw powinien by¢
roOwniez pewnego rodzaju realizm. Niniejszym sprobujemy go zdefiniowaé w jak

najogolniejszej formie.

Nalezy zaznaczy¢, 1z proponowany realizm powinien by¢ rozpatrywany w Scistym
kontek$cie praktyki matematycznej, jednakze z drugiej strony — jest on roéwniez propozycja

podtrzymujacg tradycyjng perspektywe filozofii matematyki.

Pojeciem istotnym dla zrozumienia tego rodzaju ontologii jest pojecie obiektu. Obiekt
— jak definiowat go Gottlob Frege — moze by¢ przedmiotem pojedynczego matematycznego
)39

stwierdzenia, sadu (natomiast pojecie jego predykatem)™. Nalezy zaznaczy¢, ze nie bierzemy

pod uwage pozniejszych rozwazan ontologicznych Fregego.

PMP zaktada, ze nie istnieja sady ,,znikad**°, dlatego nalezy zauwazy¢, iz stwierdzenia
musza by¢ wynikiem konkretnej praktyki matematycznej (zaréwno indywidualnej, jak i1
spoleczno-historycznej). Mimo ze Chateaubriand zauwaza problem, ze dany matematyczny
przedmiot raz moze by¢ obiektem, a raz predykatem*!, przyjmujemy ze — z uwagi na
pragmatyczne aspekty praktyki matematycznej — kazdy przedmiot, ktory moze by¢ obiektem
w danej praktyce matematycznej, jest wzgledem niej obiektem istniejagcym. Stad dla kazdej
konkretnej praktyki i konkretnego matematyka mozna stworzy¢ konkretng liste (bardziej

podstawowa lub rozszerzong) tego, co stanowi przedmiot jego dyskursu (co jest obiektem jego

38 Janusz Maczka tak charakteryzuje postawe Platona wzgledem poznania matematycznego: ,,Poniewaz
formy matematyczne ujmujemy bezposrednio za pomoca intuicji (matematyk ‘oglada’, ‘widzi’ idee), mozliwe
staje sie dzieki takiemu ujeciu stwierdzenie istnienia tych obiektow. Krocej: poniewaz obiekty matematyczne sa
pewnego rodzaju ideami, dlatego nie jest potrzebny dowod ich istnienia. W matematyce nie ma ‘konstruowania’,
jest ‘uzmyslawianie’”. J. Maczka, Platonizm w matematycznych pracach Whiteheada, ,,Zagadnienia Filozoficzne
w Nauce” XXI, (1997), 34.

39 G. Frege, The Foundations of Arithmetic, New York 1953, 77.
40 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst..., dz. cyt.

41 0. Chateaubriand, The Ontology of Mathematical Practice, ,,Notae Philosophicae Scientiae Formalis”
1, (2012) nr 1, 84.
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matematycznej praktyki). Takg list¢ mozemy tez ulozy¢ w danym momencie czasowym dla

praktyki historyczno-spoteczne;.

Nie zajmujemy si¢ bardziej szczegbélowym opisem tego, w jaki doktadnie sposéb, w
jakim czasie oraz w jakiej rzeczywistosci istnieja obiekty matematyczne. Okreslamy jedynie
podstawowy i niezbedny dla praktyki matematycznej realizm, wskazujemy na mozliwo$¢ oraz
pragmatyczng potrzebe uwzglednienia takiego rodzaju istnienia. Nie jest to broniony przez
niektorych myslicieli*? platonizm, jaki wymaga w praktyce matematycznej zetkniecia sie z
obiektami lub rzeczywisto$cia, niewytworzonymi w zadnych aktach konstrukcyjnych

poznajacego umystu.

Nie oznacza to réwniez, iz kazdy istniejgcy obiekt w danej praktyce matematycznej jest
w tejze praktyce skonstruowany. Wrecz przeciwnie, wskazane zostang obiekty bezposrednio
przejete ze zbioru wiedzy obiektywnej zarowno u Cantora, jak 1 u Dedekinda. Jednakze
zaktadamy, 1z obiekty juz istniejagce w perspektywie historyczno-spotecznej musiaty zostac
skonstruowane 1 (lub) wprowadzone wczesniej w konkretnej, indywidualnej praktyce
matematycznej. Niemniej jednak, aby uzna¢ dany obiekt za obiekt istniejacy wzgledem
praktyki ktérego$§ z analizowanych w tej pracy matematykow, musi on by¢ przedmiotem ich
matematycznych stwierdzen (sagdéw). W tym sensie podziat sadow ontologicznych na
wewnetrzne oraz zewngtrzne nabiera ksztattu, bo definiuje sady zewnetrzne jako sady poza-
matematyczne (oraz przypisuje tresci platonicznych stwierdzen egzystencjalnych zewngtrzny,

poza-matematyczny realizm).

Ostatecznie przychylamy si¢ do stanowiska, ze obiekty matematyczne, wytworzone w
indywidualnej praktyce matematycznej lub wzgledem niej w abstrakcyjny sposob istniejace,
stajg si¢ jednoczesnie obiektywnie istniejacymi*® obiektami (rowniez w sposob abstrakcyjny)

wzgledem spoteczno-historycznej praktyki matematycznej**. Stanowi to odpowiedz na

42 7. Kxél, O platonizmie w teorii mnogosci, ,,Roczniki Filozoficzne” LI, (2003) nr 3, 225-252; Z. Krél,
Platonizm w matematyce a platonizm w naukach matematyczno-przyrodniczych, w: Filozofia przyrody dzis.
Philosophy of nature today, red. W. Lugowski, 1. K. Lisiejew, Warszawa 2011.

43 W takim sensie, w jakim Popper traktuje istnienie $wiata 3. Zob. K.R. Popper, Wiedza obiektywna,
thum. A. Chmielewski, Warszawa 1992.

4 Jessica Carter wyjasnia mozliwo$¢ abstrakcyjnego istnienia obiektow tym, Ze mozna o nich z
powodzeniem mowi¢, konstruowac je oraz bada¢ w praktyce matematycznej. Wskazuje ona, ze obiekty
matematyczne s3 wprowadzane przez matematykow w celu rozwigzywania konkretnych probleméw oraz
konstruowane przy pomocy dostgpnych metod. Zgadza si¢ to z przyjetym w niniejszej pracy podejsciem. Por. J.
Carter, Ontology and Mathematical Practice, ,Philosophia Mathematica” 12, (2004) nr 3, doi:
10.1093/philmat/12.3.244.
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zwigzane z tym podejsciem dyskusje o statusie uzyskanej wiedzy jako subiektywnej lub
obiektywnej. Sadzimy, ze dobrym uzupelnieniem podejscia PMP jest Popperowska ontologia
trzech $wiatow. Pozwala ona z klasycznej perspektywy filozoficznej wyjasni¢ propozycje PMP
oraz pogodzi¢ procesy konstrukcyjne podmiotdw z podzielanym szeroko pogladem o

obiektywnym istnieniu obiektow matematycznych.

W niniejszej pracy przyjmujemy dwuwymiarowg ontologi¢ obiektow matematycznych:
stwierdzamy pewne rozrdznienie migdzy obiektami $wiata III (zawartymi np. w tekstach,
wyprodukowanymi i stanowigcymi podstawe dla wiedzy dziedziczonej) oraz obiektami Swiata
II (przejmowanymi z zasobu $wiata Il — dziedziczonymi, uczestniczagcymi w indywidualnych
procesach poznawczych, oraz obiektami z nich — lub na ich podstawie — konstruowanymi).
Chcemy tak opisa¢ to, ze dany obiekt matematyczny jest najpierw konstruowany przez
konkretny podmiot (nie odnosimy si¢ tu do kwestii réznorakich wplywow zewnetrznych na ten
proces). Nastgpnie w jakims$ stopniu moze si¢ on sta¢ obiektem istniejagcym w pewnym stopniu
niezaleznie wzgledem perspektywy (praktyki) spoteczno-historycznej, zas$ dalej moze znowu
sta¢c si¢ obiektem rozwazanym przez inny podmiot, w jego indywidualnej praktyce

matematycznej.

Realizm ontologiczny rozwazany w niniejszej pracy bedzie realizmem wzgledem
indywidualnej praktyki matematycznej obu uczonych. Podazajac za propozycjami filozofii
praktyki matematycznej, uwzgledniamy perspektywe spoleczno-historyczng jako nieodlaczng
kwestie rozwoju matematycznej wiedzy, przejawiajacej si¢ m.in. na przykladzie elementow

wiedzy dziedziczonej u obydwu matematykow.

W nazwie tego realizmu bedziemy uzywac czasem okreslen — jednoczesnie albo
wymiennie — ,dwuwymiarowy” oraz ,pragmatyczny’. Pojeciem dwuwymiarowosci
podkreslamy to, ze indywidualna praktyka matematyczna jest miejscem, ktore taczy dwie
perspektywy rozumienia matematycznej wiedzy (obiektdw): po pierwsze, istotne jest tu
odpowiednie rozumienie spoteczno-historyczne celowosci 1 funkcji danego obiektu
matematycznego, a po drugie — rowniez istotny jest aspekt takiego rozumienia celowosci i
funkcji przejetego 1 rozwazanego obiektu, ktory odpowiada przyjetej metodologii
rozwigzywania probleméw, zwlaszcza konstrukeji nowych obiektow. Jesli chodzi o pojecie
pragmatyczno$ci, bedzie tu chodzilo o to, ze przyjmujemy istnienie obiektow zaréwno

wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej, jak i wzgledem perspektywy (praktyki)
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spoteczno-historycznej, poniewaz te obiekty sa przedmiotami tych praktyk (tj. mozna je

definiowaé, rekonstruowaé oraz konstruowaé przy ich pomocy kolejne)®.

Konstruktywizm konceptualistyczny

Stanowisko to przypisywane jest Dedekindowi w perspektywie tradycyjnej filozofii
matematyki, m.in. w polskim $rodowisku naukowym*®. Odnosi sie ono do tych momentéw w
jego matematycznej pracy, gdy uzywal on okreslen, opisujacych proces, aktywnos$¢ tworcza
umystu, wskazujac na mozliwo$¢ tworzenia (a tak naprawde zredefiniowania w modelu

formalnym) liczb rzeczywistych oraz naturalnych?’.

Na przyktad Jan Lukasiewicz, podkreslajac role ,,tworczej dziatalnosci cztowieka”,
powolywal si¢ na stynne stwierdzenie Dedekinda, ktory (w kontekscie redefiniowania liczb
naturalnych w teoriomnogosciowym modelu zbioru prosto nieskonczonego) pisat, ze ,.liczby
sa wolnym tworem umyshi”*®. Z kolei Roman Murawski wskazywal, ze wobec konstrukcji
liczb rzeczywistych Dedekind uzyl na okreslenie tworzenia liczb rzeczywistych pojecia
erschaffen, tozsamego z pojeciem uzytym w Ksigdze Rodzaju do opisu stwarzania $wiata przez
Boga®®. Nickiedy za$ wprost przyznaje si¢ Dedekindowi miano konstruktywisty™°, a nawet

konceptualisty®!.

% Por. J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt.

46 J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt.; J. Lukasiewicz, O nauce, w:
Poradnik dla samoukow, Warszawa, Krakow 1915, XV-XXXIX; R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys
dziejow..., dz. cyt.

47 Odpowiednio w dwoch dzietach: R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt.; oraz R.
Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt.

48 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 359-360; I. Lukasiewicz, O nauce..., dz.
cyt.
49 R. Murawski, O czym rozprawiajq matematycy, czyli o statusie bytowym przedmiotéow matematyki,

,,Przestrzenie Teorii” 3—4, (2004), 257.

%0 J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt.; J. Dadaczyhski, Ontologia
matematyki wezesnego Hilberta (The Early Hilbert’s Ontology of Mathematics), ,,Filozofia Nauki (The Philosophy
of Science)” 26, (2018) nr 4, 75-88, doi: 10.14394/filnau.2018.0025; R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys
dziejow..., dz. cyt.

51 R. Murawski, O czym rozprawiajg matematycy, czyli o statusie bytowym przedmiotow matematyki...,
dz. cyt., 257.
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U Dedekinda dyskutowane begdzie stanowisko odmienne od Cantorowskiego zar6wno
pod katem ontologii, jak i1 epistemologii. Dedekindowi przypisuje si¢ zatozenia, ktore
stwierdzaja, iz podmiot konstruuje (,,w wolny spos6b”) matematyke w swoim umysle. Co

wiecej, tak stworzone obiekty istniejg jedynie w umysle tego podmiotu, w postaci pojec.

Tym wigc, co oprocz aspektow konceptualistycznych bedziemy w kontekscie
konstruktywizmu analizowa¢, bedzie réwniez kwestia rozumienia, co doktadnie kryje si¢ pod
pojeciem ,tworzenia” matematycznej wiedzy. Bedzie chodzito zwtaszcza o to, ze chociaz
bedziemy przypisywali Dedekindowi podstawowy konstrukcjonizm — czyli po czesci zgadzali
si¢ z faktem, iz indywidualna matematyczna praktyka moze pocigga¢ za sobg wymog
aktywnego, tworczego wkiadu danego matematyka — bedziemy wskazywaé iz tradycyjny
konstruktywizm pociaga za sobg problemowe rozumienie tworzenia wiedzy, jako oderwanej
od tej, ktora juz istnieje. Jako alternatywe dla tradycyjnego konstruktywizmu zaproponujemy
konstrukcjonizm epistemiczny, ktory powinien pogodzi¢ obydwie perspektywy — tj. kwestie
konstruowania matematyki przez indywidualnego matematyka, jak 1 kwesti¢ realizmu
wewnetrznego wzgledem praktyki indywidualnej, jak rowniez wzgledem perspektywy

spoteczno-historyczne;.
Konstrukcjonizm poznawczy

Aby wyjasni¢ stosowane tu pojecie konstrukcjonizmu poznawczego (lub
epistemicznego), nalezy przyjrze¢ si¢ w tym celu réznicom mig¢dzy poj¢ciem konstrukcjonizmu

a konstruktywizmu.

Konstruktywizm w  filozofii matematyki jest kojarzony przewaznie z
konstruktywistycznymi nurtami samej matematyki — jak np. intuicjonizm Luitzena Brouwera.
Jest to kierunek przyjmujacy radykalne zatozenia, ingerujace w matematyke klasyczna, tj. w
samg praktyke matematyczng. Zaktada on poprawnos$¢ jedynie metod konstruktywnych w
matematyce, przez co odrzucane jest np. prawo wylaczonego $rodka, Aksjomat Wyboru, jak

rowniez rezygnuje sie z nieskonczonosci aktualnej®2.

Konstrukcjonizm, jaki proponujemy w niniejszej pracy dla lepszego

scharakteryzowania epistemologii praktyki matematycznej zard6wno Cantora, jak 1 Dedekinda,

52 D. Bridges, E. Palmgren, H. Ishihara, Constructive Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of
Philosophy, red. E. N. Zalta, U. Nodelman, 2022; R. lemhoff, Intuitionism in the Philosophy of Mathematics, w:
The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2020.
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rozumiany jest w nieco inny sposob. Nie jest kierunkiem utozsamiajagcym praktyke
matematyczng ze wspomnianymi metodami konstrukcyjnymi, dlatego nie jest on tozsamy z

kierunkami bedacymi podstawa konstruktywnych matematyk>3.

Proponowany tutaj konstrukcjonizm epistemiczny (wraz z proponowanym realizmem
ontologicznym) wprowadzony zostal w celu podjecia proby przetamania dychotomii

platonizm-konstruktywizm, obowigzujacej w nurcie klasycznej filozofii matematyki®*.

Jak zauwaza Jessica Carter, matematyczne obiekty s3 wprowadzane przez
matematykow w konkretnym celu (w celu rozwigzywania problemow) oraz konstruowane przy
pomocy gotowych metod®. Przy czym — jak si¢ okaze — nie zawsze wprowadzenie nowego
obiektu musi by¢ ($wiadomym) celem matematyka przeprowadzajacego umystowa
konstrukcje¢. Pojecie konstrukcjonizmu poznawczego jest wiec zwigzane z pojgciem umystowe;j
konstrukcji stosowanej w praktyce matematycznej, ta za$ jest zwigzana z kolei z
intencjonalno$cia®® (wystepujaca w kontekscie stanéw psychologicznych) oraz intuicja®’
(zwigzang gldwnie z propozycja Kanta, ale analizowang w Swietle propozycji Marcusa

Giaquinto).

Konstrukcjonizm proponowany tutaj nie zaklada istniejacych poza poznajagcym
podmiotem idei, ktoére biernie poznajemy. Przychyla si¢ bardziej do propozycji Kanta,
podkreslajac konstrukcyjng pracg matematycznego podmiotu, jakg wykonuje on w trakcie swej
praktyki matematycznej. Umystowa konstrukcja, jak 1 pewnego rodzaju naocznos¢ (intuicja)
oraz intencja (matematyczny zamiar, ksztattowany przez zatozenia i cele) jej towarzyszace,

beda stanowity podstawe do analizowania aspektow epistemologii Cantora oraz Dedekinda.

° Inne rozréznienia pomiedzy konstruktywizmem a konstrukcjonizmem wskazuje Marcin

Zwierzdzynski: M.K. Zwierzdzynski, Konstruktywizm a konstrukcjonizm, ,,PRINCIPIA” LVI, (2012), 117-135,
doi: 10.4467/20843887P1.11.007.0583.

5 J. Maczka, Platonizm w matematycznych pracach Whiteheada..., dz. cyt., 34-35.
%5 J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt.

% G.E.M. Anscombe, Intention, Oxford 1976; P. Jacob, Intentionality, w: The Stanford Encyclopedia of
Philosophy, red. E. N. Zalta, 2019; J.R. Searle, The intentionality of intention and action, ,,Cognitive Science” 4,
(1980), 47-70; J.R. Searle, Intentionality: An Essay in the Philosophy of Mind, Cambridge 1983.

5 Skorzystamy w tym celu gléwnie z propozycji Giaquinto odno$nie do wizualizacji obiektow
matematycznych, w tym struktur (pewnego ich umystowego uchwycenia). M. Giaquinto, Cognition of Structure,
w: P. Mancosu, The Philosophy of Mathematical Practice, Oxford 2008, 43—64; M. Giaquinto, Visualizing in
Mathematics, w: P. Mancosu, The Philosophy of Mathematical Practice, Oxford 2008, 22—42; M. Giaquinto, The
Epistemology of Visual Thinking in Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta,
Metaphysics Research Lab, Stanford University 2020.
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Moéwigc o umystowej konstrukcji, mamy na mysli ogdlny, niezbgedny w praktyce
matematycznej proces, ktory nie zaklada istnienia gotowych do odnalezienia i zobaczenia idei,
obiektéw matematycznych, ale rodzaj aktywnos$ci umystowej, polegajacej na intencjonalnym
(tj. zawierajacym zatozenia i cele) oraz logicznym rozumowaniu i tworzeniu matematycznych
tresci. Przy zatozeniu, iz towarzyszy temu zaréwno kontekst intuicji indywidualnego podmiotu,

jak 1 wiedzy juz istniejacej w sposob obiektywny.

Mowigc o intuicji, nie mamy na mysli Kantowskich czystych naoczno$ci czasu 1
przestrzeni, a raczej zdolno$¢ pewnego ogladu matematycznych obiektow 1 struktur. Chociaz
nie jest naszym celem wykluczenie kategorii czystych naoczno$ci proponowanych przez Kanta,
nie zaglebiamy si¢ szczegdétowo w takie kwestie, jak mozliwy jest dostep intuicji do
matematycznych obiektow czy tez jak doktadnie przebiega proces konstrukcji wszystkich pojec¢
lub struktur®®. Wprawdzie podejécie to inspirowane jest filozofia Kanta, jednak jak widaé¢ nie
bierzemy pod uwage wszystkich elementéw jego propozycji, majagc na wzgledzie w
szczegolnosci fakt, iz — jak si¢ zauwaza®® — Kant nie wiedzial o wielu matematycznych
kwestiach, ktore dopiero dzi$ sg rozwigzywane badz tworzone. Innymi stowy, prébujemy w
pewnym zakresie (o ile jest to potrzebne dla realizacji celow tej rozprawy) dostosowac¢ pomyst
Kanta do wspoélczesnej wiedzy o procesach tworzenia wiedzy matematycznej opisywanej w

ramach PMP.

Jesli za$ chodzi o pojgcie intencji (czy intencjonalno$ci), mamy tu na mysli przede
wszystkim sktadnik stanéw psychologicznych, jaki opisuje Jacob Pierre w kontekscie
kierowania uwagi na przedmiot ogladu®, jak réwniez chodzi o pewien matematyczny zamiar
(czy zbior pewnych zamiardw), zwigzany z konkretnymi matematycznymi problemami i probg

odpowiedzi na nie, jak to ujmuje Jessica Carter®?. Przy czym oba aspekty tego pojecia zwigzane

%8 Kwestie te dyskutowane byly np. przez Poincarégo, ktory chociaz opowiadat si¢ za najwazniejszymi
elementami propozycji Kanta, zmodyfikowat niektére wyjasnienia. H. Poincaré, La science et [’hypothése, Paris
1900. Mozna jego postawe probowaé wytlumaczy¢ tym, iz kladl on nacisk na ré6znorodno$¢ matematyki i praktyk
w jej obrebie — stad jego uzupehlienie kategorii czasu i przestrzeni o ,,wrodzong” intuicje¢ cigglosci czy
nieokre$lonej blizej iteracji. Niemniej jednak, temat ten wymaga odrgbnego opracowania.

%9 L. Shabel, Kant’s Philosophy of Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N.
Zalta, Metaphysics Research Lab, Stanford University 2021.

80 p. Jacob, Intentionality..., dz. cyt.

81 J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt.
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sg z procesami (stanami) psychologicznymi (oraz z samg intuicja), ale mozna je przedstawic

przy pomocy formalne;j definicji i klasyfikacji J.R. Searle’a®.

Tym jednak, co odréznia¢ bedzie proponowany tu konstrukcjonizm od nurtu
matematycznego konstruktywizmu (np. intuicjonizmu), beda wskazane elementy wiedzy
zastanej (lub dziedziczonej czy tez przejmowanej). W odrdznieniu bowiem od propozycji
tradycyjnej filozofii matematyki, gdzie istnieje mozliwo$¢ skupienia si¢ wylacznie albo na —
indywidualnym — podmiocie matematycznym (jak robi np. Brouwer), albo na przedmiocie
matematycznym 1 sposobie jego istnienia (jak si¢ to robi np. w platonizmie ontologicznym),
PMP umozliwia przyjecie szerszej perspektywy. W odroznieniu od konstruktywizmu, gdzie
podkresla si¢ znaczenie jedynie indywidualnej konstrukcji umystowej (gdzie istnienie
matematycznego przedmiotu warunkowane jest konstruowaniem go w umysle idealnego
matematyka)®®, dla konstrukcjonizmu bedzie rowniez istotny kontekst historyczno-spoteczny,
ktory wykluczy interpretacje tworczosci matematycznej jako ,,tworzenie czego$ z niczego’.
Chociaz matematyczne obiekty sa konstruowane w sposéb intencjonalny®*, rozwéj matematyki
jako teorii jest SciS§le polaczony z odniesieniem do caloksztaltu dorobku praktyki
matematycznej z perspektywy historyczno-spotecznej (rozumianej rowniez jako nietrywialna

suma praktyk indywidualnych)®®, a wiec umystowe tworzenie matematycznych tresci w

62 J.R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt.; J.R. Searle, Intentionality: An Essay
in the Philosophy of Mind..., dz. cyt.

83 R. Iemhoff, Intuitionism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

% By¢ moze w niniejszej pracy nalezatoby zalozyé, iz matematyczne obiekty to — przynajmniej w
formalnej strukturze ontologii — obiekty intencjonalne Ingardena, w taki sposob w jaki opracowat to Blaszczyk (P.
Blaszczyk, On the Mode of Existence of the Real Numbers..., dz. cyt.). Niemniej jednak, z roznych wzgledow,
zaznaczamy na razie jedynie, iz perspektywa niniejszej pracy moze by¢ kompatybilna z propozycja Blaszczyka
(zarébwno odno$nie do proponowanego tu konstrukcjonizmu epistemicznego, jak i pragmatycznego realizmu
ontologicznego).

8 Mozna w tym miejscu odnie$¢ si¢ do podejécia konstrukcjonizmu spotecznego, jakie jest przedstawione
np. w: J. Rytild, Social constructivism in mathematics? The promise and shortcomings of Julian Cole’s
institutional account, ,,Synthese” 199, (2021) nr 3, 11517-11540, doi: 10.1007/s11229-021-03300-7. Chociaz
konstrukcjonizm (ani konstruktywizm) spoleczny nie jest przedmiotem badan niniejszej rozprawy, nie sposob nie
wzig¢ pod uwage perspektywy historyczno-spotecznej, jaka wplywata na kontekst badawczy obydwu,
analizowanych w niniejszej pracy matematykow. Wydaje si¢, ze dodatkowym argumentem za przyjeciem tutaj
pojecia konstrukcjonizmu poznawczego dla okreslenia procesu poznawczego nowych, wprowadzanych tresci w
indywidualnej praktyce matematycznej, jest to, jak konstrukcjonizm spoteczny jest definiowany. Mirja Hartimo i
Jenni Rytild pisza, ze w konstrukcjonizmie spotecznym ,,nie skupiamy si¢ na ontologii grup spotecznych czy
kolektywnej intencjonalnosci, ale na ontologii spolecznej bytow zaleznych od wspolnych praktyk”, poniewaz
,-obiekty matematyczne sa konstrukcjami spotecznymi w tym sensie, ze sa zamierzonymi lub niezamierzonymi
produktami praktyk matematycznych”. M. Hartimo, J. Rytild, No Magic: From Phenomenology of Practice to
Social Ontology of Mathematics, ,,Topoi” 42, (2023) nr 1, 290, doi: 10.1007/s11245-022-09859-1. Dodatkowo
konstrukcjonizm, w odr6znieniu od konstruktywizmu, bierze pod uwage ontologi¢ matematyki. Piszg one, ze:
,Konstrukcjonizm spoteczny jako poglad metafizyczny uwzglednia te lekcje, oferujac opis ontologii
matematycznej, ktdra uznaje zardéwno znaczenie praktyk ludzkich, czynnikow historycznych i spotecznych, jak i
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konkretnej, indywidualnej praktyce matematycznej, nie jest dowolne i nieograniczone — odnosi
si¢ 1 wpisuje w konkretne ramy problemowe i znaczeniowe (co akcentuje si¢ coraz czesciej we

wspodtczesnej filozofii matematyki)®®.
Strukturalizm

W analizach epistemologii oraz ontologii praktyki matematycznej Cantora i Dedekinda
odwotywac si¢ bedziemy do pojecia strukturalizmu. Pierwszym powodem jest znaczny rozwoj
tego kierunku i jego réznorodna obecnoéé we wspotczesnej filozofii matematyki®’, drugim za$
sam ksztalt 1 tres¢ dziewigtnastowiecznej matematyki, gdzie ztozone struktury zaczgly
odgrywac coraz wigksza rolg (w niniejszej pracy analizujemy na przyktad struktury liczbowe

oraz teoriomnogosciowe).

Nalezy rozr6zni¢ dwa aspekty tego kierunku — jeden bedzie aspektem metodologiczno-

epistemicznym, drugi za$ aspektem ontologicznym. Ponizej opiszemy je bardziej szczegdtowo.
Strukturalizm epistemologiczno-metodologiczny

W kontekscie tego rodzaju strukturalizmu, skorzystamy z propozycji przypisywanej
glownie Dedekindowi®. Chodzi o takie podejscie do uprawiania matematyki, ktére zaklada
przede wszystkim prymat dziatalnos$ci polegajacej na opracowywaniu i analizowaniu struktur,
tj. takich matematycznych obiektow, ktore sg ztozone z pewnych elementow (podstawowych
lub podstruktur), oraz relacji miedzy nimi. Jak pisza José Ferreiros i Erich Reck, omawiany
strukturalizm ,jest to styl pracy, ktory uzyskuje wyniki w danej galezi matematyki,
wydobywajac je z natury odpowiednich struktur (jako zilustrowane w nich), a czesto z pewnych

wzajemnych relacji miedzy strukturami réznego rodzaju’®°.

doswiadczenie, ze matematyka dotyczy abstrakcyjnych rzeczy, ktore istnieja na zewnatrz jednostki matematyk”.
M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt., 291.

8 E. Piotrowska, Dokqd zmierza filozofia matematyki?, ,Przeglad Filozoficzny — Nowa Seria R. 25” 98,
(2016) nr 2, 565-578.

87 E. Reck, G. Schiemer, Structuralism in the Philosophy of Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia
of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2020.

88 J. Ferreirés, E.-H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions, w: The Prehistory of Mathematical Structuralism, red. E. H. Reck, G. Schiemer, New York
2020; E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of
Philosophy, red. E. N. Zalta, 2020.

8 J. Ferreirés, E.-H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions..., dz. cyt., 59.
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U Dedekinda wskazuje si¢, iz wplyw na przypisywany mu epistemiczno-
metodologiczny strukturalizm miato jego doswiadczenie w zakresie uprawiania algebry
wyzszej (zwlaszcza teorii Galois), wtedy bardzo abstrakcyjnej dziedziny matematyki,
nazywanej tez ogolng arytmetyka z rachunkiem symbolicznym. Chociaz odnosnie do budowy
jego modeli liczbowych (N i R) wskazuje si¢ na fakt, iz chciat oprze¢ te modele na logicznych
prawach, a wiec przypisuje mu sie w pewnych kregach miano logicysty’?, oraz obala sic
subiektywny konstruktywizm poprzez wskazanie na klasyczno$¢ teorii Dedekinda oraz
mozliwo$¢ interpretacji jego stéw o tworzeniu liczb w umysle w $wietle propozycji Kanta’?, w
niniejszej pracy zaproponujemy nieco inne, poszerzone wyjasnienie metodologii oraz

epistemologii Dedekinda.

Propozycja ta roéwniez bedzie uwzgledniata strukturalizm jako podstawe metodologii i
epistemologii praktyki matematycznej Dedekinda, ale dodatkowo pozwoli na bardziej
uniwersalne rozumienie abstrakcji i konstrukcji w jego wydaniu. Ot6z wskazemy, iz Dedekind
stworzyl modele liczbowe (N i1 R), przy pomocy narzedzi teoriomnogosciowych tak, jak sie
modeluje zjawiska $wiata zewnetrznego (przyrody, mechaniki) przy pomocy narzedzi

matematycznych’®.

Za takim stanowiskiem argumentowaé¢ beda: $wiadomos¢ celow, konsekwencja,
skupienie na najistotniejszych, niezbednych aspektach danej struktury oraz zbieranie ich w
catos¢, a wreszcie kategoryczno$¢ (rowniez potencjalna, czy spelniana pod pewnymi
warunkami) modeli, rozpatrywana jako skuteczno$¢ (a wigc poprawnos¢) danego modelu.
Jednoczes$nie bedziemy chcieli przeanalizowac, na ile takie podej$cie mogto charakteryzowac
Cantora, przy uwzglednieniu jego zatozen filozoficznych, oraz obserwowanej praktyki
matematycznej (jednak w jego przypadku wskazywac¢ bedziemy raczej na brak zasadnosci dla

przypisywania tej metody).

0 J. Ferreirés, E.H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions..., dz. cyt., 66.

"L J. Ferreirds, Sets and Maps as a Foundation for Mathematics, w: J. Ferreiros, Labyrinth of Thought. A
history of set theory and its role in modern mathematics, Basel 1999, 255.

2 J. Ferreirés, E.H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions..., dz. cyt., 77.

3 E.A. Bender, An Introduction to Mathematical Modeling, New Y ork/Chichester/Brisbane/Toronto
1942.
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Strukturalizm ontologiczny

Zgodnie z zalozeniami, oprocz strukturalizmu metodologiczno-epistemologicznego, w
analizach ontologicznych uzywaé bedziemy nie tylko pojecia realizmu ontologicznego, ale
wprowadzimy rowniez pojecie ontologicznego strukturalizmu. Uwaza si¢, iz uznanie przez
Dedekinda strukturalnej budowy matematycznych obiektow wiaze si¢ wynikami

kategorycznoéci jego propozycji’#, konieczne jest zatem podjecie badan w tym kierunku.

Podstawg strukturalizmu ontologicznego bedzie rozszerzenie pojecia obiektu tak, aby
moc uwzgledni¢ nie tylko obiekty podstawowe, przyjmowane a priori (wyprobowane juz i
nalezace do wiedzy obiektywnej), ale rowniez wszelkiego rodzaju struktury, o ktorych

wypowiadajg si¢ w swojej praktyce matematycznej zarowno Cantor, jak 1 Dedekind.

Strukturalizm matematyczny — jak niektoérzy wskazujg — ,,to poglad, ze przedmiotem
badan kazdej galezi matematyki jest struktura lub struktury. Slogan taczony z tym kierunkiem
brzmi: ‘matematyka jako nauka o strukturach’. [...] Problemy filozoficzne zwigzane ze

99575

strukturalizmem dotycza natury struktur 1 ich miejsc W tym sensie podejscie

strukturalistyczne akcentuje relacje migdzy obiektami czy tez relacyjne obiekty jako struktury.

Wskazuje si¢ na przynajmniej dwa rozne podejscia do ontologii w strukturalizmie —
podejsécie in re’®, gdzie zdania o strukturach sa generalizacjami, tj. nie dotycza bezposrednio
matematycznych obiektow, lecz takiej klasy przyktadéw, ktore speiniaja pewne warunki
(innymi stowy, gdy nie ma przyktadéw, nie ma potrzeby mowi¢ o danej strukturze — przy czym
w tym podejsciu zakladana jest nieskonczona ontologia bazowa neutralnych obiektow), oraz

podejscie ante rem'’

, gdzie zaklada si¢ istnienie struktur, nawet bez ich konkretnych
przyktadow. Podejscie do ontologii w niniejszej pracy jest pragmatycznym potaczeniem obu
powyzszych — zamierzamy uwzglednia¢ zaré6wno ontologi¢ (istnienie) obiektow

podstawowych — tj. ontologii bazowej, jak i obiektow bedacych — nawet zlozonymi —

"4 J. Ferreirés, E.H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions..., dz. cyt., 83.

S R. Audi (red.), The Cambridge Dictionary of Philosophy, New York 1999, 453; 1. Bondecka-
Krzykowska, Strukturalizm jako alternatywa dla platonizmu w filozofii matematyki, ,Filozofia Nauki (The
Philosophy of Science)” 45, (2004) nr 1, 19.

8 G. Hellman, Structuralism without structures, ,,Philosophia Mathematica” 4, (1996) nr 3, 100-123;
C.D. Parsons, The structuralist view o f mathematical objects, ,,Synthese” 84, (1990), 303-346.

" Por. S. Shapiro, Structure and ontology, ,,Philosophical Topics” XVII, (1989) nr 2, 145-170; S.
Shapiro, Philosophy of Mathematics. Structure and Ontology, New York 1997.
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strukturami, przy czym odroézniamy rowniez struktury konkretne (np. zbidr N lub R) od ich

modeli.

Za Jessica Carter bedziemy wskazywad, iz same struktury nie wyczerpuja mozliwosci
ontologicznych, jakie da sic zaobserwowaé w ramach praktyki matematycznej’®. Tak jak
zostalo juz wczesniej opisane, nie zamierzamy formutowac takich filozoficznych sadow, ktore
moglyby ingerowac¢ lub ogranicza¢ matematyczng praktyke. Stad powyzsza dychotomia moze
by¢ zminimalizowana ze wzgledu na pragmatyzm praktyki matematycznej oraz probe
podtrzymania réznorodnosci jej podejs¢. Realizm mozemy przyznawaé zarowno obiektom
bazowym, strukturom, podstrukturom, jak 1 modelom konkretnych struktur — w zaleznosci od
przyjetego w praktyce matematycznej stanowiska, odnosnie do przedmiotu naszych badan i

wypowiedzi.

Oprécz zdefiniowanych wyzej poje¢, najistotniejszych dla niniejszej pracy, wypada
krétko opisac¢ jeszcze samg koncepcje praktyki matematycznej. Poruszymy ten temat w

nastepnym podrozdziale, bo jest on zwigzany Scisle z metodologia 1 zatozeniami PMP.

1.5 Metody i zaloZenia badawcze

W pracy wykorzystuje si¢ przede wszystkim metode analizy (w tym analizy
poréwnawczej) wybranych tekstow matematycznych Cantora 1 Dedekinda oraz
interdyscyplinarnej rekonstrukeji i syntezy’® wnioskow, dotyczacych charakterystyki praktyki

matematycznej obu naukowcow i ich filozoficznych zatozen.

Dalej przedstawimy dwa aspekty — szeroko rozumianej — filozofii matematyki, jakie
stanowig podstawowe zatozenia, jak 1 bardziej szczegdtowo charakteryzuja metode, celowos¢
1 zakres badawczy niniejszej pracy. Pierwszym aspektem jest ,,filozofia w nauce” (tu ,,w

matematyce) Hellera, oraz najistotniejsze elementy PMP.

Filozofia w matematyce Hellera
Najistotniejsza 1 podstawowa motywacja podejscia metodologicznego tej pracy jest

inspiracja wprowadzonym przez Hellera podziatem filozofii odnoszacej si¢ do nauk — na

"8 J. Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice, ,,Synthese” 163, (2008), 119-131,
doi: 10.1007/511229-007-9169-6.

9 Por. Z rozdziatami: 5.3.7. Metoda analizy i krytyki pismiennictwa (zrodet) oraz 5.3.8. Metoda analizy
1 konstrukcji logicznej, w: J. Apanowicz, Metodologia ogolna, Gdynia 2002, 72-74.
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filozofie nauki oraz filozofie w nauce®®. Cho¢ w swoim artykule Heller nawigzuje do nauk
empirycznych, podej$cie to, na potrzeby niniejszej rozprawy, zastosujemy Ww sposob
analogiczny do matematyki. Mozna uzasadni¢ to faktem, iz tradycja jest, taczenie matematyki
z naukami empirycznymi, a takze korzystanie z okreslonych metod i podej$¢ zaczerpnigtych z
filozofii nauk empirycznych, w ramach filozofii matematyki®!. Dodatkowo, warto wskazaé¢ na
naukowe efekty, jakie uzyskiwane sa dzieki uprawianiu owej filozofii w fizyce®? przez Hellera

czy tez filozofii w matematyce® przez Dadaczynskiego.

W swoim artykule Jak mozliwa jest ,,filozofia w nauce”? Heller oponuje przeciwko
Scistemu izolacjonizmowi miedzy filozofig a naukami empirycznymi®®. W niniejszej pracy
przeciwstawiamy si¢ takiemu rozdzielaniu filozofii od matematyki. Heller przedstawia trzy
najistotniejsze grupy probleméw filozoficznych, majacych Scisty zwigzek z problemami nauk

empirycznych, tj. bedace problemami z zakresu filozofii w nauce. Sa to:

1. wplyw zalozen (szerzej idei) filozoficznych na genezg i1 rozwdj teorii naukowych;

2. filozoficzne problemy uwiklane w teorie naukowe (tj. $cisle zwigzane, przenikajace
si¢ kwestie filozoficzne z kwestiami naukowymi);

3. a takze réznorakie, filozoficzne refleksje, odnosnie do zalozen naukowych (jak

rowniez naukowych wynikow i wnioskow)®.

8 M. Heller, Jak mozliwa jest ,,filozofia w nauce”?, ,,Studia Philosophiae Christianae” 22, (1986) nr 1,
7-19.

81 L. Horsten, Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

82 Niektére z jego najnowszych prac to: A. Rolph i in., Spacetime as a quantum circuit, ,,arXiv”
2101.01185, (2021), doi: 10.1007/jhep04(2021)207; V. Svensson i in., A quantum information perspective on
meson melting, ,,arXiv” 2206.10528, (2022), doi: 10.48550/ARXIV.2206.10528; B. Withers i in., Hydrodynamic
Gradient  Expansion  Diverges  beyond  Bjorken  Flow, arXiv’ 2110.07621, (2022), doi:
10.1103/physrevlett.128.122302.

8 Por. np. z: J. Dadaczynski, Bernard Bolzano i idea logicyzmu, Krakow-Tamdéw 2006.

84 Nie zgadza sie on z podejéciem niektorych filozofow przyrody, zwlaszcza neotomistow (np. K. Ktdsak,
Z teorii i metodologii filozofii przyrody, Poznan 1980; S. Mazierski, Prolegomena do filozofii przyrody inspiracji
arystotelesowsko-tomistycznej, Lublin 1969.), ktorzy zbyt ostro i radykalnie rozdzielaja ptaszczyzng poznawcza
w filozofii od plaszczyzny poznawczej w poszczegoélnych naukach, a takze uwazaja, ze metody i jezyk stosowane
w filozofii i w tych naukach nie s3 na siebie przektadalne. Michat Heller uwaza, ze wlasnie dzigki przechodzeniu
pewnych granic (tu migdzy filozofia a naukami szczegétowymi) mozemy poznawac coraz lepiej $wiat i tworzy¢
kolejne paradygmaty. Poza tym przypomina, iz wyrozniona przez niego filozofia w nauce istniata, odkad istniaty
same nauki empiryczne. M. Heller, Jak mozliwa jest , filozofia w nauce”’?,dz. cyt., 8-9.

8 M. Heller, Jak mozliwa jest ,,filozofia w nauce ?,dz. cyt., 9.
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W kontekscie tych trzech, wyzej opisanych punktow, aby wiaczy¢ swoja prace w ramy
szerszego programu badawczego®, bedacego konsekwencja wyodrebnienia takiej dziedziny
filozofii, jaka jest filozofia w nauce, nalezy rozwazy¢, ktére z tych punktow oraz w jaki sposdb

moga by¢ podstawg analiz niniejszej pracy.

Po drugie, nalezy rozwazy¢, jak kwestie analizowane w ramach filozofii w nauce mozna
pogodzi¢ z pojeciem praktyki matematycznej, opisywanej przez zatozenia i cele filozofii
praktyki matematycznej, ktora jest drugim filarem opisujacym podejscie i1 zalozenia przyjete
tutaj. Zalozenia filozoficzne, ktore zamierzamy poréwnywaé, wylaniane beda na drodze

analizy, szeroko pojetej praktyki matematycznej zaréwno Cantora, jak i Dedekinda®’.

Odnosnie do pierwszego, wydaje si¢, ze majac na wzgledzie cele 1 przedmiot niniejszej
pracy w oparciu o wyszczeg6olnione przez Michata Hellera zakresy badawczej problematyki,

mozna wzig¢ pod uwage ponizsze kwestie:

(1) wptyw deklarowanych zatozen filozoficznych Cantora 1 Dedekinda na tworzone

przez nich teorie, jak rowniez na ich praktyke matematyczng (gtownie metodologie;

(2) proby wyodrebnienia filozoficznych zagadnien =z badanych zagadnien
matematycznych (chodzi tutaj o podstawowe aspekty ontologii oraz epistemologii,

zawartych w matematycznych tresciach);

(3) az wreszcie ogolne filozoficzne refleksje, dotyczace wybranych matematycznych

zalozen®® .

Aby lepiej wpisac si¢ analizami niniejszej pracy, we wspotczesny nurt filozofii praktyki

matematycznej — ktéry uwzglednia bardziej to, co wiaze si¢ z faktycznym powstawaniem i

8 Zaproponowanym wlaénie przez ks. prof. Michata Hellera.

87 Mozna wspomnieé, ze takie podejécie do filozofii matematyki jest zbiezne np. z podejéciem Paula
Bernaysa czy Williama Taita, ktorzy twierdza, iz nie mozna powiedzie¢ o filozofii matematyki za wiele bez wiedzy
na temat czynnosci (czy ich celu), jakie moze podmiot w ramach uprawiania matematyki wykonywaé. Wbrew ich
niektorym twierdzeniom (uwazajac naturalng postawe ontologiczng — ktora reprezentuje Arthur Fine w dyskusji o
realizmie w filozofii nauki — za ograniczong perspektywe poznawcza) nie uwazamy, iz jest to jedyna i ostateczna
perspektywa, z jakiej nalezy przyglada¢ si¢ matematyce oraz jej filozofii. Por. P. Bernays, Platonism in
mathematics (Sur le platonisme dans les mathématiques. L’ Enseignement Mathematique 1935 (34), 52-69), w:
Philosophy of Mathematics Selected Readings, red. P. Benacerraf, H. Putnam, ttum. C. D. Parsons, Cambridge
1983, 258-271; W. Tait, The Provenance of Pure Reason: Essays in the Philosophy of Mathematics and its
History, Oxford 2005.

8 Szerzej propozycja Hellera jest opisana rowniez przez Pawta Polaka w: P. Polak, Philosophy in science:

A name with a long intellectual tradition, ,,Philosophical Problems in Science (Zagadnienia Filozoficzne w
Nauce)” (2019) nr 66, 251-270.
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rozwojem wiedzy matematycznej®® niz z zagadnieniem samych w sobie matematycznych
obiektow i tego, jak uzyskujemy do nich dostep®® — nalezy spojrze¢ bardziej cato$ciowo na
proponowane punkty. Jest to zgodne z antyizolacjonistycznym postulatem Hellera odnosnie do
poszerzenia zakresu pytan i kwestii badawczych w relacji filozofia-matematyka, ktéry to

postulat jest rowniez podnoszony przez przedstawicieli PMP.

Punktem wyjs$cia sa teksty Cantora i Dedekinda z zakresu podstaw matematyki. Jednak
brane sg dodatkowo pod uwage ich podejscia do roznych kwestii zwigzanych z tworzeniem
tych tekstow. Stad zaréwno 2, jak 1 3 podpunkt sg najistotniejszymi zakresami badawczymi,
jakie beda eksplorowane. Z tym tylko zastrzezeniem, ze nie bedziemy badac jedynie zalozen
filozoficznych uwiklanych w same teorie matematyczne, ale przede wszystkim w proces
poznawczy potrzebny do ich powstania. Tak samo nie bedziemy analizowaé filozoficznie
samych w sobie zatlozen matematycznych, ale zalozenia wspomnianych matematykow, jak
rowniez rozszerzymy zakres analizowanych zalozeh matematycznych o deklarowane cele, jak

1 wyniki tych uczonych.

Podsumowujac, bedziemy rozpatrywaé¢ kwestie filozofii w matematyce, jednak
zwiazane z ogélnie pojeta praktyka matematyczna®. Skupimy sie w tym kontekscie na
konkretnych aspektach charakterystyk naukowych® tych dwoch wielkich matematykow.
Naszym celem jest wyciggnigcie wnioskoéw filozoficznych odnosnie zarowno do praktyki, jak
i teorii matematycznej — tj. odnosnie do rozwoju matematycznej wiedzy®®. W zwiazku z tym

nalezy dookresli¢ szczegdlnie pojecie praktyki matematyczne;.

8 Nieoderwanej skadingd zaréwno od matematycznego podmiotu (czyli cztowieka), jak i wptywajacych
na niego roéznorakich czynnikéw zewnetrznych (z otaczajacego go §wiata).

% L. Horsten, Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

%1 Dalej pojecie to bedzie bardziej opisane, jednak teraz mozna zaznaczyé, ze pojecie praktyki
matematycznej bedzie szersze niz pojecie samej, wypracowanej teorii. Bedziemy starali si¢ zawrze¢ w nim
rowniez odniesienia do okre$lonych zatozen, celéw i metod podmiotow matematycznych (tj. Cantora i
Dedekinda), jakie mogtly ksztattowaé dang teorig.

92 Analizujac praktyke matematyczng dwéch wielkich naukowcdw, zamierzamy wydobyé z tych analiz
réwniez caloksztalt tego, w jaki sposob oraz w jakim celu dana teoria byta ,,tworzona” przez danego naukowca.
To podejscie moze nawigzywac do stylu matematycznego, ktory okresla catoksztatt przeprowadzonych analiz oraz
wyciagnietych z nich wnioskow, odnoszacych si¢ do poszczegdlnych podmiotéw matematycznych.

93 Juz teraz zaznaczmy, iz bliskie naszemu podejsciu jest stanowisko Raymonda Louisa Wildera, ktory
pisat: ,,O ile bowiem nasza matematyka jest czgécia kultury, znajduje si¢ ona [...] ‘poza nami’. O ile jednak kultura
nie moze istnie¢ inaczej niz jako produkt umystow ludzkich, matematyka jest [...] “wytworem cztowieka’”. Por.
R.L. Wilder, The cultural basis of mathematics, w: Proceedings of the International Congress of Mathematicians,
Providence 1950, 259-260.
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Praktyka matematyczna

Filozofia praktyki matematycznej jest stosunkowo nowym kierunkiem, poszerzajacym
zakres badan filozofii matematyki. Niektorzy upatruja jego poczatku w propozycji Imre
Lakatosa, ktory w latach siedemdziesigtych XX wieku zakomunikowat®®, iz powinien nastgpi¢
pewien przetom, tj. poszerzenie zakresu zadawanych pytan naukowych, czy tez przeniesienie
ich punktu cigzkosci z samej kwestii juz wyabstrahowanego przedmiotu matematycznego,
roOwniez na kwesti¢ procesu, a takze kontekstu jego powstawania — §ladem ogoélnej filozofii
nauki — w zakresie filozofii matematyki. Chociaz na poczatku ten kierunek badan nie stat si¢
jednym z oficjalnie opracowywanych zagadnien (stanowit nieznaczny margines w grupie
wszystkich zagadniefn klasycznej filozofii matematyki), ostatnimi laty 6w margines zaczat
zdobywa¢ coraz wigksza popularno$¢, a takze zaczal przenika¢ dotychczasowa, klasyczng

filozofi¢ matematyki, znajdujac z jej kierunkami coraz wiecej punktow wspdlnych®.

Ostatnie dwadziescia lat przyniosto wiele publikacji w tym zakresie. Najwczesniejsze
prace zwracaly uwage na fakt, iz filozofowie matematyki powinni bardziej skupia¢ si¢ na tym,
co rzeczywiscie ,,robig” matematycy, a nie na tym, co o tym w metamatematyczny czy
filozoficzny sposob sadza®®. Byta to w zasadzie swoista argumentacja przemawiajaca za nowa
metodologig badan i1 prébg wyjasnienia jej zasadnosci oraz sensu. Obecnie pojawiajg si¢
rowniez prace z (filozofii) praktyki matematycznej, ktore nie tylko zawieraja zestawienia
najwazniejszych prac czy omoéwienie najwazniejszych tematéow (jak np. dowodow,
wizualizacji, wyjasniania czy rozumienia matematycznego), ale roéwniez wskazuja na

przydatno$¢ praktyki matematycznej w edukaciji®’.

Jessica Carter podkresla, iz pojecie praktyki matematycznej posiada wiele znaczen oraz

interpretacji, w zaleznosci od tego, jaki problem jest badany oraz jakie sg przyjete zalozenia

% 1. Lakatos, Proofs and Refutations, New York 1979.

% Kwestie filozofii praktyki matematycznej, powstawania i rozwoju teorii matematycznych oraz
wyjasniania i rozumienia matematycznego staly si¢ lepiej widoczne i zostaly powigzane z bardziej tradycyjnymi
pytaniami z filozofii matematyki (np. w: P. Mancosu, The Philosophy of Mathematical Practice..., dz. cyt.). Zwraca
si¢ na przykltad uwage na uspotecznienie i kulturowy kontekst matematyki, co pozwala ja postrzega¢ jako mniej
wyidealizowang i elitarng, ale podkresla si¢ jej ,jednos¢ w roznorodnosci”. Por. E. Piotrowska, Dokgd zmierza
filozofia matematyki?..., dz. cyt., 577.

% Por. na przyktad z: D. Corfield, Towards a Philosophy of Real Mathematics, Cambridge 2003. David
Corfield pokazuje, jak analizowaé w szczegotowy sposob konkretng praktyke matematyczna, przedstawia rdzne
przyktady takich analiz.

Y. Hamami, R.L. Morris, Philosophy of mathematical practice: a primer for mathematics educators,
,,ZDM Mathematics Education” 52, (2020), 1113-1126, doi: https://doi.org/10.1007/s11858-020-01159-5.
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filozoficzne®. Mozna pyta¢ o nature matematycznych obiektow, o to, co o nich wiemy, o
tworzenie matematycznych tresci, uczenie si¢ ich lub wykorzystywanie w innych dziedzinach
nauki. Carter wyrdznia trzy gtowne kierunki w podejsciach badawczych PMP: podejscie oparte
na ludzkich agentach (w tym socjologiczne i1 pragmatyczne), podejscie historyczne
(zawierajace analizy r6éznego rodzaju zwiazkow miedzy historia, filozofig oraz matematyka)
oraz podejscie epistemologiczne (uwzgledniajace ontologie, epistemologie oraz prace z zakresu

podstaw matematyki)®.

Biorac pod uwage analizy niniejszej pracy, najblizsze sg one podej$ciu epistemicznemu
PMP, ktore z kolei jest najblizsze zagadnieniom tradycyjnej filozofii matematyki. Podejscie to
porusza takie kwestie, jak ontologia (natura) matematycznych obiektow oraz to, jak powstaje o
nich wiedza (aspekt epistemologiczny)!?’. Te wiasnie kwestie stanowia przedmiot rozprawy
(rekonstruowany konstrukcjonizm poznawczy, realizm ontologiczny oraz strukturalizm).
Jednakze oprocz tego, w pewnym sensie rowniez perspektywa prowadzonych badan bedzie
dodatkowo perspektywa ludzkich agentow*?, jako ze praca skupia sie na dwoch konkretnych

matematykach.

Majac na uwadze powyzsze, pojecie praktyki matematycznej mozna zdefiniowaé za

pomoca tego, jak pisze Carter:

,Ogolnie rzecz biorgc, praktyka jest uymowana przez par¢ sktadajaca sie z ‘agentow’ i
‘matematyki’, co mozna zapisa¢ jako (A,M). Sktadnik ‘agenci’ sktada si¢ z agentow,
rzeczywistych lub wyidealizowanych, oraz ich dziatan i przekonan. ‘Matematyka’
odnosi si¢ do tresci matematyki — teorii, twierdzen, dowodow, modeli matematycznych
itp. Ogolnie rzecz biorac, ‘praktyka’ sktada si¢ z relacji migdzy agentami a tym, co

sktada sie na matematyke™1%2,

Mozna powiedzie¢, ze tym, co odmienne dla klasycznej filozofii matematyki i PMP (4j.

tym, co uzupeknia podejscie filozofii klasycznej), jest fakt, iz w PMP nie buduje si¢ systemu

98 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst..., dz. cyt., 6.
99 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst..., dz. cyt., 6.
100 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospects?-..., dz. cyt., 24.

101 Tnaczej ludzkich przedstawicieli, ang. ,,human agents”. Por. J. Carter, Philosophy of Mathematical
Practice — Motivations, Themes and Prospectst..., dz. cyt.

102 J, Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst-..., dz. cyt., 24.
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wyidealizowane] wiedzy bezkontekstowej. Jest to zawsze wiedza konkretnego podmiotu
(konkretnego cztowieka), zwigzana z historyczno-spotecznym, juz istniejagcym, obiektywnie

dostepnym dorobkiem.

W  niniejszej pracy kluczowym pojeciem dla zrozumienia proponowanego
konstrukcjonizmu epistemologicznego, jak i1 realizmu ontologicznego, specyficznego dla
podstaw matematyki Cantora i Dedekinda jest pojecie konstrukeji matematycznej, rozumiane;j

jako pewna czynnos$¢ wchodzaca w zakres indywidualnej praktyki matematyczne;.

Niedefiniowanym tutaj fundamentem tej czynnos$ci bedzie samo (racjonalne, ogdlnie
pojete) rozumowanie, ktoremu — w zatozeniu — towarzyszy¢ powinna matematyczna intuicja,
jak iintencja (czy szerzej pojeta intencjonalnos¢). Oczywiscie samo pojecie rozumowania moze

by¢ przedmiotem odrebnych analiz, nie sg jednak one celem rozprawy.

Pojecie intuicji, chociaz nawigzuje w pewnym sensie do Kanta, Brouwera (a wigc do
propozycji radykalnie konstruktywistycznych w filozofii matematyki, jak intuicjonizm),
definiujemy raczej jako pewna naoczno$¢ matematycznych obiektow (w tym rowniez
ztozonych struktur) — zarowno tych, ktére sg juz skonstruowane i obecne w zbiorze wiedzy
obiektywnej, jak 1 dopiero konstruowanych w indywidualnej praktyce matematycznej. Aby
doktadniej przyblizy¢, co pojecie intuicji moze oznacza¢, wykorzystujemy propozycje

myslenia wizualnego autorstwa Marcusa Giaquinto 1%,

Nalezy przy tym podkresli¢, ze rozwazane tutaj pojecie intuicji jest stosunkowo
szerokie'®. Chociaz odnosi sie do intuicji wedlug Kanta (4dnschauung)'®, Giaquinto nie
utozsamia zasadniczo myslenia wizualnego z intuicjg. Niemniej jednak wykorzystamy opisane
przez niego wizualne mechanizmy poznawcze, aby zawezi¢ wykorzystywang w niniejszej
pracy kwesti¢ intuicji do intuicji wizualnej. Bedzie chodzilo glownie o zaktadany oglad
konstruowanych struktur, ktéry to oglad niekoniecznie musiat by¢ §wiadomy i precyzyjny, a
ktéry towarzyszyt konstruowaniu matematycznych obiektow. Z uwagi jednak na trudnosci w

doktadnej rekonstrukcji samego ogladu dziewigtnastowiecznych matematykow, bedziemy

103 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.;
M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.

104 Bardziej zaawansowane badania w tym temacie, rowniez w odniesieniu do praktyki matematycznej
Cantora i Dedekinda, przewidziane sa poza ramami niniejszej rozprawy, chociaz w oparciu o wybrane jej analizy.

105 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.
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porownywac raczej perspektywy badawcze, ktoére wyznaczaja te oglady, a ktore mozna bardziej

precyzyjnie rekonstruowac.

Blizej pojecie uzywanej tu intuicji moze okresli¢ stanowisko Henri Poincarégo'%, ktory
wprost opisuje nie tylko intuicj¢ umozliwiajaca dostgp do matematycznych obiektow, ale

rowniez jej funkcje. Proponowany tutaj kierunek epistemologiczny to nie konstruktywizm

10

(dyskutowany zreszta u Dedekinda), a konstrukcjonizm'®’, majacy za zadanie podkreslenie, iz

196 H. Poincaré, La science et I’hypothése..., dz. cyt.; H. Poincaré, Science et méthode, Paris 1908.

107 Nalezy tu nawigzaé do dyskusji zwigzanej z pojeciami konstruktywizmu i konstrukcjonizmu. Zauwaza
sig, ze pomimo stosowanej czasem zamiennosci tych pojeé, a takze pomimo trudnosci z ich rozdziatem, sg one
inne pod wzgledem zakresow znaczeniowych. Zwierzdzynski na przyktad wskazuje na rozroéznienie Johna
Shottera pomiedzy radykalnym konstruktywizmem von Glasersfelda a konstrukcjonizmem spotecznym Gergena:
Jakkolwiek obaj méwia o jednostkach, strukturach i sieciach, jako o konstruowanych, to dla von Glasersfelda
procesy konstruowania dziatajg automatycznie, niejako za sceng, w codziennych czynnosciach, w ktore
zaangazowani sg ludzie. Gergena nie interesuja tego typu procesy. Czymkolwiek wewnatrzpsychiczne procesy
konstruowania mogg by¢ (jesli w ogoéle takie by¢ moga), faktem jest, ze odbijajg si¢ one w réznorodnych,
wynegocjowanych strukturach spotecznych”. J. Shotter, In Dialogue: Social Constructivism and Social
Constructionism, w: Constructivism in Education, red. L. Steffe, J. Gale, Hillsdale, NJ 1995, 44; M.K.
Zwierzdzynski, Konstruktywizm a konstrukcjonizm..., dz. cyt., 126—-127. Dla innych z kolei rdznica polega na
utozsamieniu konstruktywizmu raczej z procesami psychicznymi indywidualnego podmiotu, a konstrukcjonizmu
z wynikami spotecznych relacji. M.K. Zwierzdzynski, Konstruktywizm a konstrukcjonizm..., dz. cyt., 127. A.
Walat, O konstrukcjonizmie i osmiu zasadach skutecznego uczenia si¢ wedlug Seymoura Paperta, ,,Meritum” 4,
(2007), 8; M.K. Zwierzdzynski, Konstruktywizm a konstrukcjonizm..., dz. cyt., 131., M.K. Zwierzdzynski,
Konstruktywizm a konstrukcjonizm..., dz. cyt., 131.

W powyzszym kontekscie nalezy umiejscowi¢ konstrukcjonizm epistemiczny proponowany w niniejszej
pracy jako odnoszacy si¢ do indywidualnych proceséw konstrukcyjnych poszczegélnych praktyk
matematycznych, ktore sa jednak uwiktane (poprzez podmioty tych praktyk, jak i ich przedmioty zwigzane z
istniejaca w kontekscie historyczno-spotecznym wiedza matematyczng) w kontekst historyczno-spoteczny, co
moze by¢ przedmiotem dalszych badan.

Z kolei Kathy Charmaz pisze: ,,Konstruktywizm to spoteczna perspektywa naukowa, ktora zajmuje sie
tym, jak tworzy si¢ rzeczywisto$¢. Perspektywa ta zaktada, ze ludzie, w tym badacze, konstruuja rzeczywistosc,
w ktorej uczestniczg. Konstruktywistyczne dociekania rozpoczynajg si¢ od doswiadczenia i pytaja, w jaki sposob
cztonkowie je konstruujg. W miarg swoich mozliwosci konstruktywisci badaja to zjawisko, uzyskuja na jego temat
réznorodne spojrzenia i lokalizujg je w sieci powigzan i ograniczen. Konstruktywisci przyznaja, ze ich
interpretacja badanego zjawiska sama w sobie jest konstrukcja”. K. Charmaz, Constructing grounded theory,
London ; Thousand Oaks, Calif 2006, 187.

Natomiast konstrukcjonizm spoteczny wedtug niej to: ,,Perspektywa teoretyczna zaktadajgca, ze ludzie
tworza rzeczywistos¢ spoteczng poprzez dziatania indywidualne i zbiorowe. Zamiast postrzega¢ $wiat jako dany,
konstrukcjoni$ci pytaja, w jaki sposob jest on realizowany? Zatem zamiast zakladac realia w $wiecie zewngtrznym
— w tym w strukturach globalnych i kulturach lokalnych — konstrukcjoni$ci spoteczni badaja, co ludzie w
okreslonym czasie i miejscu uwazaja za realne, jak konstruuja swoje poglady i dziatania, gdy powstaja rézne
konstrukcje, ktére konstrukcje zostaja uznane za ostateczne, i jak ten proces przebiega. Symboliczny
interakcjonizm jest perspektywa konstruktywistyczna, poniewaz zaklada, ze znaczenia i nietrwata rzeczywistos$¢
sa wytworem procesow kolektywnych”. K. Charmaz, Constructing grounded theory..., dz. cyt., 189.

Niemniej jednak konstrukcjonizm epistemologiczny proponowany w niniejszej pracy nie jest
konstrukcjonizmem — z zasady — spolecznym, poniewaz skupiamy si¢ na indywidualnej praktyce matematyczne;.
Nie oznacza to, iz argumentujemy przeciwko niemu, wszak wskazujemy na wplywajacy na indywidualng praktyke
matematyczng szeroki i obecny kontekst wiedzy matematycznej wyprodukowanej i egzystujacej w III $wiecie
Popperowskim. Niemniej jednak, konstrukcjonizm spoleczny nie jest podstawowym (lub jednym z
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nie jest jedynym sposobem tworzenia matematyki subiektywne jej naoczne do§wiadczanie i
rozwijanie. Po pierwsze dlatego, Ze niekoniecznie trzeba wszystkich obiektow doswiadczy¢ w

h1% apo drugie, wiele zalezy tez od wyprodukowanej wiedzy

petni i we wszystkich szczegotac
matematycznej, istniejacej w perspektywie historycznej, jak réwniez od przyjetych tam

spotecznie konwencji.

Jesli chodzi o pojecie intencji, tu mozna odnies¢ si¢ do ogdlnych jej opisow u Gertrude
Elisabeth Anscombe 1 Johna Searle’a. Pomimo iz intencjonalno$¢ jest pojeciem majacym
szerokie zastosowanie u Husserla, jak 1 wystepuje w kontek$cie ontologii intencjonalnych
obiektow Ingardena (ktore ten de facto odnosit do obiektow wystepujacych w dzietach
literackich). Zastosowanie koncepcji Husserla czy Ingardena wobec badan PMP jest bardzo
interesujagcym zagadnieniem, przekracza jednak ramy niniejszego studium. Jest to jak
najbardziej temat przysztych badan, a pierwsze kroki w tym obszarach zostaly juz

09

postawione!®. Ostatecznie wiec intuicja (jako oglad) oraz intencja beda zatozonymi,

niezbednymi elementami umystowej, matematycznej konstrukcji.

Za G.E.M. Anscombe’em wigzemy intencj¢ z dziataniem. Wyrdznia ona: 1. dziatanie
jako wyrazanie intencji, 2. dziatanie intencjonalne oraz 3. dziatanie kierowane intencja!'®. W

analizowanej praktyce matematycznej nalezy wyrdzni¢ nastgpujace rodzaje dziatan:

podstawowych) przedmiotem badan niniejszej pracy, chociaz takie badania jak najbardziej moga zostac¢ podjete w
konteks$cie analizowanej tu praktyki matematycznej Cantora i Dedekinda.

W zwigzku z powyzszym, dla okreslenia konstrukcjonizmu proponowanego tutaj, nalezy sparafrazowac
definicj¢ Charmaz w nastepujacy sposob:

Perspektywa teoretyczna zakladajgca, ze matematycy tworzq rzeczywistoS¢ matematyczng poprzez
dzialania indywidualne, w kontekscie produktow zbiorowych (tj. skonstruowanej wiedzy obiektywnej). Zamiast
postrzega¢ matematyke jako dang, konstrukcjonisci pytajqg, w jaki sposob jest ona konstruowana i rozwijana?
Zatem zamiast zakladac realia w Swiecie matematycznym —w tym w spotecznosciach matematycznych globalnych
lokalnych — konstrukcjonisci epistemiczni badajg, co matematycy w okreslonym czasie i miejscu uwazajq za realne,
Jjak konstruujq swoje poglady i dzialania, gdy powstajq rozne konstrukcje, ktore konstrukcje zostajq uznane za
ostateczne, i jak ten proces przebiega. Na podstawie: K. Charmaz, Constructing grounded theory..., dz. cyt., 189.

198 Jak to sic ma np. z obiektami nieskonczonymi. Por. J. Dadaczynski, Giuseppe Veronesego
konstruktywizm arytmetyczny a poznawalnos¢é nieskonczonosci. Studium wybranych watkow filozofii matematyki
we wprowadzeniu do Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen, ,,Filozofia Nauki” 30, (2022) nr 3,
33-50, doi: 10.14394/filnau.2022.0027.

199 por. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen..., dz. cyt.

110 G.E.M. Anscombe, Intention..., dz. cyt.; R. Moran, M. Stone, Anscombe on Expression of Intention,
w: New Essays on the Explanation of Action, red. C. Sandis, London 2009.
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1. wyrazanie pewnych matematycznych intencji (tj. intencji, ktdrych intencjonalnymi
obiektami sg obiekty lub praktyki matematyczne);

2. samo rozumowanie jako pewng podstawge 1 baze dla rozwigzywania
matematycznych probleméw, ktoérego samodzielno$¢ zaktada zapoznanie si¢ i
opanowanie historyczno-spolecznego zaplecza matematycznego, przynajmniej w
okreslonej czescei,

3. caly proces brania pod uwagg zalozen, postaw, celow matematycznych, a takze
metod w kontekscie problemoéw matematycznych — oparty jest on na rozumowaniu,
a jego glownym intencjonalnym obiektem jest wybor 1 sporzadzenie planu
rozwigzania danego problemu (oczywiscie jest to pewne uproszczenie, bo w trakcie
tego procesu intencje moga by¢ nakierowane na rézne pomniejsze obiekty czy
dzialania),

4. oraz na koncu samo rozwigzywanie danego problemu, w ktorego zakres moze
wchodzi¢ rowniez — lub przede wszystkim — konstruowanie nowego

matematycznego obiektu (mniej lub bardziej intencjonalne).

Chociaz powyzszy podziat jest uproszczeniem, moze by¢ ttem dla wyjasnienia, jaki
aspekt intencji (i intencjonalno$ci) begdzie brany w niniejszej pracy pod uwage. Oto6z o ile
samemu rozumowaniu, jak 1 wyborowi problemu do rozwigzania niespecjalnie bedziemy si¢
przyglada¢ w kontekscie intencji, to wyrazane intencje przez obydwu matematykow beda

uwzgledniane. Pomoga one nakresli¢ przyjmowane zatozenia, cele i metody.

Jak zostalo wczesniej wspomniane, pojeciem podstawowym jest pojecie konstrukcii,
stad glownym aspektem intencjonalnosci bgdzie intencja, ktorej obiektem bedzie sama
czynno$¢ konstruowania oraz konstrukcja (rozumiana jako obiekt-struktura). Istotnym
elementem badan niniejszej pracy bedzie, zalozenie jakiej$ formy intencjonalno$ci w ramach
konstruowania wprowadzanych obiektow u obydwu matematykow, a takze sprawdzenie, na ile
wprowadzane przez obydwu matematykow obiekty, jak 1 modele byly zamierzone
(intencjonalne), oraz jaki to miato zwigzek z ich ogladem (czy tez z poziomem abstrakcji tego

ogladu)!*t,

11 Oczywiscie intencjonalnym obiektem nakierowania ogladu na pewng naoczno$¢ moga byé rowniez
obiekty juz istniejace w matematyce, jak i pomniejsze matematyczne czynnosci, niemniej jednak te podpadaja pod
juz istniejace problemy i kwestie, jakie podmiot rozpatruje w ramach przyjmowania zalozen, i celow — w zwiazku
z czym s3 raczej posrednimi obiektami intencji, je$li mozna to w ten sposob ujac.
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Opierajac si¢ na propozycji Searla, ktory opisuje:

— warunki spetnienia dla danego stanu intencjonalnego, o okreslonym kierunku
dopasowania, jako stan rzeczy, ktory powoduje spetnienie stanu intencjonalnego,

— obiekty intencjonalne jako przedmioty zawarte w warunkach spelnienia (jak obiekty,
zdarzenia),

— oraz intencjonalne dziatanie jako dziatanie, ktore mozna nazwac realizacja warunkoéw

spelienia stanu intencjonalnego®!?,

oraz wykorzystujagc proponowany przez niego symboliczny zapis:

S(r), gdzie S — oznacza zmienng trybu stanu intencjonalnego (np. przekonanie, zamiar),
a r — pewng reprezentacyjng zawartos$¢ tego stanu,

mozemy stwierdzi¢, ze gldwnymi stanami intencjonalnymi, jakie bedziemy bra¢ pod
uwage, analizujgc praktyke matematyczng Cantora 1 Dedekinda w zakresie podstaw
matematyki, bedg te, ktore bezposrednio dotycza samej konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych
oraz teorii mnogosci jako nowej dziedziny matematycznej (u Cantora) lub narzedzia do

modelowania matematycznych problemow (u Dedekinda).

Aby podsumowa¢ powyzsze rozwazania i sprobowac przynajmniej czgsciowo okresli¢
pojecie intuicji, jaka jest rozwazana w niniejszej rozprawie, powotamy si¢ na wspdlczesnie

113 7aktadajac, ze Cantor i Dedekind mogli

omawiang wyobrazni¢ umystowg (mental imagery
posiada¢ pewnego rodzaju oglad oraz stany intencjonalne wzgledem konstruowanych struktur
matematycznych, w istocie zakltadamy, iz na ich umystowa praktyke matematyczng
oddziatywata w bardziej lub mniej uswiadomiony spos6b multimodalna wyobraznia umystowa.
W tym kontekscie, ich praktyka nie sprowadzata si¢ jedynie do poznania jezyka. Nalezy wziac¢
pod uwage rowniez mozliwo$¢, ze ich uksztalttowana wcze$niej réznymi czynnikami

wyobraznia umystowa mogta wptywac na rozumienie, jak réwniez definiowanie nowych poje¢

tego jezyka, oraz w tym kontekscie na rozwigzywanie matematycznych problemow.

W powyzszym kontek$cie jasniej powinna si¢ zarysowa¢ metodologia oraz podejscie
przyjete w niniejszej pracy. Przyjmujemy podstawowe zatozenia PMP (w tym samo pojecie

praktyki matematycznej, na ktorg sktadaja si¢: pojecie konstrukcji oraz pragmatyczny sposdb

12 JR. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 50.

113 Por. Np. Nanay, B. 2021. ,,Unconscious mental imagery”. Phil. Trans. R. Soc. B 376: 20190689.
https://doi.org/10.1098/rstb.2019.0689 Iub Nanay B., 2023. Mental Imagery: Philosophy, Psychology,
Neuroscience. 1. wyd. Oxford University PressOxford. https://doi.org/10.1093/050/9780198809500.001.0001.
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istnienia matematycznych obiektéw), korzystamy z opcji analiz proponowanych przez Hellera,
oraz mamy do dyspozycji matematyczne teksty, na podstawie ktorych prowadzimy analizy
(rowniez porownawcze) oraz rekonstrukcje zarowno zalozen filozoficznych, jak i praktyki

matematycznej Cantora i Dedekinda.

1.6 Plan pracy

Praca sklada si¢ z 7 rozdzialow. Rozdzial 1 zawiera wstep oraz omowienie
najwazniejszych aspektow pracy, takich jak cele, hipotezy, najwazniejsze zalozenia,

metodologia oraz — og6lnie mowigc — kontekst podejscia badawczego.

Rozdziat 2, 3 oraz 4 stanowig odpowiednio, rekonstruowane w oparciu o matematyczne
przyktady, filozoficzne propozycje dla epistemologii 1 ontologii praktyki matematycznej
Cantora 1 Dedekinda w badanym zakresie matematyki. Rozdzial 2 opisuje w oparciu o
konkretne matematyczne przyktady, epistemiczny konstrukcjonizm jako propozycje dla
epistemologii zwigzanej] z uprawianiem matematyki przez obydwu analizowanych
matematykow. Rozdziat 3 przedstawia kierunek strukturalizmu zaréwno w kontekscie
ontologii (u obu matematykow), jak i epistemologii (gtéwnie u Dedekinda). Rozdziat czwarty

analizuje ontologiczny realizm obiektow obydwu analizowanych matematycznych teorii.

Rozdziat 5 stanowi nastgpnie probg pordwnania zatozen przypisywanych Cantorowi i
Dedekindowi, jak 1 deklarowanych przez nich, z zatozeniami zrekonstruowanymi we
wcezesniejszych rozdziatach. Rozdziat 6 stanowi za§ probe charakterystyki samej praktyki
matematycznej obydwu matematykow w celu proby wyjasnienia przyczyny zauwazonej

roznicy pomi¢dzy obydwoma rodzajami zatozen i przestanek filozoficznych.

Rozdzial 7 zawiera podsumowanie i omoéwienie wynikow pracy, a takze propozycje

perspektywy dalszych mozliwych badan oraz dyskusji.
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2 Konstrukcjonizm epistemologiczny u Cantora i Dedekinda

W niniejszym rozdziale zamierzamy przedstawi¢ argumenty na rzecz konstrukcjonizmu
epistemologicznego odnosnie do praktyki matematycznej zardwno Cantora, jak i Dedekinda, a
takze pewien opis tej filozoficznej propozycji. Celem jest wskazanie, iz u obu matematykow,
ich propozycje matematyczne byty — mniej lub bardziej intencjonalnie — konstruowane, nie za$
odkrywane (lub przynajmniej, ze trudno byloby to odkrywanie udowodnié¢ na podstawie ich

praktyki).

Pojecie konstrukcji matematycznej (jako czynno$ci) jest czesto uzywane w sposob
pierwotny i podstawowy w kontekscie samej praktyki matematycznej''*. Niemniej jednak,
chociaz bedziemy argumentowaé za stanowiskiem konstrukcjonizmu epistemicznego (tj.
uwzgledniajagcym czynnosci konstrukcyjne jako podstawowe 1 konieczne dla wprowadzania
nowych tresci matematycznych przez konkretny matematyczny podmiot) przy pomocy przede
wszystkim matematycznych przyktadow, mozna wskaza¢ pewne podstawy w klasycznej
filozofii dla tego stanowiska, poniewaz — za Jessica Carter!'® — zalezy nam na laczeniu
perspektyw PMP oraz klasycznej filozofii matematyki. Nie bedziemy opisywacé petnych ram

tej propozycji, ale wskazemy na najwazniejsze jej aspekty.

Jak zaznaczyliSmy we wstepie, konstrukcjonizm proponowany w niniejszej pracy,
chociaz w czg$ci zwigzany z propozycja Kanta, jak 1 z interpretacjg Brouwera, nie jest tozsamy
z konstruktywizmem w filozofii matematyki ani z matematyka konstruktywna. Jest raczej
umiarkowang opozycja wzgledem radykalnego platonizmu, rozumianego jako poglad, ze
matematyczny podmiot odkrywa matematyczne obiekty, ktore de facto istnieja niezaleznie od

tego, czy zostang odkryte.

W konteks$cie praktyki matematycznej takie zalozenie o platonizmie wydaje si¢ zbgdne,
zewngetrzne wzgledem tego, co tak naprawde obejmuje sama praktyka (zatozenie to nie stanowi
elementu tej praktyki). Bardziej niezbedne wydaje sie podkreslenie — tak jak to robit Kant!'® —

aktywnos$ci umystowej matematyka.

114 J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt; P. Mancosu, The Philosophy of
Mathematical Practice..., dz. cyt.

115 J, Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst..., dz. cyt.

118 1, Kant, Krytyka czystego rozumu, thum. R. Ingarden, Warszawa 1986, 453; 1. Kant, Prolegomena,
thum. A. Banaszkiewicz, Warszawa 1993, 42—48.
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Wyrdzniamy trzy elementy tej aktywnos$ci: samo rozumowanie, oraz towarzyszace mu
pewnego rodzaju intencje i intuicj¢. Moze si¢ to kojarzy¢ bezposrednio z propozycja Kanta, jak
rowniez Husserla (pomimo zauwazanych miedzy nimi réznic)''’. Obaj podkreslali role
swiadomosci i rozumowania podmiotu. W przypadku Kanta chodzitoby przede wszystkim o
definiowanie matematycznego poznania jako syntetycznego a priori, oraz o pojgcie
naocznoscil®®. Natomiast w przypadku Husserla np. o pojecie intencji sygnitywnej wypetniane;
przez intencje intuicyjna, w kontekscie jezykowego opracowywania struktury, czy o podziat
$wiadomosci na aktywna i pasywna'. Przedmiotem pracy nie jest jednak analiza tego, na ile

propozycje Kanta lub Husserla (czy jeszcze np. Ingardena)'?

, moga szczegdltowo opisywac
praktyke matematyczng Cantora lub Dedekinda, 1 zatozenia filozoficzne z tym zwigzane,
podkreslamy powyzszym jedynie ogolng perspektywe filozoficzng w jakiej mozna umiescic te

rozwazania.

Jak zostalo wspomniane, pojecie umystowej konstrukeji (tj. w konsekwencji pojecie
rozumowania, intencji, jak 1 intuicji) bedzie nierozerwalnie zwigzane z pragmatycznymi
podstawami filozofii praktyki matematycznej, ktora stanowi dla tych poje¢ pewne
wyjasnienie’®!. Aby uchwycié¢ perspektywe praktyki matematycznej, nalezy zgodnie z ogolna
definicja tej praktyki z perspektywy PMP wzia¢ pod uwage zarowno aspekty lezace po stronie
poznajacego podmiotu, jak i1 po stronie matematyki jako teorii. I tak w przypadku podmiotu
mamy do czynienia z pewnego rodzaju okreslonym rozumowaniem, za$ od strony matematyki

z konkretnym matematycznym tekstem.

Jak zauwaza Jessica Carter, matematyczne obiekty sg wprowadzane przez

matematykow w celu rozwigzywania problemow oraz konstruowane przy pomocy

17 P, Yaciak, Struktura i rodzaje poznania a priovi w rozumieniu Kanta i Husserla, Katowice 2003.
118 1, Kant, Krytyka czystego rozumu..., dz. cyt.; L. Shabel, Kant’s Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

118 E. Husserl, Badania logiczne. T. 2: Badania dotyczqce fenomenologii i teorii poznania. Czesé 2, thum.
J. Sidorek, Warszawa 2000; D. Lukasiewicz, Adekwatna i apodyktyczna intuicja w kontekscie transcendentalnej
fenomenologii E. Husserla, w: Od Platona do wspoiczesnosci, red. S. Sarnowski, G. A. Dominiak, Bydgoszcz
1999, 183-198.

120 p_ Blaszczyk, On the Mode of Existence of the Real Numbers..., dz. cyt.
121 Skorzystamy w tym celu gléwnie z propozycji Giaquinto odno$nie do wizualizacji obiektow
matematycznych, w tym struktur (pewnego ich umystowego uchwycenia). M. Giaquinto, Cognition of Structure...,

dz. cyt.; M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking
in Mathematics..., dz. cyt.

43



sprawdzonych metod'??. Przy czym nie zawsze wprowadzenie nowego obiektu musi by¢
($wiadomym) celem matematycznego rozumowania. Jesli zawezimy pojecie rozumowania do
tego, ktore towarzyszy budowaniu matematycznych obiektéw (zaktadamy ze rozumowanie jest
duzo szerszym pojeciem), bedzie ono — wedlug tego, co twierdzi Carter — zwigzane z
konkretnymi zatozeniami i celami, jakie wynikaja z danych matematycznych probleméw, a

takze bedzie ksztatltowane przez przyjete w matematyce metody.

W tym sensie rozumowaniu — mozemy powiedzie¢ — towarzyszy konkretna intencja.
Powinna by¢ ona rozumiana jako pewna wypadkowa wszystkich zatozen i celow, zwigzanych
z danym, rozwigzywanym problemem, ktora w ten sposob moze nadawa¢ kierunek
rozumowaniu. Tak rozumiana intencja bedzie gldownym argumentem za proponowanym
konstrukcjonizmem. Intencjonalno$¢ w niniejszej pracy bedzie miata dodatkowo drugg role.
Bedzie zwigzana bezposrednio z sama, szczegétowa metodologia wprowadzania nowej
struktury jako nowego obiektu. Jednak kwesti¢ te rozwiniemy w kontekscie rozwazan nad

strukturalizmem metodologiczno-epistemologicznym.

Takiemu rozumowaniu, ksztaltowanemu przez przyjete metody wraz z nadajaca mu
kierunek intencja'?, moze towarzyszyé rowniez — jak wskazuja niektorzy'?* — intuicja, tj.
pewnego rodzaju oglad rozwazanej lub budowanej struktury. Chodzi o oglad niezbgdnych jej
elementéw, wraz z towarzyszacymi im oraz opisujacymi te strukture relacjami. Oba te wyzej
okreslone pojecia — intencja oraz intuicja — beda si¢ nawzajem przeplataly 1 uzupetniaty (tj. nie
okreslimy szczegotowo ich roli oraz natury), a takze beda podstawa opisu i rozroznienia
praktyki matematycznej Cantora oraz Dedekinda. Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, iz nie jest
naszym celem wymienienie i szczegdtowe opisanie (a tym bardziej rozroéznienie) wszelkich

przejawoOw intencji oraz intuicji, towarzyszacych ich praktyce matematyczne;j.

Jesli chodzi o intuicje, bedziemy gléwnie rozwazaé intuicje¢ w znaczeniu — mniej lub
bardziej $wiadomego i1 precyzyjnego — ogladu (wspominanego przez Giaquinto Anschauung

Kanta), gdzie 6w oglad bedziemy odnosi¢ nie do czasoprzestrzeni (nie bedziemy zagltebiac si¢

122 J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt.
123 7Zwlaszcza jeéli intencja w sposob bezposredni dotyczy konstruowania nowego obiektu, co nalezy
odrdzni¢ od opisanej ogolnej intencji rozwigzania konkretnego, matematycznego problemu, pewnymi dostgpnymi

metodami.

124 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.;
B. Skowron, Czes¢ i calos¢. W strong topoontologii, Warszawa 2021.
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w kwestig, jak taka intuicja jest mozliwa), ale bezposrednio do ogladu obiektow
matematycznych, korzystajac z opisu myslenia wizualnego Giaquinto!?®. Przede wszystkim
bedziemy chcieli pokaza¢, ze ten rodzaj intuicji moze by¢ ksztalttowany przez rézne czynniki
(np. intencje zbudowania konkretnej struktury w odpowiedzi na konkretny problem, ale
rOwniez pewne przyzwyczajenia, zwigzane z postrzeganiem juz istniejacych struktur i
schematow), a takze ze jej wplyw na efektywno$¢ metod praktyki matematycznej zalezy od

rodzaju ksztattujacych ja czynnikow.

Wydaje sie, ze trudno okresli¢ bardziej szczegblowo samo rozumowanie (np. wedtug
rozroznienia proponowanego przez Jana Lukasiewicza czy definicji Tadeusza
Kotarbinskiego)!?®, poniewaz moze ono byé réznorodne ze wzgledu na réznorodnoéé
mozliwych problemoéw, jak i perspektyw matematycznych. Wystarczy jednak zatozy¢, iz jest
to naukowe rozumowanie racjonalne, ksztaltowane przez metody obowigzujace w obrebie

matematyki, w konkretnym miejscu i czasie?’.

Przedmiotem tej pracy jest analiza podstaw matematyki wprowadzonych przez owych
matematykow oraz rekonstrukcja ich podstawowych aspektéw filozoficznych. Stad
wymienione pojecia bedziemy traktowa¢ dos¢ ogdlnie, wspierajac si¢ bardziej pragmatycznym
wymiarem praktyki matematycznej. Aby oprze¢ rozwazania na wspodlczesnej propozycji
filozoficznej, mozna powola¢ si¢, po pierwsze, na postulat Barttomieja Skowrona, aby
uwzglednia¢ nie tylko — jak si¢ przywykto sgdzi¢ — myslenie ilosciowe, ale rowniez myslenie

jakosciowe (W niniejszej pracy najistotniejsze bedzie myslenie strukturalne).
Skowron pisze:

»Filozofia matematyczna to filozofia myslenia strukturami matematycznymi, ktérych
uposazenia jakoSciowe przypominaja uposazenia jakosciowe struktur filozoficznych.
Jesli rozwazane struktury filozoficzne maja co$§ wspolnego z matematycznymi, wtedy
sita intuicji ejdetycznej potaczona z sita matematycznego rozumienia i rozumowania

napiera na granice filozoficznego kota'?8,

125 M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.

128 T, Kotarbinski, Elementy teorii poznania, logiki formalnej i metodologii nauk, Warszawa 1986, 207—
226; J. Lukasiewicz, O nauce..., dz. cyt.

121'E, Piotrowska, Dokqd zmierza filozofia matematyki?..., dz. cyt.

128 B, Skowron, Czesé i catosé. W strong topoontologii..., dz. cyt., XIV.
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Tematem niniejszej rozprawy nie jest analiza filozofii matematycznej, a analiza
filozoficzna matematyki (jak i praktyki matematycznej), stad owo myslenie strukturalne, tj.
mys$lenie strukturami matematycznymi, bedzie stuzyto po to, aby przeanalizowa¢ zwigzane z
wprowadzonymi przez obydwu matematykéw strukturami potrzebne kwestie (jak sposéb ich
wprowadzania czy budowa okreslajaca sposéb istnienia wedlug danego matematyka). Idac
jeszcze dalej, chcac skorzysta¢ z opracowanych schematdéw, okreslajacych szczegodtowo
mozliwos$ci uchwycenia i poznania struktur, mozna siegna¢ do propozycji myslenia wizualnego

Marcusa Giaquinto, dotyczaca wizualnego ujecia struktur'?®,

Inng metoda, jakiej uzywa si¢ wspotczesnie (za Husserlem) do badania matematyki, jest
metoda fenomenologiczna®. Jednak metoda ta nie jest metoda przyjeta w niniejszej pracy
(ewentualnie propozycja do dalszego rozwijania), wigc aby przeanalizowa¢ praktyke
matematyczng S$cisle pod katem tworzonych teorii, skorzystamy gltownie z propozycji

Giaquinto, ktéry opisuje wizualne ujmowanie struktur®3!

. Bedziemy wskazywa¢ w dyskusji, iz
struktury przedstawione w podstawach matematyki u Cantora i Dedekinda sg zbyt zlozone, aby
mozliwy byt ich bierny oglad, a tym samym, ze nie wystarczy samo ich definiowanie, za to
konieczna jest ich konstrukcja. Przy czym konstrukcje Dedekinda wyrdzniajg si¢ precyzyjnym
okresleniem celéw, konsekwencjg oraz kategorycznoscig wzgledem problemow, jakie majg

rozwigzywac.

Jesli chodzi o rodzaj aspektow matematycznej konstrukcji zwigzany z samg
matematyka, po omowieniu tych tgczacych si¢ z podmiotem, istotne bedzie wskazanie na same
matematyczne obiekty wprowadzane do teorii zarowno przez Cantora, jak 1 Dedekinda.
Bedziemy chcieli zwlaszcza wskazag, iz nie sg to jednolite, niepodzielne obiekty, jakie mozna

tylko zdefiniowa¢, ale konstrukcje w dostownym tego stowa znaczeniu.

W tym rozdziale najistotniejsze bedzie zatozenie, ze proces konstruowania nowych
obiektéw w matematyce zaklada pewien rodzaj — mniej lub bardziej intencjonalnego — ogladu
konstruowanych struktur. Nie chodzi o bezposredni, prosty oglad, nieztozonych struktur, o
ktérych np. wspominat Platon. W tym przypadku wystarczytaby sama intuicja umozliwiajaca

ich oglad. Niekoniecznie rowniez oglad konstruowanej struktury bedzie wptywat na proces

129 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.
130 M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt.

131 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.;
M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.
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konstruowania — jak si¢ okaze, moze dopiero by¢ tego efektem. zgodnie z kierunkiem
zaproponowanym przez Kanta, bedziemy argumentowac, iz tworzenie matematycznej wiedzy
w przypadku Cantora i Dedekinda wymagato umystowych konstrukcji. Podejscie takie
stosujemy rowniez z uwagi na ztozony przedmiot dziewietnastowiecznej matematyki, ktérego
ztozono$¢ bedzie argumentem przeciwko mozliwosci biernego odkrywania matematycznej

wiedzy, jak to si¢ zaklada w opisanym tu platonizmie.

Wedlug Stownika jezyka polskiego PWN, konstrukcja to: ,,1. sposob, w jaki potaczone
sg elementy tworzace jakas catos$¢; 2. rzecz skonstruowana, zbudowana; 3. konstruowanie,

budowanie”%?,

Konstrukcja musi wigc uzwglednia¢ najwazniejsze aspekty, jakich wymaga dany
problem, i konieczne jest rozpatrywanie ich wspdlnie, wraz z odpowiednio tgczacymi je
zaleznosciami. To, na ile w $wiadomosci matematycznego podmiotu, podczas procesu
konstrukcji, istnieje owa konstrukcja jako nowy obiekt, zalezy, jak mozna sadzi¢ od kwestii
intencji podmiotu. Niemniej jednak nie wplywa to na samo powstawanie owej konstrukcji-
obiektu, a raczej na jej efektywno$¢ odnosnie do rozwigzywanego problemu — jak bedziemy

wskazywac.

Przypomnijmy — proponowany konstrukcjonizm epistemiczny dotyczy aspektu procesu
konstrukcji jako umystowej czynnosci podmiotu w odpowiedzi na intencj¢ rozwigzania
problemu matematycznego, strukturalizm epistemiczny (i metodologiczny) — zakresu intencji
oraz intuicji odnosnie do tworzenia nowej struktury, natomiast realizm i strukturalizm
ontologiczny — bezposrednio wprowadzonych w teorii matematycznej obiektéw (sposobu ich
istnienia oraz ich natury). Wszystkie opisywane tu kwestie tacza si¢ w konteksScie
indywidualnej praktyki matematycznej, a konkretnie procesu konstrukcji — tak poszczegdlne
aspekty tego procesu, jak i proponowane stanowiska filozoficzne z nimi zwigzane. Niemnie;j
jednak, aspekty te — na tyle, na ile da si¢ unikng¢ odwotan do pozostatych — zostang opisane w

osobnych rozdziatach.

Zamierzamy przedstawi¢ tu i omowi¢ takie przyklady matematyczne u Cantora i

Dedekinda (z naciskiem na wykazanie konstrukcjonizmu u Cantora oraz zdefiniowanie go — w

132 J, Bralczyk, L. Drabik (red.), Konstrukcja, w: Stownik jezyka polskiego PWN, Warszawa 2005.
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zestawieniu z konstruktywizmem — u Dedekinda), ktore beda wskazywatly na wyzej opisang

propozycj¢ konstrukcjonizmu epistemicznego.
2.1 Konstrukcjonizm Cantora

Probujac odnalez¢ elementy konstrukcjonizmu u Cantora, nalezy powtdrzy¢ iz nie jest
zamiarem przypisanie mu np. jedynie bezposrednich cech intuicjonizmu Brouwera, lecz
jedynie wskazanie na konieczno$¢ odniesienia jego praktyki do konstrukcji umystowych, do
konkretnych czynnosci umystowych jako fundamentalnych dla tworzenia matematycznej
wiedzy. Chociaz podkreslamy role intuicji, nie uwazamy, 1Z poznanie matematyczne
(zwlaszcza tworzenie 1 wprowadzanie nowych tresci) jest zupelnie niezalezne od jezyka 1
logiki, jak to przyjmowat Brouwer, a takze ze jest dzietem Idealnego Matematyka®®, bo
zaktadamy ze matematyka to produkt praktyk matematycznych — w wezszej (przyjetej tutaj)
perspektywie — praktyk indywidualnych — a w szerszej — historyczno-spotecznych!®*,
Wprawdzie podejscie to moze si¢ wydawac kontrowersyjne dla przedstawicieli tradycyjnej
filozofii matematyki, jednak nalezy zauwazy¢ iz jest to podejscie rzetelne naukowo — nie
probujemy dopasowa¢ matematyki do zadnego, juz gotowego, wypracowanego niezaleznie od
(zwlaszcza wspotczesnej) matematyki ideatu ani systemu filozoficznego, ale bierzemy pod
uwage to, co mozna zaobserwowac — tj. matematyczne teksty i obiekty w nich przedstawione,
jak 1 wszystkie znane okolicznosci powstawania tych tekstow w odniesieniu do konkretnych

matematykow.

Mowigc o konstrukcjonistycznych elementach w pracy Cantora, nie bedziemy mieli
rowniez na mysli konotacji konceptualistycznych w kwestii ontologii matematyki, o ile nie
bedzie to wyraznie zaznaczone (jak w przypadku konstruktywizmu przypisywanego

Dedekindowi).

Chcieliby$Smy jedynie przez okreslenie konstrukcjonizmu poznawczego wskazaé i
podkresli¢ konieczno$¢ wykonywania skomplikowanych operacji umystowych przez podmiot
matematyczny (w tym operacji decyzyjnych i tworczych), ktore swiadczylyby o niezbgdnosci
matematycznego podmiotu w tworzeniu, rozwijaniu i wykorzystywaniu matematyki jako

zbioru wiedzy oraz jako dyscypliny naukowej. Tym samym, pod pojeciem konstrukcjonizmu

133 R. Iemhoff, Intuitionism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

133 M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt.
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w niniejszej pracy bedziemy rozumieli gldwnie aspekty epistemologiczne (jednakze zwigzane
z aspektami ontologii, a przynajmniej ich niewykluczajace), przede wszystkim takie, ktore beda
podkreslaly twoérczo$¢ 1 oryginalny wklad matematycznego podmiotu, a takze beda
argumentowaly przeciw tezie, iz praktyka matematyczna jest w swej catej okazatosci,
apriorycznym odkrywaniem matematycznych obiektow i praw, jakie sa dawane umystowi

bezposrednio.

Intuicja byla zasadniczo odrzucana w XIX wieku na rzecz takich programow, jak
logicyzm lub formalizm — a Cantor przejmowal bezdyskusyjnie 6wczesnie panujacy trend
antypsychologistyczny!® — jednak mozna potraktowaé owe przejawy poszukiwanego

konstrukcjonizmu jako kwesti¢ zwigzang z aktywnymi procesami ludzkiej Swiadomosci.

W tym rozdziale bedziemy chcieli pokazaé, iz zbidr liczb rzeczywistych zostat przez
Cantora nie tyle zdefiniowany, co skonstruowany. Operacja, jaka wykonywat, byla zbyt
skomplikowana, aby wiedz¢ o tej strukturze zdobyl przy pomocy bezposredniego
doswiadczenia umystowego (bezposredniego obrazu) czy przy pomocy deterministycznej
dedukcji (tworzyl rézne poziomy konstrukcji). Dodatkowo, tworczo (intencjonalnie)
zredefiniowat lini¢ prosta, ktorg okreslil jako izomorficzng ze skonstruowanym zbiorem. W
kontekscie teorii mnogosci zauwazymy wiele elementow konstrukcjonistycznych podczas
konstruowania liczb porzadkowych (podat zasady generowania tych liczb) i kardynalnych (tu
chodzi raczej o proces dekonstruowania — abstrahowania od wtasciwosci elementow 1 relacji

porzadku)!3®

, jak 1 podczas konstruowania zbioréw potggowych u poczatku teorii mnogosci czy
dekonstruowania zbioru pustego. Wszystkie te czynnos$ci — jak begdziemy wskazywaé —
wymagaly intencjonalnego nastawienia na konstruowanie — czy to bezposrednio dotyczyto
wprowadzania nowych obiektow, czy tez wprowadzenia pojecia okreslajacego nowe obiekty,

bedace wynikiem konstrukc;ji.

Konstrukcjonizm epistemologiczny ma stanowi¢ wspolne dla obydwu matematykow
stanowisko, opisujagce proces poznawczy zwigzany z konstruowaniem nowych obiektow i

wprowadzaniem nowych tresci, jednak u Dedekinda konstruowanie bedzie okreslone przez

135 Opini¢ t¢ opieramy m.in. na przypisywanym Cantorowi przez Dadaczyfskiego stanowisku quasi-
nominalizmu. Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii
mnogosci Georga Cantora, Krakow 1994.

136 Chociaz w pewnym sensie mozna uzy¢ tutaj juz istniejgcego okreslenia abstrakcji, wybieramy pojecie

dekonstrukcji, aby podkresli¢, iz byt to proces podobny do procesu konstrukcji, jednak do niej odwrotny
(wykonywany na wcze$niej skonstruowanych obiektach).
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dodatkowy aspekt (metodologiczny, ale oddzialywujacy réwniez na epistemologi¢ oraz w

pewnym sensie — ontologi¢), jakim nie mozna opisa¢ metody konstruowania u Cantora.
Konstrukcja a definicja

2.1.1.1 Liczby rzeczywiste

Pierwsza kwestiag, w oparciu o ktéra mozna wskaza¢ na fakt, iz matematyczne
konstrukcje u Cantora sg na tyle ztozone, ze wymagaja aktywnego, tworczego zaangazowania
podmiotu, jest konstrukcja liczb rzeczywistych. W jej kontek$cie najistotniejsze bedzie
wskazanie, iz struktura liczb rzeczywistych jest w istocie na tyle ztozona, ze nie mogta by¢
prosta reprezentacja pojecia okreslajacego liczby rzeczywiste (w kontekscie przypisywanego

mu quasi-nominalizmu).

Mowigc, ze Cantor zdefiniowal liczby rzeczywiste, mozna mie¢ na mysli prostg
czynnos¢, jaka jest zakomunikowanie, opisanie tego, co dane w umysle. Argumentujgc za tym,
iz Cantor nie zdefiniowal (w prosty sposob) liczb rzeczywistych, a raczej je skonstruowat,
chodzi nam o to, iz nie byly one dane jego umystowi w swej istocie w catosci'®’, a poprzez
okreslajace je skomplikowane relacje 1 wlasciwosci (w tym czasem jedynie syntaktyczne,
pomimo iz podstawa konstrukcji byty konkretne, posiadajace jakas wewnegtrzng ontologie,

obiekty).

W tym konteks$cie, pomocniczo zdefiniowana roznica pomigdzy konstrukcjg a
definicja, bedzie dotyczyta poziomu umystowych operacji, gdzie konstrukcja bedzie wymagata
bardziej zlozonego umystowego procesu niz bezposredni oglad konstruowanej struktury. Nie
jest to —zgodnie z uwagg jednego z recenzentéw, prof. Piotra Btaszczyka — wyczerpanie tematu
réznicy pomiedzy matematyczng konstrukcja a definicja, a jedynie nakres§lenie ogolnych

ram*®,

Konstruujac je, Cantor miat przede wszystkim na celu uzyskanie zbioru liczbowego,
posiadajacego okreslone wlasnosci — a konkretnie wiasnos$¢ zupetnosci. Tak wigc uczony miat

zamiar w pewnym sensie zdefiniowa¢ nie same liczby, a wlasnos$¢ zupetosci, okreslong na

187 Por. A. Gupta, Definitions, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2021.

138 Jednocze$nie nalezy zauwazyé, ze opisane tu rozroznienie, nie dotyczy bezposrednio rozréznienia na
poziomie teoretycznym, czyli nie prowadzi bezposrednio do rozwazan rozrozniajagcych matematyczne struktury
na takie ktore sg definiowane oraz takie ktore sa konstruowane. Jednak takich badan nie wyklucza. W tym
konteks$cie, wspolczesny sposob definiowania R (jako zbidr ilorazowy C/-), jako potencjalnie blizszy definicji
niz konstrukcji, nie wyklucza tego, ze w praktyce Cantora zbior liczb rzeczywistych zostal skonstruowany zgodnie
Z przyjetym tutaj rozréznieniem.
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zbiorze tych liczb (tj. wlasnos¢, jakiej nie miat zbior liczb wymiernych, a jaka byta oczekiwana

w analizie)!%

. Definicja samych, poszczegdlnych liczb rzeczywistych, utozsamianych z
granicami ciggéw liczb wymiernych, jest czym$ innym niz definicja zbioru tych liczb, ze
wszystkimi jego wlasno$ciami (tj. z dzialaniami i relacjg porzadku, jak rowniez z wlasnoscig
zupetosci). To wszystko czyni t¢ konstrukcje ztozong i wieloptaszczyznowa. To za$ z kolei
moze podwaza¢ wyjasnienia Cantora, dotyczace prostego definiowania poje¢, ktore to

definiowanie stanowi podstawe¢ argumentowania za ,,odkrywaniem” matematycznych

prawidet'*°.

Mozna powiedzie¢, ze konstrukcja liczb rzeczywistych, jaka przeprowadzit Cantor,
oprocz tego, ze stanowita opis pewnej zlozonej struktury (pewnego obiektu), wymagata
aktywnego, intencjonalnego umystowego zaangazowania, ktére stanowito tworczy wktad jego
matematycznej praktyki (bylo zwigzane z zamiarem rozwigzania problemu niewymiernosci).

Ponizej przedstawimy najwazniejsze aspekty tej konstrukcji.

Cantor zaraz po wprowadzeniu liczb wymiernych, ktore okresla jako — powiedzmy —
dang 1 gotowag podstawe dla reszty wielkosci liczbowych, przedstawia nastepnie
Fundamentalereihe, ciagi podstawowe, czyli innymi stowy ciggi Cauchy’ego. Definiuje je w

nastepujaco:

,Gdy mowie o wielko$ci liczbowej w sensie szerszym, to jest tak najpierw w przypadku,

gdy dany jest przez jakie$ prawo nieskonczony ciag liczb wymiernych:

anay,...,d,...,

ktory ma t¢ wlasnos¢, ze rdznica a,+m—an przy zmiennej n staje si¢ nieskonczenie matla,
dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej m, lub, innymi stowy, ze dla dowolnej
(dodatniej, wymiernej) ¢ istnieje liczba catkowita n; taka, ze |an+m — an| < e, gdy n >ny,

za$ m jest dowolng dodatnig liczbg catkowitg™4,

139 Nalezy w tym miejscu dodaé, iz w pewnym sensie mozna sie przychyli¢ do stanowiska Blaszczyka,
ktoéry przypisuje zar6wno Dedekindowi, jak i Cantorowi skonstruowanie przedmiotu intencjonalnego, jesli chodzi
o liczby rzeczywiste. Jednak, celem niniejszej pracy jest tez wskazanie zréznicowania zakresu intencjonalno$ci
obydwu matematykéw wzgledem konstruowanych struktur-obiektow na poziomie epistemologii (tj. stopnia, w
jakim zamierzali skonstruowaé nowa strukture oraz w jakim posiadali jej naoczng intuicj¢ — naocznos¢), czego
Btaszczyk np. w swej pracy nie wskazuje, poniewaz zajmuje si¢ formalng ontologia.

140 Jest to zwigzane ze wspomnianym quasi-nominalizmem, ktory bedzie opisany dalej.

141 W oryginale cytat brzmi: ,,Wenn ich von einer Zahlengrdsse im weiteren Sinne rede, so geschieht es
zundchst in dem Falle, dass eine durch ein Gesetz gegebene unendliche Reihe von rationen Zahlen:
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Dalej zaznacza, ze granice roznych ciaggéw moga si¢ miedzy sobg réznic. Istotne jest
jak Cantor definiuje relacje pomig¢dzy réznymi ciggami. Dla dwodch réznych ciagdéw a, oraz a’,
majacych odpowiednio granice a oraz a’, mozna okresli¢ trzy rodzaje roztacznych wzajemnie

relacji:
»l. a, —a’y staje si¢ nieskonczenie mata wraz ze wzrastajaca n, lub

2. an —a’y pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale wicksza od dodatniej (wymiernej)
wielkosci g, lub
3. a, —a’n pozostaje, poczawszy od pewnej n, stale mniejsza od ujemnej (wymiernej)

wielkosci —&7142,

Zgodnie ze swoja Intencja wyrugowania nieskonczenie matych z
dziewigtnastowiecznej matematyki, w pierwszym przypadku Cantor przyjmuje ze a=a’.
Odnosnie do drugiego i trzeciego przypadku pisze, ze oznaczajg one odpowiednio nastepujace
nieréwnosci: b>b’ oraz b<b'*3. Pierwszy przypadek okresla rowniez przy pomocy pojecia

,pewnej relacji”, czyli kongruencjil**. Ciagi spelniajace pierwszy warunek sa wspolzbiezne ze

(1) an,az,...ay,...

vorliegt, welche die Beschaffenheit hat, dass die Differenz a,+m —a, mit wachsenden n unendlich klein
wird, was auch die positive ganze Zahl m sei, oder mit anderen Worten, dass bei beliebig angennommenem
(positiven, rationalen) ¢ eine ganze Zahl n; vorhanden ist, so dass |an+m —an| < &, wenn n > nl und wenn m eine
beliebige positive ganze Zahl ist”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 92-93. Tlumaczenie pochodzi z:
G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych, ,,Annales Universitatis
Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia” VIII, (2016), 169—-177.

142 W oryginale: ,,Entweder 1. wird @, — a unendlich klein mit wachsendem n oder 2. a,—a bleibt von
einem gewissen # an immer grosser, als eine positive (rationale) Grofe ¢ oder 3. a, —a bleibt von einem gewissen
n an immer kleiner, als eine negative (rationale) Grope —¢”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus
der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 93. Tekst w jezyku
polskim cytowany za: G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych...,
dz. cyt., 170.

143 W dalszej cze$ci niniejszej pracy odniesiemy sie szerzej do tego momentu, réwniez przedstawiajac
pewne filozoficzne uwagi.

144 Cantor pisze o ,,pewnej relacji”, ktéra zachodzi miedzy ciggami, oraz Ze nie jest ona tozsama z
identycznos$cig dwoch liczb odpowiadajacym tym ciggom: ,,ja schon die Gleichsetzung zweier ZahlengroBen b, b’
aus B ihre Identitét nicht einschlieft, sondern nur eine bestimmte Relation ausdriickt, welche zwischen den Reihen
stattfindet, auf welche sie sich beziechen”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 95. Wspoélczesnie uzywa si¢ pojecia
wspolbieznosci czy tez kongruencji. Jest to relacja rownowazno$ciowa, wyznaczajaca w catym zbiorze ciaggow
podstawowych (zbieznych) relacje wspotzbieznosci 1 okre$lajagca tym samym liczby rzeczywiste. Liczba
rzeczywista to w pewnym sensie cata klasa abstrakcji wspotzbieznych ciggéw/kongruentnych liczb rzeczywistych.
Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora..., dz. cyt., 29 przyp.90. Relacja kongruencji/przystawania wspotczesnie to relacja rOwnowaznosci =.
Okre$lana jest ona w algebrze jako relacja na zbiorze S z pewna struktura algebraiczng. Dla dowolnego
(dwuargumentowego) dzialania * w tej strukturze oraz jego dowolnych elementow a,b,c, d zachodzi:
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soba, tj. kongruentne (cho¢ nie wedlug terminologii uzywanej przez Cantora 6wczesnie —mimo

iz formalnie opisywat t¢ relacje, nie stosowat poje¢ uzywanych wspoétczesnie).

Ostatecznie Cantor tworzy dwa zbiory — 4 i B. Zbior A jest zbiorem liczb wymiernych,
z ktorych tworzy ciagi, natomiast B jest zbiorem granic tych ciggow (wszystkich — niewymierne

granice ciggoéw liczb wymiernych nie nalezg przeciez do zbioru 4). Dziatania w zbiorze B:
b
b ibn’ — bh”bbn' — b”;F — bH

okreslane sg przy pomocy nastepujacych zaleznosci w zbiorze A, dla odpowiadajacych tym

’

granicom ciggow an, an’, an’”:

lim(a, + a, —a,)=20
lim(a,a, — alf) = 0

lim (R—E — a::) =0,

Przy czym nalezy zaznaczy¢, ze Cantor odwotuje si¢ do definicji granicy w Q, biorac
ja za przyktad, na podstawie ktérego dalej ,,poszerzy” zbior granic, rOwniez o te, ktére nie
naleza do zbioru liczb wymiernych. W tym miejscu nast¢puje uwaga matematyka z Halle, ze
definicja pozostaje podobna dla zbioru B, gdy ktoras z liczb (granic) jest wymierna, tj. nalezy
do zbioru 4. Cho¢ wszystkie ciggi podstawowe majg granice, nie wszystkich granice sg z Q.
Granice wymierne generujg liczby wymierne, natomiast granice nienalezace do zbioru liczb

wymiernych to po prostu liczby niewymierne — tworzace tym samym nowy, petniejszy, zbior B.

a=bic=d => a*c=b*d.

W istocie Cantor sam miat problemy z jednoznacznym okresleniem tej relacji. Raz pisat o tym, ze jeden
punkt odpowiada jednej liczbie (wielkosci liczbowej), w innym za$ miejscu, ze kongruentne wielkosci liczbowe
niekoniecznie muszg by¢ identyczne tylko pozostaja w pewnej relacji (podczas gdy kongruencja okreslona byta
dla ciagéw, nie dla ich granic): ,,zu jeder ZahlengrdBe ein bestimmter Punkt der Geraden gehdrt, dessen Koordinate
gleich ist jener Zahlengrofe” (,,do kazdej wielkosci liczbowej nalezy pewien punkt linii prostej, ktdrego
wspolrzedna jest roéwna tej wielkosci liczbowej”). G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 97. ,, ja schon die Gleichsetzung
zweier ZahlengroBen b, b’ aus B ihre Identitét nicht einschlieft, sondern nur eine bestimmte Relation ausdriickt,
welche zwischen den Reihen stattfindet, auf welche sie sich beziechen” (,,...nawet rownanie dwoch wielkosci
liczbowych b, b’ z B nie uwzglednia ich identycznosci, a jedynie wyraza pewna relacje zachodzaca miedzy
ciggami, do ktorych si¢ odnosza”). G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 95.

145 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 94.
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Innymi stowy, liczby niewymierne to te punkty skupienia zbioru 4, ktdére nie naleza do 4,
natomiast zbior B zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, spetnia wigc warunek Bolzano-
Cauchy’ego!*®. Dalej Cantor pisze, ze kazde ogdlne rownanie dla skoficzonej ilosci uzytych

operacji elementarnych:

bedzie okreslato zaleznosci pomigdzy ciggami a,,a,,a,, poniewaz wyznaczaja je

liczby b, b', ..., B'®) 7147,

Cantor ,,produkuje” zbidr C przy pomocy granic ¢ nieskonczonych ciggdéw typu:

by, b,...,b,

PLACEE

gdzie wyrazami tych ciagow sa wielkosci liczbowe ze zbioru B*®. Dalej, postepujac w sposob
analogiczny, Cantor kontynuuje tworzenie nastepnych dziedzin D... itd. o r6znych rzedach (t;.

roznych stopniach poszczegolnych dziedzin)*®.

Przy czym — co najistotniejsze z punktu widzenia konstrukcji liczb rzeczywistych (a

wigc rowniez niewymiernych) — Cantor zaznacza:

»dziedziny B oraz A majg si¢ tak do siebie, ze cho¢ kazde a przyporzadkowane jest
pewnemu b, ale nie kazde b przyporzadkowane moze by¢ jakiemus a, to okazuje sie, ze
zaroOwno kazde b moze zosta¢ przyporzadkowane pewnemu c, jak i kazde ¢ moze zostac

przyporzadkowane pewnemu b”*%°.

A takze, iz:

148 J. Dadaczynski, Bernard Bolzano i idea logicyzmu..., dz. cyt., 106—109.

147 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 94.

148 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—-132)..., dz. cyt., 94.

149 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—-132)..., dz. cyt., 95.

150 por, , Wihrend sich nun die Gebiete B und 4 so zueinander verhalten, daP zwar jedes a einem b, nicht
aber umgekehrt jedes b einem a gleichgesetzt werden kann, stellt es sich hier heraus, dafy sowohl jedes b einem ¢
wie auch umgekehrt jedes ¢ einem b gleichgesetzt werden kann”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 95.
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,»Z obszaru C i poprzedniego analogicznie wylania si¢ obszar D, z nich E i tak dalej;
poprzez A takich przejs$¢ (jesli za pierwsze uwazam przejscie od 4 do B) dochodzimy do
obszaru L liczb. Jesli uwazamy, ze lancuch definicji bycia réwnym, wigkszym i
mniejszym oraz dla operacji elementarnych od dziedziny do dziedziny jest zakonczony,
to to samo dotyczy poprzednich, z wyjatkiem 4, w taki sposob, ze liczba | moze zawsze

by¢ utozsamiane z liczba &, i,... ¢, b i na odwrot”1®L,

Oznaczato to po prostu, ze wedlug Cantora nie byto izomorfizmu pomig¢dzy dziedzinami
A oraz B, jednak miedzy B i kazda kolejng dziedzing izomorfizm byt potwierdzony'®2. Innymi
stowy, przestrzen liczb wymiernych nie miata stwierdzonej wtasnosci zupetnosci w sensie
Cauchy’ego (miata tzw. luki, poniewaz — o czym Cantor wiedziat — nie kazdy cigg podstawowy,
tj. spetniajacy warunek Bolzano-Cauchy’ego, mial w Q granice, jak np. rozwinigcie dziesi¢tne
153

pierwiastka z 2), a przestrzen liczb rzeczywistych t¢ wlasnos$¢ jak najbardziej posiadata

Cantor nie udowadniat tej wlasno$ci — wspolczesnie mozna to uczynié¢!®,

Mozemy w tym miejscu zauwazy¢, ze Cantor, definiujgc zbidr liczb rzeczywistych, tak
naprawde konstruowat go w sposob wieloetapowy. Pierwszym etapem byto odwotanie si¢ do
zbioru liczb wymiernych, drugim podanie definicji ciggu Cauchy’ego, trzecim opisanie relacji
pomiedzy ciggami, w tym relacji kongruencji, kolejnym przedstawienie zbioru liczb
wymiernych, definiowanego w oparciu o granice ciggow, a nastgpnym przedstawienie zbioru
liczb rzeczywistych (oraz kolejnych zbioréw), konstruowanych przy pomocy granic
nieskonczonych ciggow, ktorych wyrazami byly elementy ze zbioru poprzedzajacego (tj.
elementami zbioru B byly granice ciggéw o wyrazach ze zbioru 4). To nie koniec, bo nastepne

etapy pokazywaly mozliwos¢ konstrukcji kolejnych zbiordéw, a takze odnosily wlasnos¢

151 Por. ,,Aus dem Gebiete C und den vorhergehenden geht analog ein Gebiet D, aus diesen ein E hervor
usw ; durch A solcher Ubergiinge (wenn ich denn Ubergang von 4 zu B als den ersten ansehe) gelangt man zu
einem Gebiete L von Zahlengrofen. Dasselbe verhalt sich, wenn man die Kette der Definitionen fiir Gleich-,
Groper-, und Kleinersein und fiir Elementaroperationen von Gebiet zu Gebiet vollzogen denkt, zu den
vorhergehenden, mit Auschluf von 4 so, daf} eine Zahlengroe 1 stets gleichgesetzt werden kann einer Zahlengro fe
k, i, ... ¢, bund umgekehrt”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 96.

152 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 29-30.

153 p_ Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora, ,,Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticam Mathematicae
Pertinentia” VIII, (2016), 165.

154 Np. metodg przekatniowa, zaprezentowang zresztg przez Cantora. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna
rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 114-117.
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zupelnos$ci do wszystkich konstruowanych zbiorow, poza zbiorem A (zbiorem liczb
wymiernych). Kolejnym krokiem Cantora bylo odwotanie si¢ do linii prostej, co zostanie

opisane w dalszej czesci.

Cantor, ogdlnie rzecz biorgc, uzupehit zbidr liczb wymiernych wszystkimi takimi
wielko$ciami liczbowymi, ktére byly granicami ciggéw liczb wymiernych, niezawartymi w
zbiorze liczb wymiernych. Warto zauwazy¢ iz Cantor nie podkreslal specjalnie w swojej pracy
z 1872 roku wlasno$ci zupetnosci zbioru liczb rzeczywistych (zbioru B). Mozliwe, ze
utozsamial t¢ wlasnos¢ zbioru ze sposobem konstruowania liczb rzeczywistych (opieral si¢ na

zupelosci w sensie Cauchy’ego).

Pomimo iz nie zamierzamy analizowac¢ szczegdtowo filozoficznych zalozen Cantora,
ktore sam przedstawil, z uwagi na jego obszerne wyjasnienia pozamatematyczne wypada
skorzysta¢ z charakterystyki jego swiadomego podejscia do matematyki (a przynajmniej jego
najwazniejszych aspektow). Wykorzystamy do tego opracowang przez Dadaczynskiego analizg
tekstow filozoficznych Cantora. Ot6z przede wszystkim odwolywat si¢ on do Spinozy 1 Platona
(szczegblnie w kontekscie liczb catkowitych — skonczonych i nieskonczonych — ktére moga
istnie¢ [Existenz], jak pojecia [Begriffen] i jak idee [Ideen])*>®. U Spinozy szukat uzasadnienia
dla dwoch sposobow istnienia liczb — intrasubiektywnego (immamentnego) oraz
transsubiektywnego®®. Sfera intrasubiektywna to sfera (nicokreslonego blizej przez Cantora)
intelektu 1 komunikacji, natomiast sfera transsubiektywna to wszystko to, co poza intelektem.
Pomiedzy tymi sferami istnieje izomorfizm®®’. Jak zauwaza Dadaczynski, Cantor zakladat, ze

kazdemu pojeciu sfery intrasubiektywnej mozna przypisa¢ jednoargumentowy predykat ze

sfery jezyka'®®.

15 G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 181.

16 G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 206. Sam Cantor pisal, ze oba
sposoby istnienia sprowadzaja si¢ do pewnej ,,jednosci wszystkiego” (G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines
Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 182.).
W tym kontekscie, filozoficzne zalozenia Cantora (te wyartykutowane) oscylowaty pomigdzy realizmem a
idealizmem. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 65.

157 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozern filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 70-71, 84.

158 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozern filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 89.
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Ogodlnie rzecz biorgc, wedlug Cantora (a takze wedlug tego, co przypisuje mu
Dadaczynski) wprowadzenie nowego obiektu matematycznego wigzalo si¢ ze zdefiniowaniem
konkretnego pojecia. Definiowanie pojecia oznaczato za$ ,,pobudzenie” go do zaistnienia w
sferze intrasubiektywnej (gdyz jego odpowiednik ze sfery transsubiektywnej istniat niezaleznie

od czasoprzestrzeni)°.

Wskazuje si¢ jednak na fakt, iz definiowanie liczb niewymiernych (a wiec ich
zaistnienie w sferze intrasubiektywnej) u Cantora jest czyms$ innym niz przeprowadzona przez
niego ich konstrukcja - ktéra w istocie jest konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych®®. Poprawne
zdefiniowanie liczb byto réwnoznaczne z ich zaistnieniem w sferze intrasubiektywnej (z ich
obudzeniem, odkryciem), dlatego sama konstrukcja liczby w tym sensie mogtaby powodowac
watpliwosci co do momentu oraz sposobu zaistnienia konstruowanej struktury — Cantor
przedstawia mozliwos¢ konstrukcji nieskonczenie wielu zbiorow, sama konstrukcja
podstawowego zbioru (B), zawierajacego wszystkie liczby rzeczywiste, jest etapowa i
skomplikowana. Nie wiadomo, czy konstruowane (definiowane) kolejno obiekty, jak ciagi,
granice ciggow 1 wreszcie zbiory tych granic, utozsamianych réwniez z wielkoSciami
liczbowymi, ,,budzg si¢” do istnienia kolejno (osobno), czy tez dopiero wszystkie razem jako

catos¢, w sferze intrasubiektywne;.

Oprécz powyzszego, przechodzenie z jednego poziomu konstrukcji do nastepnego (ze
zbioru liczb wymiernych do ciggdéw, ze zbioru granic ciggow, okreslonych poprzez
odpowiednie relacje, do zbiorow B, C, D...) wymagalo intencjonalnego kierunku takiego
dziatania (wprowadzenie ciaggéw byto kierowane zamiarem przedstawienia liczb przy pomocy
granic ciggow, a wskazanie na mozliwo$¢ konstruowania w nieskonczonos$¢ zbiorow granic
ciggdw z wyrazami zbioru poprzedzajacego miato zapewne na celu przedstawienie — nie wprost
—na czym miata polega¢ wlasno$¢ zupetosci, jaka Cantor zamierzat scharakteryzowac zbior
R liczb rzeczywistych). Oczywiscie nalezy wspomnie¢, ze konstrukcja Cantora nie byta
wyjatkowa, bo w tamtym okresie podobne konstrukcje przedstawili Heinrich Heine i Charles
Meéray. Niemniej jednak, nie wyklucza to intencjonalnosci u Cantora podczas przeprowadzania

tej konstrukcji, a jedynie moze wskazywac na fakt, iz w tym przypadku korzystal on z szeroko

159 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozer filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.

180 Np. u Dadaczynskiego, J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie
odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt.
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akceptowalnych $rodkow i metod (byly to wszak narz¢dzia wprowadzone wczesniej przez

Karla Weierstrassa — do czego zarowno Heine, jak i Cantor na rézne sposoby nawiazuja)®®.

Dodatkowo, pomimo ze Cantor mogt realizowa¢ program Weierstrassa, polegajacy na
odcinaniu sie od intuicji geometrycznej i arytmetyzacji analizy'®?, mozna zalozyé, ze
konstrukcji R towarzyszyl pewien oglad (naoczno$¢) tego, co tresciowo ja motywowato.
Obroncy radykalnego platonizmu Cantora mogliby twierdzi¢ w tym przypadku, ze odkrycie
bylo mozliwe poprzez naoczne poznanie tresci, 1 zdefiniowanie (a nawet konstrukcje)
odpowiadajacego tej tresci pojecia. Jednak po pierwsze, opis tej konstrukcji nie jest tozsamy ze
skonstruowaniem wszystkich ciggdéw w catosci, a nawet ich granic, a przedstawia tylko pewien
syntaktyczny przepis, jak uzyska¢ wszystkie liczby rzeczywiste lub — innymi stowy — jak
potencjalnie uzupehic ,,luki” w zbiorze liczb wymiernych. Po drugie, jak twierdzi Giaquinto,
nie jest mozliwe poznanie (uchwycenie) wizualne struktury zbioru liczb rzeczywistych, tak jak

np. jest to mozliwe w przypadku liczb naturalnych?63,

Brak definicji zbioru nieskonczonego

Tym, co jako drugie jest istotne w kontek$cie wskazania na to, iz Cantor nie odkrywat
jedynie w sposob bierny matematyki oraz nie tylko ja definiowal, a wymagalo to jego
tworczego, intencjonalnego wktadu, jest fakt, iz chociaz nie zdefiniowal on nigdy zbioru
nieskonczonego, nie moéwiac juz o przedstawieniu matematycznego (przynajmniej z zatozenia)
dowodu jego istnienia, mozna wskaza¢, ze przy pomocy siatki pojeciowej (przy pomocy
zaleznosci  syntaktycznych) go skonstruowat. W dodatku konstruowal obiekty

nieskonczono$ciowe — jak si¢ dalej okaze — na rdznych poziomach i z réznych perspektyw.

W przeciwienstwie do Dedekinda —o czym nizej — matematyk z Halle nie probowat
formalnie wprowadzi¢ tresci pojecia nieskonczonos$ci aktualnej, a takze nie probowat dowies¢
jej istnienia czy zasadnos$ci uzywania formalnego (co mogtoby kojarzy¢ sie z zatozeniami

radykalnie konstruktywistycznymi). Tyczy si¢ to roznych etapéw pracy Cantora z pojeciem

161 P, Blaszczyk, Nota o rozprawie Eduarda Heinego Elemente der Functionenlehre, ,,Annales
Universitatis Pedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia” VI, (2014), 139; G.
Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer  allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt.; E. Heine, Die Elemente der
Functionenlehre, ,,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik™ 74, (1872), 172—188.

162 p_ Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora..., dz. cyt., 159-160; F. Klein, The arithmetizing of mathematics, ,,Bull. Amer. Math. Soc.” §,
(1896) nr 2, 241-246.

183 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.
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nieskonczonosci. Pokazemy, ze doszedl on do rozwazania kwestii nieskonczono$ciowych na
drodze pewnych operacji na symbolach oraz nadawania konstrukcjom symbolicznym pewnego
znaczenia. Powyzsze moze $wiadczy¢ o tym, iz Cantor raczej opisat nieskonczonos¢ aktualng
jako pewien konstrukt, bedacy konsekwencja réznych proceséw racjonalnego rozumowania,
nie za$ jako byt, zwlaszcza wypetniony pewna tre$cia, dang umystowi apriori (w bezposrednim

doswiadczeniu).

Stwierdzenie to moze wydawaé si¢ zaskakujgce, poniewaz znane sg argumenty
Cantora (filozoficzne, teologiczne), jakimi dowodzit on istnienia nieskonczonosci. Jednakze
nalezy przypomnie¢, ze w niniejszej pracy jako podstawe bierzemy matematyczng praktyke,

nie za$ opisy, deklaracje czy jakakolwiek pozamatematyczng argumentacje.

Ponizej omowimy wspomniany proces konstrukcyjny, w ktorym matematyk z Halle
dochodzi do symboli nieskonczonos$ciowych i do pojecia nieskonczonosci. Niemniej jednak nie

probowat on zdefiniowac nieskonczonosci w sposob bezposredni.

Wida¢ to juz na przyktadzie definiowania zbiorow II gatunku, poprzez negacje
wlasnos$ci, jakie przypisuje zbiorom 1 gatunku. Zbiory pierwszego gatunku to zbiory

nieskonczone X, gdzie zawsze istniala taka liczba naturalna n, ze n-ta pochodna zbioru X, X"
byta skonczona. W przypadku zbioru II gatunku Y, nie istniata taka liczba naturalna n, ze ¥
byta skonczona®®,

Podejscie to moze swiadczy¢ o tym, ze Cantor nie ,,oswoit si¢” do konca z pojeciem
nieskonczonosci 1 jej formalng odstong ,,wewnatrz” matematyki. Zdawat sobie sprawe z tego,
ze dokonat powaznego kroku naukowego, wprowadzajac catkowicie nowy byt, a przez to nowa

perspektywe postrzegania i rozumienia w matematyce.

Rzeczywiscie, wprowadzajac ,,$wiat nieskonczonosci”, Cantor dokonat przetomowe;j

przebudowy stylu uprawiania nauki nie tylko swojego, ale 1 grona naukowcow, ktorzy ow

164 Cantor w ten sposdb opisat rozréznienie zbioréw na dwa gatunki: ,.Es wird also bei dieser
Auffassungsweise das Gebiet aller Punktmengen bestimmter Art als ein besonderes Genus innerhalb des Gebietes
aller denkbarren Punktmengen betrachter, von welchem Genus die sogenannten Punktmengen vter Art besondere
Art ausmachen” G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reichen,
1872, w: GA 's. 92-102, (s. 98). Por. rowniez z pdzniejsza definicja: ,,Hier kann es nun vorkommen daf3 der Progef
der Ableitungen P’, P”’, ... zu einer Ableitung P™ fiihrt, welche aus Punkte besteht, die in jedem endlichen
Bereiche nur in endlicher Anzahl vorkommen, so dap P™ keine Grenzpunkte und folglich auch keine Ableitung
hat, in diesem Falle sagen win von der Punktmenge P, daf sie von der ersten Gattung und von der nten Art si¢.
Bricht aber die Reihe der Ableitungen von P, die Reihe P’, P’’, P’"’, ..., P™, .. nicht ab, so sagen wir, daf die
Punktmenge P von der zweiten Gattung sie”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 1
(Mathematische Annalen 15 (1), 1-7)..., dz. cyt., 140.
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przelom popierali. Akceptacja nieskonczonosci aktualnej, a potem niech¢¢ do wypedzenia z

owego ,,raju Cantora”'®®

— to wlasnie $lady tego, co zrobil w matematyce (bez wzgledu na to,
jakie towarzyszyly mu przy tym motywacje). Jak jednak najlepiej opisac stosunek filozoficzny
matematyka z Halle do samej nieskonczono$ci? Wydaje si¢, ze w kontekscie definiowania
zbiorow II gatunku Cantor nie odnosit si¢ bezposrednio do tresci pojecia nieskonczonosci, ale
do tego, co wynikato na ten temat z pewnych operacji na symbolach. Definiowatl zbiory II
gatunku poprzez zaprzeczenie wlasciwosciom zbiorow I gatunku. Nalezy pamigtac, iz zarowno
w przypadku zbioréow I, jak i II gatunku mozna byto mowi¢ o zbiorach nieskonczonych.

Jednakze w przypadku zbioréw II gatunku nie istniata liczba naturalna, dla ktérej zbidr

pochodny o tym wskazniku nie posiadat kolejnej pochodne;.

Dalej kwestia ta dotyczy ogolnego, rozciagnigtego w czasie konstruowania
nieskonczono$ci. Po wprowadzeniu podstawowych poje¢ 1 zaleznosci w teorii mnogosci,
Cantor skupit si¢ na ich rozwijaniu. Doszedt do momentu, gdy zauwazyt ciag zaleznosci migdzy

kolejnymi pochodnymi w przypadku zbioréw Il gatunku:

pRp" o p" 3.2 Fl:u:l s R

9

ktory mozna uogolni¢ na zapis:

n
(m) def pind
VR EN ﬂ P = P

n=1

VP,

Nastegpnie zdefiniowal owg zalezno$¢ dla przypadku uogdlnionego, gdy n przebiega
do samej nieskonczonosci:

(=)

(m) def piea)
VP 0 ﬂ pln) & pl=)
n=1

(o)

Dalsze kroki byly umotywowane spostrzezeniem Cantora, ze zbior P**' réwniez mogt
mie¢ swoja pochodna. Byl to moment przelomowy dla stworzenia w konsekwencji
Cantorowskich ,,stopni” nieskonczonosci, a wigc pozaskonczonych liczb porzadkowych 1

kardynalnych. Cantor na tej podstawie wprowadzit pozaskonczone liczby porzadkowe w

indeksach, a pierwsza z nich byta liczba ,,c0+1”. Dalsze liczby byty juz wytwarzane w wyniku

) 15Hilbert powiedziat, ze ,,z raju, ktory stworzyt nam Cantor, nikomu nie wolno nas wypedzi¢”, D. Hilbert,
Uber das Unendliche, ,,Mathematische Annalen” 95, (1926), 170, doi: https://doi.org/10.1007/BF01206605.
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zwyktego ,,dialektycznego wytwarzania poje¢”°°, a wiec mozna byto otrzymaé nieskonczony

ciag wyrazow:
m+1:-":m+nr :m-l_m: e OOTY, L, OO, L, 0077, L, 00

a w konsekwencji nastepujacy ciag mozliwych pochodnych:

n e oo
w41 w+n o400 oom oo s o™
F s oes P P = PRI = = N N 2 o

Cantor uzywal na powyzsze symbole najpierw okreslenia ,,symbole

169

nieskonczono$ciowe”%, lecz — jak twierdzi Dadaczynski'®® — wczeéniej jeszcze zaliczat je do

liczb, opierajac si¢ m.in. na ich funkcji przedtuzania ciggu liczb naturalnych. W pracy z 1883
roku, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, nr 5 rzeczywiscie okreslil ,,symbole

nieskonczonoéciowe” mianem liczb, a takze zastosowal nowy rodzaj zapisu'°.

166 eine dialektische Begriffserzeugung”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten
2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 148.

167 Die erste Ableitung von P'=! werde mit P'=**! die n™® Ableitung von P'=' mit P'=*' bezeichnet;
P'=! wird aber auch eine, im allgemeinen von 0 verschiedene Ableitung von der Ordnung ©2 haben, wir nennen
sie P*=. Durch Fortsetzung dieser Begriffskonstruktionen kommt man zu Ableitungen, die konsequenterweise
durch PMe=+"1) 73 bezeichnen sind, wo no, n; positive ganze Zahlen sind”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 147.

188 Cantor w niniejszym cytacie odnosi sie bezposrednio do wprowadzonych przez siebie symboli w
artykule z 1890 roku. ,,Versteht man unter a irgendeines der in Bd. 17, S. 357 [Mathematishe Annalen]
eingefiihrten  Unendlichkeitssymbole, so hat man..”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 4 (Mathematische Annalen 21 (1), 51-58)..., dz. cyt., 160.

189 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 37. W przypisie na stronie 38 tegoz dzieta Dadaczynski zauwaza, iz juz w 1880 roku
Cantor — cho¢ jeszcze bez odpowiedniej symboliki — mogt traktowaé owe nazwane przez siebie ,,symbole
nieskonczonosciowe” jako liczby.

170 Cantor w pracy z 1883 roku odwotuje si¢ wprost do artykutu z 1880 i przypisuje wprost ,,symbolom
nieskonczonosciowym” z tamtego okresu znaczenie obecnie wprowadzonych liczb pozaskonczonych. Por. ,,Das
Zeichen o2 welches ich in Nr 2 dieses Aufsatzes [G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und
philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1932, 147. — K.T.] gebraucht habe ersetze ich von nun an durch
o, weil das Zeichen 2 schon vielfach zur Bezeichnung von unbestimmten [d.h. potentiellen] Unendlichkeiten
verwandt wird”. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 195 przyp.1.

Nalezy zauwazy¢, iz ten sposob prowadzenia prac badawczych w matematyce przez Cantora potwierdza
jego sktonnosci do wprowadzania i uzywania pojgé/struktur/zasad, zanim w peni je — wedlug wlasnego uznania
— sformalizowal. Chociaz nie musi oznacza¢ to u niego podejscia intuicyjnego, mozna zalozy¢, ze intuicja
odgrywatla w tym procesie jaka$ rolg, mimo ze z czasem starat si¢ dopracowa¢ swoje odkrycia w petni formalnymi
i racjonalnymi metodami.
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Mozna w tym momencie potwierdzi¢ fakt, ze Cantor w duzej mierze traktowat
nieskonczonos$¢ przede wszystkim jak wynik matematycznych operacji na symbolach. Jako

pewna konsekwencj¢ przeprowadzanych, umystowych dziatan.

Ale ostatecznie, i co najwazniejsze — jako objaw mozliwosci umystowych —
mozliwos$ci immamentnego ujecia nieskonczonos$ci, jako wyniku tych operacji (na ré6znych
poziomach). W tym kontek$cie rozpoznajemy proponowany konstrukcjonizm, jako przejaw
intencjonalnego ujmowania tych wynikow, jako aktualng nieskonczonos¢. Wymuszato to — jak
mozna przypuszcza¢ — obrong stanowiska nieskonczonos$ci aktualnej, poniewaz kwestia ta nie
byta tak wprost, formalnie wprowadzana wczesniej w matematyce, co wigcej, mogta wydawac
si¢ zrodtem paradoksow filozoficznych. Stad — jak sadzimy — jego filozoficzno-teologiczne
postulaty o platonizmie matematycznym. Nalezy pamigta¢, ze Cantor nie mogt uciec si¢ do
bardziej ,,mentalistycznych” wyjasnien, poniewaz byt dos¢ radykalnym antypsychologistg (ten

kierunek éwczesnie panowat) oraz antykantysta.

W tym sensie, jesli méwimy o tresci pojecia nieskonczonosci (réwniez wtedy, gdy
wspominamy o poza-matematycznej argumentacji Cantora za istnieniem nieskonczonosci),
nalezy mie¢ na uwadze wlasnie owg mozliwo$¢ potraktowania zbioru nieskonczonego jako
skonstruowanej, ale gotowej catosci. Mozna méwic tu o zbiorze nieskonczonym w kontekscie
zbioru okreslonych dziatan, potencjalnie mogacych by¢ wykonywanych bez konca, ale ujgtych
razem. Wskazuje to na intencjonalne wprowadzenie (skonstruowanie) nieskonczonosci

aktualnej przez Cantora, a w konsekwencji rowniez konkretng reprezentacj¢ tego pojecia.
Opisy konstruowania struktur

Granice ciggow Cauchy’ego
W niniejszym podrozdziale postaramy si¢ wskaza¢ takie obiekty, ktére Cantor
wprowadzal w sposob bardziej bezposredni poprzez opisy ich konstrukcji. Pierwszym takim
obiektem sg granice ciggow. W ich przypadku wydaje sie, ze pilnowal on porzadku
pojeciowego (ze mozna byto zgodzi¢ si¢ ze wspomnianym, przypisywanym mu quasi-
nominalizmem). Niemniej jednak najstabiej w ich przypadku broni¢ ich konstruowalnosci, z

uwagi na to iz wprowadzit on bezposrednig definicj¢ granicy ciagu.

Zdefiniowawszy ciagi Cauchy’ego, Cantor pisze, ze definicja ta nie znaczy nic innego,

jak tylko okresla: ,,Ciag (1) [tj. pewien ciag, z zaloZzenia bedacy ciggiem Cauchy’ego, czyli
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ciggiem majacym granice — przyp. K.T.] ma okre$long granice 5”*"1. W tym miejscu juz mozna
zauwazy¢ tendencje Cantora do okre$lania i podkreslania znaczenia pojgciowo-syntaktycznej

warstwy teorii matematycznej.

W tym samym miejscu zaznacza réwniez: ,,gdy b jest granicg ciggu (1), a nastgpnie
b—a, wraz ze wzrastajaca n staje si¢ nieskonczenie mata, to okreslenie ‘granica ciggu (1)’ na b

znajduje ubocznie pewne uzasadnienie™"?.

Jednoczeénie wielkosci b staja sie dla niego wielkosciami liczbowymi*™®. W tym
miejscu réwniez obserwujemy konstrukcyjne operacje, jakie byly zauwazalne w centrum
praktyki matematycznej Cantora. Stwierdzenie ,,okreslenie ‘granica ciggu (1)’ na b znajduje
ubocznie pewne uzasadnienie” oznacza, iz Cantor przypisywat pojeciom forme syntaktyczng i
odnosito si¢ to takze relacji migdzy tymi pojeciami. Byly to czynnosci konstrukcyjne dotyczace

bezposrednio pojec.

Linia prosta

Innym przyktadem czynnosci konstrukcyjnych Cantora jest przedstawienie przez
niego obiektéw, ktore wprowadzit w sposob bardziej intencjonalny niz caty zbidr liczb
rzeczywistych czy struktury nieskonczonosciowe. Intencjonalny charakter dziatan rozumiemy
tu w tym znaczeniu, ze obiekty te byly wprowadzane przez Cantora w celu — jak zostato na
poczatku okreslone — rozwigzania konkretnych matematycznych probleméw. W tym
kontekscie nie tyle argumentujemy za tym, iz struktury te byly zbyt zlozone, aby je
bezposrednio odkrywa¢, co wskazujemy konstrukcje jako metode swiadomego wprowadzania
nowych obiektow, poprzez konstruowanie ich oraz uymowanie jako faktycznie nowe obiekty

matematyczne.

111 «“Die Reihe (1) hat eine bestimmte Grenze b.“ G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 93. Tlumaczenie
pochodzi z: G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych..., dz. cyt.

172 Peiny akapit pisemnej wypowiedzi Cantora w tym miejscu brzmi: ,,Aus diesen und den gleich
folgenden Definitionen ergiebt sich als Folge, daP}, wenn b die Grenze der Reihe (1) ist, als dann b—a, mit
wachsendem » unendlich klein wird, womit nebenbei die Bezeichnung ‘Grenze der Reihe (1)’ fiir b eine gewisse
Rechtfertigung findet”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 93. Tekst w jezyku polskim za: G. Cantor, O
rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych..., dz. cyt., 170.

178 por. ,,.Die Gesamtheit der Zahlengrofen b moge durch B bezeichnet werden”. G. Cantor, Ueber die
Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—
132)..., dz. cyt., 94. Tekst w jezyku polskim za: G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow
trygonometrycznych..., dz. cyt., 170.
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W swojej praktyce matematycznej Cantor przedstawil wiele struktur. Bardziej
podstawowe byty matematyczne rdznig si¢ od struktur stopniem skomplikowania i poziomem
abstrakcji. Na przyktad prosta geometryczna oraz prosta, jaka przedstawia Cantor, to — mozna
powiedzie¢ — dwa rozne obiekty. Chociaz zauwazat pewien wymog ,,pogladowosci”!’* (moze
nawet wizualizacji) niektorych kwestii, jak np. postrzeganie liczb rzeczywistych jako punktéw
na prostej, to jednak traktowal to wylacznie jako nieformalny aspekt zalozen
przedmatematycznych. W jego — analizowanej tu — praktyce matematycznej nie zauwazamy
przyzwolenia na korzystanie z intuicji, a tym bardziej z pogladow (co nie oznacza, ze pewne
nabyte 1 przyjete przez Cantora poglady nie mialy wptywu na jego matematyczng praktyke, na
pewne podejmowane w zwiazku z nig decyzje — o czym bedzie jeszcze mowa w dalszej czesci

pracy).

Jak zostalo opisane, Cantor przedstawil konstrukcje zbioru liczb rzeczywistych w
swojej pracy Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen'™. W pierwszym paragrafie tej pracy matematyk z Halle konstruuje liczby rzeczywiste,
natomiast w drugim wskazuje na izomorfizm pomi¢dzy skonstruowanym zbiorem a prostg

geometryczna’®.

Kolejnos¢ rozumowania jest tu troch¢ inna niz w pracy Dedekinda
(wyprzedzajac dalsze analizy), ktory to najpierw odwotywat si¢ intuicyjnie do wlasnosci
ciggtosci linii prostej, aby nastepnie, zdefiniowawszy owg wtasnos¢, zdefiniowac¢ jednoczesnie
porzadek ciagly na zbiorze. Cantor opiera si¢ na liczbach wymiernych oraz ciggach z nich

tworzonych'”’.

Cantor zdefiniowal uprzednio arytmetycznie zbidr liczb rzeczywistych, nastepnie

odwotat si¢ do linii prostej. Ten moment znaczaco rdznicuje praktyke i metodologi¢ Cantora

od praktyki i metodologii Dedekinda. O ile Dedekind, pomimo swojej precyzji i formalizmu®’®,

174 p_Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora..., dz. cyt., 160.

15 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt.

176 p_ Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora..., dz. cyt.; G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt.

17 Mowa o ciggach podstawowych, tj. Fundamentalereihe.

178 Nie byta to forma quasi-nominalizmu rozpatrywana przez Dadaczyfiskiego por. J. Dadaczynski,
Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt.
Chodzi raczej o jej przeciwienstwo — pewien platonizm deflacyjny. Istotna réznica mi¢dzy nimi jest taka, ze quasi-
nominalizm, cho¢ zostal przez Cantora stosowany w trakcie formalizacji i arytmetyzacji dziewigtnastowiecznej
matematyki, opisywat w ten sposob matematyczng praktyke. Jednak jednoczesnie Cantor udowadniat filozoficznie
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nie bal si¢ wprost siggaé w podstawach teoretycznych konstruowanych przez siebie
matematycznych , budowli” do jakiej$ umystowej rzeczywistoscil’®, o tyle Cantor tego raczej

unikat.

Cantor nie tlumaczyl w zaden sposéb podstaw wprowadzanych przez siebie teorii
matematycznych. Nie przedstawial argumentow pozamatematycznych na matematyczne
twierdzenia 1 metody. Jedynie poza-matematycznie argumentowal za pojeciem
nieskonczonosci aktualnej, o czym bedziemy jeszcze pisa¢i®. Wprowadzal podstawy swoich
teorii jako wiedze a priori. Niemniej jednak nalezy pami¢ta¢ o kontekscie wiedzy zastanej, jaka

kazdy matematyk musi najpierw przyswoié, zanim zacznie wprowadza¢ wlasne propozycje.

Oczywiscie XIX wiek byt jeszcze czasem, kiedy kwestie filozoficzne widocznie
uwiktane byly w badania podstaw matematyki. Stad pewne kwestie matematyczne mogag si¢ —
z perspektywy czasu — laczy¢ niejako z filozoficznymi. Jednakze chodzi tu o ewidentne metody
1 problematyke filozoficzna, ktore Cantor zastosowal w kontekscie obrony nieskonczonos$ci
aktualnej w matematyce, przy jednoczesnym braku odniesienia wprost do samych czynnos$ci

umystowych, jakie t¢ nieskonczonos¢ konstruowaty, a nastepnie ujmowaty.

Siegniecie do kontekstu linii prostej] w ramach budowanej teorii liczb rzeczywistych
w poézniejszym etapie tej konstrukeji jest dobrym przykladem na to, ze matematyk z Halle
unikal odwotywania si¢ do intuicji, a przez to nie zglebial zbytnio odzwierciedlajacych
matematyczng praktyke aspektow poznania matematycznego. Cantor nie korzystal z pojecia
Stricte prostej geometrycznej, a tym bardziej z intuicji geometrycznej, a skonstruowat prostg
wedhug ,,przepisu” na liczby rzeczywiste. PokazywaliSmy, iz konstrukcja R jest zbyt
skomplikowana, aby nazwaé ja bezposrednio definicja, dlatego mozna stwierdzi¢, iz
skonstruowanie w ten sposob prostej réwniez wymagato bardziej skomplikowanego

(pojeciowego) przedstawienia. Innymi stowy, mozna si¢ zgodzi¢ z Giaquinto, ktory twierdzi,

platonska istotg bytdéw matematycznych. Natomiast platonizm deflacyjny okresla postawe matematyka, ktory
pracuje na ,,istniejagcych” bytach matematycznych, natomiast ucieka od wyjasnien i uzasadnien realnego istnienia
tych bytow — co bardziej jest zblizone do idei niniejszej pracy. Por. L. Horsten, Philosophy of Mathematics..., dz.

cyt.

179 Dedekind siegngt w ten sposob do teorii wielko$ci i pigciu aksjomatéw Euklidesa (tj. do V ksiegi
Euklidesa, napisanej przez Eudoksosa), unaocznieniem wielkosci byly odcinki, tak wigc calo$¢ miata charakter
geometryczny. Arytmetyka zostala w pewien sposob potaczona z geometrig. Jednak to nie oznacza, iz stato si¢ to
na plaszczyznie matematyki — raczej w konteks$cie indywidualnej praktyki. Niektorzy wyrazaja sprzeciw
wzgledem takiego utozsamiania teorii Eudoksosa-Euklidesa z propozycja Dedekinda. P. Btaszczyk, Analiza
filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt.

180 Nie thumaczyl w ten sposob rozpoczecia swoich prac nad zbiorami punktéw czy nieskonczonoscig.
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iz reprezentacja wizualna prostej z wlasnoscig ciaglosci nie jest w petni mozliwa®®!, jednak tu
chodzi o prosta, jaka opisal Cantor poprzez konstrukcj¢ liczb rzeczywistych, i wlasnos¢

zupetnosci, jakg im przypisat.

Dla poréwnania — Dedekind jako pierwsza bedzie analizowat wlasnos¢ ciaglosci linii
prostej, aby pojecie to sformalizowac i ostatecznie t¢ wyabstrahowang i sformalizowang
wiasciwo§¢ potaczy¢ z oczekiwaniami arytmetyki i wprowadzi¢ jako glownag zasade
konstrukcji liczb rzeczywistych. Natomiast Cantor najpierw skonstruowal dziedzine liczb
rzeczywistych'®?, a dopiero pozniej wprowadzit aksjomatem!®® izomorfizm proste;

(geometrycznej) ztozonej z punktéw ze zbiorem liczb rzeczywistych.

W pierwszej kolejnosci zastosowat do$¢ oczywiste intuicyjnie przyporzadkowanie.
Kazdemu punktowi prostej przypisat jedng liczbg rzeczywista, poprzez okreslenia dla kazdego
punktu odlegtosci od punktu 0 (tj. od konkretnego wyrdznionego punktu)'®. Niemniej jednak,
zgodnie z uwagg jednego z Recenzentéw niniejszej rozprawy, nalezy podkresli¢, ze chod
zgodne z pewng intuicja, przyporzadkowanie to bylo rowniez efektem skonstruowanej

wczesniej wiedzy. A mianowicie tego, co zawart w swoim dziele Euklides'®.

Nastepnie, poniewaz przypisanie kazdej liczbie doktadnie jednego punktu nie byto juz
takie oczywiste, Cantor wprowadzit aksjomat (opisany wyzej), ktory brzmial nastepujaco: ,,dla

kazdej liczby istnieje jeden okreslony punkt prostej; taki, ktorego wspotrzedna réwna jest tej

181 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.
182 Teorig (aksjomaty) zbioru liczb rzeczywistych zbudowat dopiero David Hilbert w 1899 roku.
183 1 to jedynym, ktéry wyrazit explicite i nazwat ,,aksjomatem”.

184 einem Punkte kommen aber unzihlig viele gleiche Zahlengrofen als Koordinaten im obigen Sinne
zu; denn es folgt, wie schon oben angedeutet wurde, aus rein logischen Griinden, daf gleichen Zahlengréfen nicht
verschiedene Punkte entsprechen konnen”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 97.

Dadaczynski zauwaza, ze u Cantora wida¢ pewne problemy w precyzyjnym stosowaniu ustalonych
weczesniej pojeé, definicji. Tutaj chodzi o kwestie zdefiniowania liczby rzeczywistej jako nieskonczonego zbioru
kongruentnych ze sobg ciggéw. Cantor piszac, ze punkt ma przypisanych do siebie nieskonczenie wiele liczb, myli
pojecie liczby z pojeciem ciggu. Jednakze to kwestia tego, ze traktuje on ciagi rowniez jak wyrazenia liczbowe. J.
Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora..., dz. cyt., 30 przyp.94. W tym kontekécie Blaszczyk ma racje, piszac, iz zabraklo Cantorowi
sformalizowania jego teorii na podobienstwo wspoétczesnej formalizacji (chodzi o definiowanie liczby
rzeczywistej jako klasy abstrakcji, nie za$ jako poszczegoélnych ciaggdw réwnowaznych ze soba, ktorych jest
przeciez nieskonczenie wiele). P. Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen Georga Cantora..., dz. cyt., 161.

185 Kwestia, jaka w tym kontekscie moze by¢ analizowana i jaka jest zresztg poruszana przez Blaszczyka

w jego najnowszej ksigzce, to kwestia uzywania i interpretowania oryginalnych, matematycznych pojec¢ greckich
przez matematykéw niemieckich.
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wlasnie liczbie®®. Wspotczesnie rowniez przyjmuje sic aksjomat, jednak w tle zaktada sie

takze aksjomaty geometrii*®’. Cantor za$ ich nie rozwazat.

Nalezy podkresli¢ fakt, iz w pierwszej kolejnosci przypisanie kazdemu punktowi
prostej liczby odpowiadajacej jego odlegtosci od punktu 0 to pewne (by¢ moze nieswiadome)
odniesienie si¢ do problemu niewymiernosci, odkrytego w starozytnosci. Problem ten
interpretowany byt w kontekscie zalozenia pitagorejczykow, mowigcego, ze podstawowa
czastka istnienia jest liczba (a raczej liczby naturalne i ich stosunki)!®. Przyjecie pitagorejskiej
interpretacji metafizycznej skutkowato tym, ze pojawiat si¢ problem, iz ta podstawowa czastka
moze nie wytwarza¢ wszystkich ,,punktow” na prostej geometrycznej (a przynajmniej nie przy
pomocy znanych pitagorejczykom metod). Doskonale znanym przykladem byta dlugosc

przekatnej kwadratu o boku jednostkowym (réwna v/2).

W drugim swoim kroku Cantor niejako arytmetyzuje prosta wprowadzonym przez
siebie aksjomatem, zapewnia izomorfizm pomie¢dzy skonstruowanym przez siebie zbiorem
liczb rzeczywistych a zbiorem punktéw na prostej. W zwigzku z tym nalezy przyznac, iz na
praktyke matematyczng Cantora w tym zakresie mial niekwestionowany wplyw panujacy
owczesnie paradygmat arytmetyzacji matematyki. Jednak nie wyklucza to rowniez wptywow
jego zalozen filozoficznych na t¢ praktyke. Kolejno$¢ przedstawiania poszczegolnych
zaleznosci izomorfizmu moze w istocie wskazywac, po pierwsze, na postawe antykantowska.
Postawa antykantowska, zwigzana z pewna eliminacja intuicji, jest zauwazalna w tym, ze
Cantor nie odwotuje si¢ w pierwszej kolejnosci do wtasnosci linii prostej (jak zobaczymy to u
Dedekinda), a pokazuje jedynie przy jej pomocy, iz skonstruowany przez niego zbidr liczb
rzeczywistych uzupetnia te ,,luki” w liczbach, ktére zauwazono juz w starozytnosci, w ramach
analiz geometrycznych stosunkéw dtugosci odcinkow. Dopiero pdzniej, w nastepnym kroku,
Cantor wprowadza aksjomatycznie zasade, iz owa prosta, w ktorej punktow jest co najwyzej

tyle, ile liczb rzeczywistych, posiada nie mniejsza moc niz tenze zbior.

186 Por. ,, zu jeder Zahlengrofe ein bestimmter Punkt der Geraden gehért, dessen Koordinate gleich ist
jener ZahlengroBe”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 97. Thumaczenie za: J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje
zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 30.

187 G. Birkhoff, 4 set of Postulates for Plane Geometry. Based on Scale and Protractor. “Annales of
Mathematics™ 33(2), (1932), 329-345; K. Borsuk, W. Szmielew, Podstawy geometrii, 1972, PWN Warszawa

188 B, Dembinski, Powstanie i upadek pitagorejskiego punktualizmu, ,,Folia Philosophica” 15, (1997),
23-30.
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Dodatkowa kwestia, jaka pod katem filozoficznym mozna rozwazy¢, jest uzycie przez
Cantora aksjomatu do przedstawienia drugiego etapu pokazywania izomorfizmu mig¢dzy prosta
a liczbami rzeczywistymi. Pytanie, jakie si¢ tutaj nasuwa, dotyczy tego, czy Cantor byt jako$
przekonany o tej zaleznos$ci migdzy prosta geometryczng a liczbami rzeczywistymi i tylko nie
wiedziat, jak ja udowodni¢ (stad aksjomat), czy tez w sposob zamierzony zdefiniowal prosta
rzeczywista, niemajaca pod katem matematycznym, jak i ontologicznym zbyt wiele wspolnego
z prosta, okreslang w aksjomatach geometrii. Jesli przyjmiemy pierwsza wersj¢, mozna bedzie
Cantorowi przypisa¢ w tym miejscu jego zalozenia platonistyczne, tj. jakie$ przeswiadczenie o
odkrywaniu matematyki, nie zas jej (wspot)tworzenie — jednakze przy zatozeniu pewnej formy
intuicji, ktéra mogtaby owe istniejgce przedmioty odbierac, co bytoby sprzeczne z zatozeniami
Cantora. Jesli natomiast przyjmiemy druga wersje, mozemy przypisa¢ jego praktyce pewne
przestanki dotyczace konstrukcjonizmu, tj. w szczegdlnosci przekonanie o mozliwosci
(wspoh)tworzenia matematyki, w sposob zamierzony (charakteryzujacy si¢ celowoscia,
intencjonalnoscig). Opieramy si¢ na drugiej propozycji, poniewaz nie koliduje ona z
deklarowanym, ale tez jako$ zauwazalnym w matematycznej praktyce Cantora, odrzucaniem
intuicji.

Mozna wigc powiedzie¢, ze o ile Dedekind stworzyl zasady arytmetyki liczb
rzeczywistych, opierajac si¢ na sformalizowanych wiasciwosciach prostej geometrycznej
(kontynuowat teori¢ wielko$ci, zaczynat od geometrii), o tyle Cantor narzucil aksjomatem
prostej geometrycznej ztozonej z punktow liczebnos¢ tych punktow réwng liczebnosci (mocy)
zbioru liczb rzeczywistych (poszukiwal wypehienia luk w zbiorze Q, ,,dostosowat geometri¢”
do budowanej dziedziny). To moze §wiadczy¢ rowniez o rdéznicach pomiedzy rolg wyobrazen
na temat prostej geometrycznej u Cantora 1 u Dedekinda. Bez watpienia, Dedekind mogt
postrzegac prosta geometryczng jako prawowity obiekt matematyczny. Natomiast Cantor, zdaje
si¢, mogl ja traktowac bardziej jako pewien wynik ogladu matematycznej rzeczywistosci,

jednak juz nie postrzegat tak wprowadzonej prostej rzeczywiste;.

W tym kontekscie Cantor zaktadat apriorycznie stuszno$¢ kierunku rygorystycznej
arytmetyzacji matematyki, nie zastanawiajac si¢ glgbiej nad kwestiami geometrycznymi.
Dedekind natomiast, nie przyjmujac zadnych pozamatematycznych zatozef, nie czul si¢
zobowigzany, aby traktowaé jakikolwiek przedmiot matematyki jako mniej lub bardziej
predystynowany do miana wlasciwego obiektu matematyki (cho¢ arytmetyzacja czy
formalizacja dziewigtnastowiecznej matematyki rowniez byla jego naukowym zamiarem). Stad

uznawal za w petni naukowe swoje rozwazania o wlasnosci ciggtosci, ktora charakteryzowata
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prosta geometryczng, a ktéra potrzebowal zdefiniowaé¢ formalnie w zbiorze liczb

rzeczywistych.

Dalej przypomnimy, ze Dedekind nie pokazat przez wprowadzenie izomorfizmu obu
konstrukciji'®®, iz aksjomat, ktéry Cantor przedstawil, aby stworzy¢ funkcje jednoznacznie
przyporzadkowujaca punkty liczbom rzeczywistym, jest rownowazny z Dedekinda zasada
cigglosci. Gdyby jednak Cantor opracowat swoj aksjomat w sposob jasny i klarowny (chodzi o
uzupetnienie Aksjomatem Archimedesa), w kontekscie konstrukeji liczb rzeczywistych, bytaby
ona (owa konstrukcja) formalnie zabezpieczona przed nieskonczenie matymi wielkosciami, z
ktorymi Cantor walczyt. Jednak aksjomat, o ktérym mowa, stuzyl Cantorowi przede wszystkim
do pokazania izomorfizmu mig¢dzy zbiorem liczb rzeczywistych a linig prosta zlozong z
punktow. Aksjomatyczna teoria zostata wlasciwie zbudowana dopiero przez Davida Hilberta

(poprzez zaksjomatyzowanie wtasnosci zbiorow liczbowych).

Cantor wskazal na fakt (ktory zreszta pozniej potwierdzit Hilbert)!®°

, 7€ owa
wzajemnie jednoznacznie odwzorowujgca funkcja (bijekcja) miedzy R (zbiorem liczb
rzeczywistych) a prosta zachowuje wszystkie podstawowe dziatania i relacje'®’. Co wigcej,
wskazal rowniez, ze kazde twierdzenie prawdziwe w jednej dziedzinie bedzie spetnione

2

rowniez w drugiej'®. Tym samym Cantor uwolnil prosta od koniecznych konotacji

geometrycznych — mozna ja byto badaé pod katem tak arytmetycznym, jak i topologicznym*®2,

189 Dadaczynski twierdzi, ze Dedekind wskazal na rownowazno$é obu aksjomatdw. Por. J. Dadaczynski,
Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 30.
Jednakze Btaszczyk wskazuje na fakt, iz Dedekind twierdzit, ze Aksjomat Ciaglosci jest niezalezny od geometrii
euklidesowej (tj. ze geometryczna linia prosta niekoniecznie jest ciggta w sensie Dedekinda). Por. P. Blaszczyk,
Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 80. Wskazuje, ze
David McCarty pyta, czemu Dedekind nie stwierdzit izomorfizmu pomiedzy oboma konstrukcjami (przynajmnie;j
w 1872 roku). P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen..., dz. cyt., 307. Jednakze, jak postulujemy, prosta, o ktorej pisat Cantor, rowniez niekoniecznie byta prosta
geometryczng.

190D, Hilbert, Uber den Zahlbegriff, ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung” 8, (1900),
180-183.

191 Por. ,Hierauf wird nachgewiesen, dap das Groper-, Kleiner- und Gleichsein von bekannten
Entfernungen in Ubereinstimmung ist mit dem friiher definierten Groper-, Kleiner- und Gleichsein der
ensprechenden Zahlengrofen welche die Entfernungen angeben”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 96.

192 por. ,,Eine gegebene endliche oder unendliche Anzahl von ZahlengréBen nenne ich der Kiirze halber
eine Wertmenge und dem entsprechend eine gegebene endliche oder unendliche Anzahl von Punkten einer
Geraden eine Punktmenge. Was im folgenden von Punktmengen ausgesprochen wird, 14pt sich dem gesagten
gemdf unmittelbar auf Wertmengen iibertragen”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 97.

193 Sama idea arytmetyzacji linii prostej nie jest nowa. Jak zauwaza Dadaczyfiski, byla to idea znana juz
starozytnym matematykom, a nast¢pnie Kartezjuszowi — ktory byt tworca geometrii analitycznej. J. Dadaczynski,
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Wprawdzie koniec koncéw Cantor odwotat si¢ w jakis sposob do geometriil®, to jak
widac tylko po to, aby te sfer¢ sformalizowac 1 wyzué (tak sfer¢ geometrycznej prostej, jak i
arytmetyke) ze skojarzen i intuicji geometrycznych, przed ktorymi przestrzegat!® — tak jak
robita to wickszos¢ matematykow XIX wieku. Oczywiscie, mozna zada¢ w tym miejscu
pytanie, czy rzeczywiscie Cantor chcial t¢ geometri¢ przyporzadowaé formalistycznemu
jezykowi arytmetyki — tak jak robit to Dedekind — czy nie odwolywat si¢ do niej, aby
zaczerpnaé z intuicyjnego wyobrazenia o geometrycznej prostej. Oczywiscie nie mozemy w
catosci wykluczy¢ jego korzystania z intuicyjnej — czy po prostu, jako takiej — wyobrazni, po
czesci zakladamy to odnosnie do kazdego matematyka za Poincarém?®. Lecz powotujac si¢ na
przeanalizowane naukowe dziatanie Cantora w tym obszarze, mozna raczej odrzuci¢ taka

hipoteze jako filar rozwazan na temat jego praktyki.

Podsumowujac: podczas wykazywania izomorfizmu zbioru liczb rzeczywistych ze
zbiorem punktéw na prostej Cantor najpierw upewnit sie, ze prosta, o ktérej wspomina, to
prosta zarytmetyzowana (dzigki przypisaniu kazdemu z jej punktéw odlegtosci od 0), pdzniej
dopiero wprowadzil aksjomat przypisujacy kazdej liczbie rzeczywistej osobny punkt na tej
prostej. Mozna powiedzie¢, ze Cantor arytmetyzowal prosta przy pomocy skonstruowanych
przez siebie liczb rzeczywistych, podczas gdy — o czym bedzie mowa nizej — Dedekind
opracowat model liczb rzeczywistych dzigki polaczeniu ze sobg wyabstrahowanej wlasciwosci

cigglosci prostej geometrycznej z wlasciwoscig bycia punktowym zbiorem. Mimo istotnych

Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 31
przyp.99.

19 Kartezjusz wprowadzil geometrie analityczng w swojej Géométrie (R. Descartes, Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences, plus la dioptrique, les météores et
la géométrie, Paris 1637.). Byla ona uwazana za metodg arytmetyzacji czy inaczej, formalizacji geometrii. Por.
L.E.J. Brouwer, Intuicjonizm i formalizm, w: Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, thum. R.
Murawski, Poznan 2003, 266-267. Istotng zas$ cecha dziewietnastowiecznej matematyki byta wlasnie tendencja
do pozbywania si¢ nieuksztattowanej intuicji (rowniez geometrycznej) i formalizowania tresci matematyczne;j.
Jedyna dopuszczalna byla intuicja matematyczna, o ktdrej pisat wezesniej Kartezjusz, Ze nie jest nig: ,,niezmienne
swiadectwo zmystow lub zwodniczy sad Zle tworzacej wyobrazni, lecz tak tatwe i wyrazne pojgcie umystu
czystego i uwaznego, ze o tym, co poznajemy zgota juz watpic¢ nie mozem”. R. Descartes, Discours de la méthode
pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences, plus la dioptrique, les météores et la
géomeétrie..., dz. cyt., 12—14.

195 Nach dem Vorgehenden kénnen die Zahlengropen den Punkten einer Geraden zugeordnet gedicht
werden. Der Anschaulichkeit wegen (nicht daf es wesentlich zur Sache gehorte) bedienen wir uns dieser
Vorstellung im folgenden und haben, wenn wir von Punkten sprechen, stets Werte im Auge, durch welche sie
gegeben sind”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 97.

196 S. Gandon, Quelle philosophie pour quelle mathématique?, ,,Archives de Philosophie” 76, (2013) nr
2, 197-216.

70



r6éznic miedzy tymi badaczami, u Cantora ewidentnie wida¢ — w pewnym zakresie — odwotanie
do metod konstrukcyjnych, co nakazuje zweryfikowaé¢ dotychczasowe interpretacje filozofii

uwiktanej w jego dzialalno$¢ naukows.

W tym miejscu warto si¢ odnie$¢ — zgodnie ze wskazaniami jednego z Recenzentow
rozprawy — do kwestii rysunku zamieszczonego w pracy Cantora z 1872 roku oraz do jego
odniesien do linii prostej. Rysunek przedstawiajacy przedzialy na prostej zawierajace wedtug
zalozenia nieskonczenie wiele punktow!®’, moze byé argumentem na podtrzymanie platonizmu
Cantora. Jednakze w $cistym kontekscie praktyki matematycznej nalezy zwrdci¢ uwage na jego
wypowiedzi, ktore wskazywaty na to iz unikal on wykorzystywania intuicji (w tym myslenia
wizualnego) w formalnym konstruowaniu wiedzy. Mialo to zwigzek rowniez z podejSciem

srodowiska naukowego, w jakim sie edukowat i pracowat'®®

. W zwigzku z tym, rysunek ktory
przedstawil jest rysunkiem przedstawiajagcym kontekst rozwazan raczej, niz jaka$s nowa
wlasciwos¢. W szczeg6dlnosci rysunek przedstawiat kontekst rozwazan jedynie o dziedzinie
funkcji, jaka w postaci szeregu trygonometrycznego byla w artykule przyblizana. Moze to
swiadczy¢ jedynie o tym zZe odniesienia do prostej byly wtedy czeste 1 powszechne, jednak nie
swiadczy to o fakcie iz Cantor uwazat prostg jaka jest dostepna przy pomocy intuicji (myslenia

wizualnego) za cze$¢ formalnych rozwazan w analizie.

Zasady generowania liczb porzgdkowych

Kolejnym obiektem, jaki Cantor wprowadzil, bezposrednio odnoszac si¢ do
»przepisu” na jego konstrukcje, sg liczby porzadkowe — ktoére z kolei wigzg si¢ generalnie z

liczbami pozaskonczonymi, bedacymi wazng czescig teorii mnogosci.

7 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 100.

198 Mowa tu o tzw. Szkole Berlinskiej, jest to opisane w: J. Ferreiros, Labyrinth of Thought. A history of
set theory and its role in modern mathematics..., dz. cyt.
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Z kwestig liczb pozaskonczonych Cantora wigzaty si¢ dwa, jednakowo wazne pojecia

® oraz liczby kardynalne®®. Opis, jak tworzy¢ liczby

(rodzaje liczb): liczby porzadkowe®®
porzadkowe, moze by¢ postrzegany jak instrukcja, wedlug ktérej moze by¢ wykonywana
okreslona procedura syntaktyczna. Przy czym zaktadamy, ze procedura taka wymaga czynnosci
tworczej lub odtworczej. Mozna zatozy¢, ze chodzi o czynnos¢, jaka nalezy wykonaé przy
odbieraniu i przyswajaniu informacji o konstrukcji — generowaniu — liczb porzadkowych.

Jednakze nalezy pamigta¢, iz Cantor jest autorem zardwno tych liczb, jak i przepisu na ich

konstrukcjeg.

Jak wskazuje Dadaczynski, konstrukt?®® pozaskonczonych liczb porzadkowych

zwigzany byt Sci§le ze zbiorami II gatunku, a wymyslony zostal przy okazji pracy nad

19 Wspotczesna definicja liczby porzqdkowej (ktorej autorstwo przypisywane jest Johnowi von
Neumannowi) brzmi nastepujaco: liczba porzqdkowa to zbidr przechodni, liniowo uporzadkowany przez relacje
bycia podzbiorem (). Innymi stowy, zbior & to liczba porzadkowa, jesli:

1. kazdy element & € @« jest podzbiorem a:

(v@ e a)(f Cal

2. kazde dwa (ro6zne od siebie) elementy zbioru a sag porownywalne w relacji =:
(vByeallf =y==F Cyvy cg).

Dla teorii bez aksjomatu regularnosci (jest to jeden z aksjomatdw teorii mnogosci ZF, ktory gwarantuje,
iz zaden zbior nie jest swoim wiasnym elementem) potrzebny jest postulat ufundowania (np. w przypadku ZFCy):

3. w kazdym niepustym podzbiorze zbioru o jest zawarty element £ —minimalny:
Az0==3cedlenA=0.

Por. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci, Warszawa 1966, 247; J. von Neumann, Zur
Einfiihrung der transfiniten Zahlen, ,,Acta Litt. ac Scientiarum r. Univ. Hung. Franc. Joseph., Sectio sc math” 1,
(1923), 199-208.

200 Wspétczesnie liczba kardynalna — innymi stowy moc zbioru — oznacza liczebnoéé (liczbe elementow)
tego zbioru. Dla okreslenia rownolicznosci dwoch zbiorow (tj. stwierdzenia, iz moce dwoch roznych zbiorow sa
réwne) stosuje si¢ metode porownywania poprzez ,,taczenie” elementow tych dwoch zbiorow w pary (dla dwoch
zbiorow A i B, w kazdej parze (a,b), element a nalezy do zbioru A, natomiast element b nalezy do zbioru B). Dla
zbiorow nieskonczonych nie ma innej metody stwierdzania ich rownolicznosci — w zbiorze nieskoniczonym nie
mozna zwyczajnie policzy¢ elementow.

Dla oznaczania liczby kardynalnej/mocy zbioru uzywa si¢ (do wyboru) nastgpujgce symbole: |4], n(4),
card(A), A lub #A4. Pierwszy symbol (przy odpowiednim kontekscie teoretycznym) oznacza w matematyce
réowniez wartos¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej lub modut liczby zespolonej. Cantor oznaczatl moc (liczbe
kardynalng) zbioru jako cos, co pozostaje po abstrahowaniu od jako$ci elementow danego zbioru i od ich porzadku,
z racji tego, ze byta to podwdéjna czynnos¢ abstrahowania (podwojny akt abstrakeji), dopasowal symbol A.

K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci..., dz. cyt., 94-96.

201 Nie mamy tu bynajmniej na my§li przedstawienia Cantora jako radykalnego konstruktywisty. Jednakze
po raz kolejny nie da si¢ uniknaé¢ $ladéw konstrukcjonizmu w samej jego praktyce matematycznej. Nie nalezy
zapomina¢, iz liczby porzadkowe — o ktérych wigcej za chwile — Cantor przedstawil przy pomocy zasad
generowania. Liczby porzadkowe sa wigc generowane w procesie umystowym (jest to proces oparty na
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artykutem z 1872 roku, tam tez zostat (cho¢ jeszcze nieformalnie i w sposob nie do konca jasny
i widoczny) przedstawiony?®?. Wtedy dotyczylo to zbiorow II gatunku, ktére (w
przeciwienstwie do zbioréw I gatunku) mialy z definicji nieskoficzenie wiele pochodnych?%,
Oznaczenia pochodnych nieskonczonych rzgdow bylo zwigzane z owymi symbolami
nieskonczonosciowymi, traktowanymi w 1872 roku przez Cantora jako poj¢cia ,,dialektycznie
generowane”. Jednakze w 1883 roku podaje on zasady generowania dla porzadkowych liczb
pozaskonczonych. W tym ogdlnym sensie, o ile w poczatkach teorii mnogosci Cantor moze

traktowac liczby pozaskonczone w sposob nominalistyczny (syntaktyczno-pojeciowy), o tyle

pozniej, w ramach podanych zasad generowania, wprowadza $lad konstrukcjonizmu. Pisze on:

postepowaniu wedtug podanych zasad), zarowno podczas wprowadzania ich (przez Cantora), jak i podczas
zapoznawania si¢ z nimi przez innych matematykow i przekazywania o nich wiedzy innym podmiotom. Jednakze
nalezy zwroci¢ uwage na to, ze o ile sam konstrukcjonizm (podkreslajacy procesy, w ktorych umyst matematyka
jest niezbedny dla wytwarzania matematycznej wiedzy) jest niejako czym$ naturalnym w obrebie praktyki
matematycznej, o tyle u Cantora wynika z wprowadzania przez niego — niekoniecznie w pelni intencjonalnie —
struktur.

202 por. z dwoma argumentami Dadaczynskiego na to, iz o pozaskonczonych liczbach porzadkowych
Cantora mozna juz mowi¢ w konteksScie artykutu z 1872 roku. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen
filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 38-39. Dadaczynski wskazuje
na dwa argumenty przemawiajace za tym, aby genezy liczb pozaskonczonych upatrywac wlasnie w tym okresie,
a nie dopiero w latach osiemdziesiagtych, gdy Cantor formalnie zaczat wprowadza¢ teoriomnogosciowe pojecia.
Pierwszym argumentem jest stwierdzenie Dadaczynskiego, iz ,,idei” liczb pozaskonczonych mozna szukaé juz (i
to w sposob tatwy do wykazania) w artykule Cantora z 1872 roku, ktory dotyczyl (ostatniego) uogodlnienia
twierdzenia o szeregach trygonometrycznych. Natomiast drugi argument dotyczy faktu, iz Cantor w pdzniejszych
pracach sam twierdzit, iz pomyst liczb pozaskonczonych (czy tez po prostu pozaskonczonej indeksacji zbiorow
pochodnych) pojawil mu si¢ wlasnie w trakcie pracy nad ostatnim uogdlnieniem twierdzenia o szeregach
trygonometrycznych. Cantor wprost pisat w przypisie w artykule z 1880 roku (usunietym w wydaniu zbiorowym
dziet Cantora redagowanym przez Zermelo), dotyczacym ciggu symboli nieskonczonosciowych (22 + 1, oo + 2,
...), ze pomyst porzadkowych liczb pozaskonczonych powstat w trakcie pisania artykutu dotyczacego twierdzenia
z zakresu szeregow trygonometrycznych. (,,Zu derselben bin ich vor nun zehn Jahren gelangt, bei Gelegenheit
einer eigethiimlichen Darstellung des Zahlenbegriffs (Math.Ann. 5) habe ich entfernt darauf hingewiesen”. J.
Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora..., dz. cyt., 39 przyp.130.). Nastepnie potwierdzit to stanowisko w liscie do wydawcy: ,,Unter Anderm ist
es ein grosser Irrthum der Herrn Recensenten, wenn er glaubt, dass dasjenige, was ich friiher
Unendlichkeitssymbole jetzt aber transfinite oder {iberendliche Zahlen nenne, nur dort gebraucht werden konne,
wo diese Begriffe historisch zuerst aufgetreten und von mir entdeckt worden sind, ndmlich bei den verschiedenen
Ableitungen

ok
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einer beliebigen Punktmenge P"”. G. Cantor, List do G. Mittag-Lefflera z dn. 20.10.1884, ,,Nachlaf} Georg
Cantors, Niederséchsische Staats und Universitétsbibliothek™ 16, (1884), 3; J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje
zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 39 przyp.130.

203 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 98.
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,2Dwie zasady tworzenia, za pomocg ktoérych, jak zobaczymy, definiuje si¢ nowe,
okreslone liczby nieskonczone, sg tego rodzaju, ze przez ich potaczone dziatanie mozna

przetamaé kazda bariere w pojeciowym tworzeniu liczb catkowitych rzeczywistych”?%4,

Zauwazmy, ze Cantor, piszac o ,,pojeciowym tworzeniu”, opisuje proces wykonywany
przez umyst (nawet jesli chodzi o same odtwarzanie). O trzeciej zasadzie generowania wyraza
si¢ nastepujaco: ,,przeciwstawia si¢ im trzecia zasada, ktérg nazywam zasadg zahamowania lub
ograniczenia, zgodnie z ktorg na absolutnie niekonczacy si¢ proces formowania naktadane sg

sukcesywnie pewne granice”?%,

Pisze on o niekonczqgcym sie procesie formowania 1 naktadaniu granic. Nawet jesli
chodzi o procesy umystowe wykonywane w obrebie danych wczesniej poje¢, zasady
generowania podane przez Cantora okreSlajg praktyke matematyczng w zakresie ich
zdefiniowania, rozumienia oraz umystowego odtwarzania. Mozna wigc stwierdzi¢ przejawy

konstrukcjonizmu u Cantora w budowaniu i rozwijaniu jego teorii mnogosci.

Ogolnie rzecz biorac, liczby porzadkowe pozwalaty Cantorowi rozszerzy¢ w bardzo
oczywisty (tj. bez problematyzacji strony techniczno-formalnej) sposob pojecie 1 zbidr liczb
naturalnych N. Bylo to mozliwe dzigki nastepujgcemu podziatlowi liczb (rowniez liczb

pozaskonczonych) na klasy:

(1) ,,pierwsza klasa liczb” to skonczone liczby porzadkowe zbioru N liczb
naturalnych;
(2) ,,druga klasa liczb” to ® i1 wszystkie nastepne liczby (w tym «® i1 inne), z

policzalnym zestawem poprzednikow?%;

204 Die beiden Erzeugungsprinzipe, mit deren Hilfe, wie sich zeigen wird, die neuen bestimmt
unendlichen Zahlen definiert werden, sind solcher Art, da3 durch ihre vereinigte Wirkung jede Schranke in der
Begriffsbildung realerganzer Zahlen durchbrochen werden kann”. G. Cantor, Uber unendliche lineare
Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21
(4), 545-591)..., dz. cyt., 166-167.

205 oliicklicherweise stellt sich ihnen aber, wie wir sehen werden, ein drittes Prinzip, welches ich das
Hemmungsoder Beschrinkungsprinzip nenne, entgegen, wodurch dem durchaus endlosen Bildungsprozef3
sukzessive gewisse Schranken auferlegt werden, so dall wir natiirliche Abschnitte in der absolut unendlichen Folge
der realen ganzen Zahlen erhalten, welche Abschnitte ich Zahlenklassen nenne”. G. Cantor, Uber unendliche
lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische
Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 167.

208 Ten warunek byt zaproponowany z powodu twierdzenia Cantora-Bendixsona, a raczej przez problem
z jego udowodnieniem, por. J. Ferreiros, The Early Development of Set Theory, w: The Stanford Encyclopedia of
Philosophy, red. E. N. Zalta, 2020. Dzigki niemu Cantor mogt pokaza¢, ze nie ma mocy posredniej pomiedzy
licznoscig ,,drugiej klasy liczb” a liczno$cia N. Piszemy ze: card(N) = K0, oraz card(R) = XI.
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(3) ,.trzecia klasa liczb” to wszystkie pozaskonczone liczby porzadkowe, ktorych zbior
poprzednikow ma licznoéé &,2°7;
itd.

W ten spos6b mozna tworzy¢ coraz wyzsze ,.klasy” liczb w nieskonczono$é¢?%,

Zasady generowania liczb pozaskonczonych mozna ujaé¢ w skrécie, jak ponize;j:

e istnicje a + 1 dla dowolnej liczby a;
e istnieje liczba b, ktora nastepuje bezposrednio po dowolnym ciggu liczb bez
ostatniego elementu®®®,
Po wszystkich liczbach skoficzonych mamy wigc pierwsza liczbg pozaskonczong o.
I tak, jesli przez (1) mamy ciag:
SOotlo+2,...,0+n, . .7,
to mozemy przej$¢ do wyrazenia

ot o= o-2.

Prawa strona rownania w koncu dojdzie do ®- w, po czym stopniujemy wyrazenie o".

Tak dochodzimy do nieskonczonego ciggu liczb pozaskonczonych:

207 Die erste Zahlenklassen (I) ist die Menge der endlichen ganzen Zahlen 1, 2, 3, ..., v, ..., auf sie folgt

die zweite Zahlenklasse (II), bestehend aus gewissen in bestimmter Sukzession einander folgenden unendlichen
ganzen Zahlen; erst nachdem die zweiten Zahlenklasse definiert ist, kommt man zur dritten, dann zur vierten usw”.
G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 166-167. , Pierwsza klasa liczb (I)
to zbior skonczonych liczb catkowitych 1, 2, 3, ..., v, ..., po ktdrych nastepuje druga klasa liczb (1), sktadajaca sie
z pewnych nieskonczonych liczb catkowitych nastepujacych po sobie w pewnej sukcesji; dopiero po
zdefiniowaniu drugiej klasy liczb dochodzi si¢ do trzeciej, potem do czwartej itd.”.

Licznos$¢ tej nowej (trzeciej) klasy liczb wynosi X,. Uzyta notacja alef zostala wprowadzona przez
Cantora dopiero w 1895 roku. Por. G. Cantor, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math.
Annalen 46, 481—512; 49, S. 207—246), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen
Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1895, 282-356.

208 Tstotne jest, iz liczby porzadkowe i kardynalne dopiero w peti rozroznia¢ dopiero w nieskoficzonosci.
W zbiorze liczb naturalnych to praktycznie te same liczby (naturalne). Por. ,,Bei endlichen Mengen fallt die
Michtigkeit mit der Anzahl der Elemente zusammen, weil solche Mengen in jeder Anordnung bekanntlich dieselbe
Anzahl von Elementen haben. Bei unendlichen Mengen hingegen war bisher tiberhaupt weder in meinen Arbeiten
noch sonst wo von einer prizis definierten Anzahl ihrer Elemente die Rede, wohl aber konnte auch ihnen eine
bestimmte, von ihrer Anordnung vollig unabhingige Michtigkeit zugeschrieben werden”. G. Cantor, Uber
unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre
(Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 167.

209 Por, z interpretacjg ,,zasad generowania” liczb pozaskofczonych Cantora w: J. Ferreirés, The Early
Development of Set Theory..., dz. cyt. Inne sformutowanie zasad generujacych znajdziemy w propozycji: 1. Jane,
The Role o fthe Absolute Infinite in Cantor’s Conception of Set, ,,Erkenntnis” 42, (1995) nr 3, 394-395. Oryginat:
G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 166—170.
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ot+tl,o+2,..,0+tn .,0teo=02, .. ,0non+l,..., 050 +1,...,0%.."%0

Ilekro¢ pojawia si¢ cigg bez ostatniego elementu (tj. nieskonczony ciag elementoéw),
mozna przej$¢ dalej i przeskoczy¢ poziom wyzej. Jak zaznacza Cantor — jest to mozliwe dzieki
»irzeciej zasadzie generowania”, ktora stanowi w pewnym sensie zasad¢ ograniczajaca czy tez
hamujacg nieskonczony proces (w danym zbiorze) po to, aby przejs¢ do nastepnego procesu (w

innym zbiorze)?!.

Jesli chodzi o trzecig zasade (Hemmungsprinzip), sprowadza si¢ ona do ,,uznania
wszystkich liczb poprzedzajacych a (trzecia klasa liczbowa) za zbidér o mocy rownolicznej z
pierwsza klasg liczbowa (klasa liczb porzadkowych skonczonych)”?'?. Innymi stowy, Cantor
wprowadzit zasadg, w mysl ktorej: ,,nowa liczbe porzadkowa mozna utworzy¢ jedynie wtedy,

kiedy zbior liczb ja poprzedzajacych ma dobrze okreslong moc”?2,

Sama ,.konstrukcja” czy tez ,,zawarto$¢” pojecia pozaskonczonej liczby porzadkowej
byta wprowadzona i uzywana przez Cantora juz wczesniej, na poczatku lat siedemdziesiatych
XIX wieku, dlatego tez sam symbol liczby pozaskonczonej nie zmienit nic w tresci. Liczba
pozaskonczona w umysle Cantora pojawita si¢ 1 funkcjonowata pod postacig zwyktych symboli
nieskonczono$ciowych, a nawet — jak sam zreszta twierdzil — zostala ,,odkryta” przy okazji
pracy nad tematem niezwigzanym na pierwszy rzut oka z teorig mnogosci. Mozna wigc w tym
momencie nawigza¢ do stosunku Cantora odnos$nie do liczb i punktéw/zbiorow oraz zaleznosci

miedzy nimi.

Praca doktorska Cantora dotyczyta jeszcze teorii liczb, natomiast w 1872 roku zmienit
on badanie samej dziedziny liczbowej na prace nad zbiorami punktowymi. Nie wiadomo, czy
je utozsamiat, czy moze traktowatl jako zamienne poj¢cia, byty (nie wyrazil tego wystarczajaco
wyraznie), ale ewidentnie zdefiniowal owe zbiory punktowe jako liczby. Nie ustalit jednak
ostatecznie formalnego stosunku liczb do elementow/zbioréw (i na odwro6t), chociaz mogt

uwazaé, ze matematyka jest oparta na teorii mnogosci — a wiec ze elementy zbiordw,

210 3, Ferreiros, The Early Development of Set Theory..., dz. cyt.

21 G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 166-169. Wiecej o zasadzie
ograniczania (Hemmungsocier Beschrdankungsprinzip) dla zbioréw liczb pozaskonczonych, pisze J.W. Dauben,
Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite, Princeton, New Jersey 1979, 98.

212 p, Markiewicz, Georga Cantora filozofia nieskoriczonosci = Georg Cantor’s Philosophy of Infinity,
,,Humanistyka i przyrodoznastwo” 10, (2004), 64.

23 K. Wojtowicz, O hipotezie Continuum, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” XXII, (1998), 39.
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podstawowe czastki, buduja cata matematyke. W zwiagzku z tym nalezy uznaé wskazany aspekt
pracy Cantora za charakteryzujacy jego praktyke matematyczng. Chodzitoby gtownie o owo
podejscie, ktore przez caly czas uprawiania przez Cantora matematyki rozwijalo si¢, jednak nie
bylo postawione jasno i wprost. Wprawdzie Dadaczynski twierdzi, ze Cantor odnidst si¢ do

pytania o definicje liczby?'*

, a takze wiemy, ze uwazal, iz teoria mnogosci (a wiec zbiory),
stanowi podstawe catej matematyki, to jednak nie wypowiedziatl si¢ w sposéb formalny o
stosunku liczb i zbiorow. Mozna wiec sadzi¢, ze albo traktowat obydwa pojecia jako —
wzglednie — pierwotne 1 oczywiste, albo podchodzil do nich w sposob intuicyjny, traktujac je
jako pojecia pierwsze, jako bardziej podstawowe uwzgledniajac najpierw liczby, a pozniej
zbiory/elementy. O ile jednak podstawy teorii mnogosci na samym poczatku mégt rozumiec
czesciowo intuicyjnie, o tyle pojecie liczby powinno by¢ dla niego — jak dla Weierstrassa —
przyjmowanym bez pytan, ,,bytem”. Aby przyjac jakie§ stanowisko w tej sprawie, mozna po
prostu zalozy¢, iz zarowno liczby, jak i zbiory byly przez Cantora traktowane wymiennie.

Mogly (pod pewnymi warunkami) by¢ dwoma reprezentacjami tej samej matematycznej

podstawowej jednostki.

Formalne wprowadzenie liczb pozaskonczonych bylo bardzo kontrowersyjne dla
wigkszo$ci jemu wspotczesnych matematykow?™®, a byé moze rowniez dla innych naukowcow,
cho¢ sama nieskonczono$¢ potencjalna byla pojeciem szeroko wykorzystywanym i
traktowanym jako niekontrowersyjne juz od czasOw Arystotelesa. Dla Cantora jednak wtasnie
liczby pozaskonczone, z calg zawarto$cig tego pojecia (a nie jedynie ich formalno-
nominalistyczne symbole), pelily bardzo wazne funkcje. Nalezy pamigtaé, ze oprocz
przedtuzenia liczb naturalnych, ktore Cantor przyjmowat jako oczywiste byty w matematyce
(bez szczegdlnego zaznaczania, iz s to tylko symbole), liczby pozaskonczone wyrazaty nowe
tresci (nieskonczono$¢ aktualng), ktorej istnienie Cantor uzasadniat rowniez filozoficznie oraz

teologicznie. Stad mozemy stwierdzi¢, iz uwazal za realng tres¢ symboli, okreslajacych

214 Cantor nazywat ciggi podstawowe wielko$ciami liczbowymi (Zahlengrdfen), jesli mozna byto miedzy
nimi wprowadzi¢ relacj¢ mniejszosci, rownosci badz wigkszosci. Por. G. Cantor, Das Script der Vorlesung uber
Differentialrechnung vom Sommersemester, ,Nachlap Georg Cantors. Niedersdchsische Staats und
Universitétsbibliothek™ 16, (1870), 3; cyt. za: J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w
kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 44.

215 Jak na przyktad dla wspomnianego wcze$niej Kroneckera. J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze
zatozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 2, ,,Studia Philosophiae Christianae” 39, (2003) nr 2, 273-302.
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wielkos$ci liczbowe, nawet jesli owa tres¢ mialaby by¢ jedynie pewna ,,wielko$cig liniowa”

(lineare Grossenbegriffe)?®.

Jesli za$ chodzi o liczby pozaskonczone, ta tres¢ zdaje si¢ miata podwdjne znaczenie
(tj. dwa konteksty) — wielkos$ci liniowej majacej prawdopodobnie zwigzek z pogladowoscia
Cantora na temat mozliwos$ci postrzegania liczb rzeczywistych jako punktow na prostej (a wigc
mogacej nawigzywaé do teorii stosunkoéw wielkosci Eudoksosa-Euklidesa) oraz aktualnej
nieskonczono$ci (istniejgcej aktualnie nieskonczonosci ,,wielkiej”, jaka reprezentowaty
pozaskonczone liczby kardynalne i1 porzadkowe, oraz tej ,,malej”, reprezentowanej przez
wielkos$ci nieskonczenie mate, jakim Cantor przeciwstawiat zbudowane liczby pozaskonczone,

poniewaz uwazat ze istnieja one jedynie w sposob potencjalny)?’.

Konstruowanie i dekonstruowanie obiektow

Zbiory potggowe

Ponizej opiszemy kilka pomniejszych przypadkoéw obiektow matematycznych, ktore
pokaza, iz oprocz takich argumentéw, jak ztozonos$¢ konstruowanych struktur czy kwestia
bezposredniej intencjonalnosci towarzyszacej ich konstruowaniu, istniejg tez inne powody, aby
uwzgledni¢ umystowe czynno$ci matematycznego podmiotu jako zrodlo rozwoju
matematycznej wiedzy. Chodzi tu o tzw. dekonstruowanie, w wyniku ktoérego otrzymujemy
nowe obiekty poprzez pozbawienie ich wczesniejszych wlasciwosci (jakimi sg liczby
kardynalne, ale 1 zbior pusty). Aby podkresli¢ 6w proces dekonstrukcji, przedstawimy najpierw
prosta  konstrukcje zbiorow potegowych, jakimi Cantor rozpoczal rozwazania

teoriomnogosciowe (w kontekscie analitycznego problemu reprezentacji funkcji przez szereg).

Jak juz zostato wspomniane, mozna uwazac, ze Cantor nie definiowat w prosty sposob
obiektéw teoriomnogosciowych, a konstruowal je przy pomocy skomplikowanych, w
wiekszo$ci pojeciowo-syntaktycznych operacji. Pytanie o to, jak owe operacje wplywaty na
zaistnienie matematycznych obiektow (badz jakakolwiek ich wiasciwos¢) w sferze

intersubiektywnej badz transsubiektywnej, rozumianych wedtug podejscia Cantora, wydaje si¢

216 Por. G. Cantor, Letter from Cantor to Kerry, February 4, 1887, w: Georg Cantor Briefe, red. H.
Meschkowski, W. Nilson, Berlin, Heidelberg, New York 1887, 275-276; P. Ehrlich, The Rise of non-Archimedean
Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes,
,,Arch. Hist. Exact Sci.” 60, (2006), 29.

27 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische

Kritik 91, 81-125), w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo,
Berlin 1887, 378-439.
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jednak wykracza¢ poza niezbedna, wewnetrzng perspektywe. Mozna to zauwazy¢ na
przyktadzie konstruowania nieskonczonos$ciowego iloczynu zbioréw pochodnych, gdzie
symbol nieskonczonosci byt — podobnie jak w przypadku granic ciggow — symbolem
przypisanym uogolnieniu i ,wzigciu w cato$¢” nieskonczonego procesu operowania
symbolami. W tym sensie jest mozliwa konstrukcja obiektow nieskonczonych przy pomocy

skonczonych procedur.

Cantor definiowal zbi6r pochodny P’ bardzo prosto — byt to zbidr wszystkich punktow
skupienia zbioru P?!8, Od zbioru pochodnego P’, o ile byl on dalej nieskofczony (gdy byt
skonczony, jego zbidr pochodny miat moc 0), mozna byto tworzy¢ nastepny zbior pochodny
(P, ktory byt zbiorem pochodnym zbioru P’). Powtarzajac procedurg, mozna bylo otrzymac

dalsze zbiory pochodne:
PP P .

W artykule z 1879 roku Cantor zdefiniowatl zbiory drugiego (II) gatunku. Zbiory te
definiowat, podobnie jak wczesniej, w opozycji do zbiordw pierwszego (I) gatunku. O ile — jak
sam tlumaczyt — w zbiorach I gatunku dochodzimy w ciggu pochodnych do takiej pochodne;j
P™_ ktora nie ma punktéw skupienia (poniewaz ma skoficzong liczbe punktéw), to w zbiorach
II gatunku szereg pochodnych nie zostaje przerwany — nie ma takiej pochodnej P™, ktora

bytaby ostatnia pochodna, tj. zbiorem o skonczonej liczbie punktow?*°.

Stad odnosnie do zbioréw II gatunku matematyk z Halle stwierdzil, ze mozna poda¢

przyktady takich zbiorow, dla ktérych kazdy zbior pochodny P™, przy kazdym naturalnym »

218 | Es ist nun ein bestimmtes Verhalten eines jeden Punktes der Geraden zu einer gegebenen Menge P,

entweder ein Grenzpunkt derseiben oder kein solcher zu sein, und es ist daher mit der Punktmenge P die Menge
ihrer Grenzpunkte begrifflich mit gegeben, welche ich mit P’ bezeichnen und die erste abgeleitete Punktmenge
von P nennen will”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—-132)..., dz. cyt., 98.

219 Hier kann es nun vorkommen, daB der Progrep der Ableitungen P’, P, ... zu einer Ableitung P™

fiihrt, welche aus Punkten besteht, die in jedem endlichen Bereiche nur in endlicher Anzahl vorkommen, so daf
P™ keine Grenzpunkte und folglich auch keine Ableitung hat; in diesem Falle sagen wir von der Punktmenge P,
dap sie von der ersten Gattung und von der nten Art si¢. Bricht aber die Reihe der Ableitungen von P, die Reihe
P’ P .., P™ _ . nichtab, so sagen wir, daf} die Punktmenge P von der zweiten Gattung sie”. G. Cantor, Uber
unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 1 (Mathematische Annalen 15 (1), 1-7)..., dz. cyt., 140.

79



220

jest niepusty“=”. Wtedy przecieciem (cze$cia wspolng) wszystkich tych pochodnych zbiorow

jest P} tj. pochodna numer oo:

[a]

ﬂpﬁﬂ: p=,

n=1

W ten sposob Cantor po raz pierwszy wprowadzit formalnie aktualng

221

nieskonczono$¢“*. Owa nieskonczonos¢ pozwolita rozr6zni¢ dwa rodzaje zbioréw — I gatunku

1 II gatunku.

Zbiory pierwszego gatunku byty zbiorami nieskonczonymi, gdzie dla kazdego zbioru

X zawsze istniala taka liczba naturalna n, ze n-ta pochodna zbioru X, X™ byla zlozona ze
skoficzonej liczby punktow, a wiec juz nie istniata pochodna X™**. Jesli za$ chodzi o zbiory

drugiego gatunku, Cantor nie zdefiniowat ich formalnie (przynajmniej na poczatku) wprost.
Jednak zgodnie z prawem wytaczonego srodka mozna tatwo wywnioskowac, ze w przypadku

kazdego zbioru II gatunku Y nie istnieje zadna liczba naturalna n, taka ze ¥™ ma skonczong

liczbe punktow??2.

W tym miejscu mozna stwierdzi¢, ze Cantor opisat nieskonczone byty (zaleznos$ci)
matematyczne, zanim je matematycznie zdefiniowat (a czasem pomimo ich
niezdefiniowania)m tak jakby mial do nich bezposredni, mentalny dostep, jakby je
bezposrednio ,,odbieral”. Mogto to zaleze¢ zarowno od czynnikow psychologicznych, ale

przede wszystkim mogly mie¢ na to wplyw heurystyczne elementy zatozen filozoficznych

220 Trywialnym przykladem jest zbior liczb wymiernych w przedziale [0,1] (P = Qjouy); wtedy
otrzymujemy: P '=[0,1]=P '". W. Ewald, From Kant to Hilbert: A source book in the foundations of mathematics,
Oxford 1996, t. 2.

22 G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3),
355-358)..., dz. cyt., 147.

222 Cantor w ten sposdb opisal rozréznienie zbiordw na dwa gatunki: , Es wird also bei dieser
Auffassungsweise das Gebiet aller Punktmengen bestimmter Art als ein besonderes Genus innerhalb des Gebietes
aller denkbarren Punktmengen betrachter, von welchem Genus die sogenannten Punktmengen vter Art besondere
Art ausmachen” G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reichen,
1872, w: GA s. 92—-102, (s. 98). Por. réwniez z pdzniejsza definicja. ,, Hier kann es nun vorkommen daf der Progef
der Ableitungen P’, P”’, ... zu einer Ableitung P™ fiihrt, welche aus Punkte besteht, die in jedem endlichen
Bereiche nur in endlicher Anzahl vorkommen, so daB P™ keine Grenzpunkte und folglich auch keine Ableitung
hat, in diesem Falle sagen win von der Punktmenge P, daf sie von der ersten Gattung und von der nten Art si¢.
Bricht aber die Reihe der Ableitungen von P, die Reihe P’, P’’, P’”’, ..., P™, .. nicht ab, so sagen wir, daf die
Punktmenge P von der zweiten Gattung si¢ ”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 1
(Mathematische Annalen 15 (1), 1-7)..., dz. cyt., 140.
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platonizmu Cantora (,,widze umystem, wigc co$ odkrywam™)?23, Cantor utozsamil dziatalno$é
umystu z widzeniem, poniewaz zaktadat platonizm. Zatem narzucil na swe dzialania takg ramg¢

interpretacyjna, ktéra uwydatnita aspekty platonskie, a ukryta aspekty konstrukcyjne.

Jednakze mozna tu réwniez zauwazy¢ pewna wewngtrzng, wymagajaca decyzyjnych
aktow podmiotu, konstrukcje, na jakiej opieral Cantor uznanie istnienia nieskonczonosci
aktualnej w matematyce. Decyzja o przypisaniu okreslonego symbolu nieskonczonej operacji
(lub nieskonczonemu ciggowi operacji) wywodzi si¢ bezposrednio z proby ujecia w calos¢
tychze nieskoficzenie wielu czynnosci. W tym kontekscie mozemy podkresli¢ istotng role
dziatalno$ci ludzkiego umystu dwojako: po pierwsze, jako miejsce tworzenia 1 odtwarzania
pewnego rodzaju prostych konstrukcji (jakimi sg kolejne, poczatkowe iloczyny mnogosciowe
na zbiorach potggowych), a takze jako rodzaj decyzyjnego centrum, kierujgcego operacjami.
Spostrzezenie to jest zgodne z perspektywa, ze matematycy konstruuja nowe obiekty nie tylko

W sposob czysto jezykowy.

Liczby kardynalne

Kolejnym przyktadem tego, iz w praktyce matematycznej Cantora mozemy znalez¢

obiekty, ktore nie sa dane w swej istocie (a wiec nie sa bezposrednio zdefiniowane)??*

, ajedynie
okreslone poprzez okreslone wtasnosci 1 relacje, sg liczby kardynalne — zaréwno te skonczone,
jak 1 nieskonczone. Jednakze w przypadku tych liczb mamy do czynienia niejako z procesem
odwrotnym niz w przypadku liczb porzadkowych. O ile liczby porzadkowe konstruuje si¢

wedhug podanych w tym celu zasad ich generowania, o tyle liczby kardynalne otrzymuje si¢

223 Jak wspomina Dadaczynski, Herbert Meschkowski opowiadajacy si¢ za platonizmem wskazywat, ze
Cantor twierdzil, iz ,,miat wizje liczb pozaskonczonych”, jeszcze przedtem niz je definiowat. Por. J. Dadaczynski,
Ontologiczne i poznawcze zalozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 2..., dz. cyt., 279; H. Meschkowski,
Mathematik und Realitdt bei Georg Cantor, ,,Dialectica” 29, (1975), 55-70. Faktycznie, platonizm matematyczny
(platonizm w filozofii matematyki) to kierunek, ktory zaktada, iz obiekty matematyczne realnie istnieja, tak jak
istniejg elektrony czy planety. A zatem twierdzenia o nich sg prawdziwe ze wzglgdu na ich istnienie 1 whasciwosci.
Tej platonistycznej, matematycznej rzeczywistosci nie da si¢ tworzy¢, mozna ja tylko odkrywac. Por. @. Linnebo,
Platonism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt. W niniejszej pracy, cho¢ nie krytykuje si¢ poszczegdlnych
kierunkéw tradycyjnej filozofii matematyki, probuje si¢ jednak znalez¢ migdzy nimi oraz wspotczesnymi trendami
pewne — cho¢ w czgsci — wspodlne stanowisko. Wydaje sig, ze takowego mozna poszukiwaé¢ m.in. we
wspolczesnych propozycjach strukturalizmu. W strukturalizmie przyjmuje si¢, iz zasadniczy kontekst matematyki
opisujg dwa najwazniejsze (ogélne) stwierdzenia: ,,matematyka jest ogolnym badaniem struktur” oraz ,,mozemy
oderwac¢ si¢ od natury obiektow, ktdre tworza te struktury”. W kontek$cie niniejszej pracy drugie stwierdzenie
niekoniecznie zawsze musi by¢ prawdziwe. Chodzi przede wszystkim o to, ze nie zaktadamy, iz cata matematyka
polega jedynie na rozpatrywaniu samych wzorcow, z calkowitym abstrahowaniem ich od jakichkolwiek
wlasciwosci bytdow matematycznych (rozumianych w szerokim sensie). Inng proba zwiazania zagadnien
tradycyjnej filozofii matematyki z PMP (filozofig praktyki matematycznej) jest propozycja konstrukcjonizmu
epistemicznego, jak i ontologicznego, pragmatycznego realizmu obiektow matematycznych.

224 A. Gupta, Definitions..., dz. cyt.
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poprzez tzw. dekonstrukcje (abstrahowanie od wtasciwosci i relacji). Ponizej opiszemy, jak ta

dekonstrukcja przebiega, oraz nakreslimy réwniez kontekst tych liczb.
W 1884 roku, Cantor opisuje liczb¢ kardynalng nastepujaco:

,»Przez licznos¢ lub kardynalno$¢ zbioru M (sktadajacego si¢ z dobrze wyodrgbnionych,
pojeciowo odrgbnych elementow m, m'... i w tym zakresie okre§lonych i ograniczonych)
mam na myS$li termin ogo6lny lub rodzajowy (uniwersalny), uzyskany przez
abstrahowanie zbioru zardwno z natury jego elementow, jak 1 z wszelkich relacji, jakie
te elementy maja, czy to miedzy sobg, czy z innymi rzeczami, w szczegdlnosci rowniez
poprzez abstrahowanie od porzadku, ktéory moze panowaé wsérod elementow, i

rozwazanie tylko tego, co wspolne wszystkiemu, co rownowazne M2,
Natomiast w pracy z 1895 roku, twierdzi:

,Liczbe kardynalng M nazywamy pojeciem og6lnym, ktére wylania si¢ ze zbioru M za
pomoca naszej zdolnos$ci aktywnego myslenia, abstrahujgc od natury jego réznych

elementéw m i od porzadku, wedtug ktérego sa dane”?2%.

Pomimo iz obydwie definicje nie sg takie same (zmienily si¢ tez na przestrzeni czasu),
mozna zauwazyC¢ z tatwoscig, ze w obu mowa o abstrahowaniu zbioru od natury jego
elementéw oraz od relacji. Co prawda w drugiej definicji Cantor uscisla, ze chodzi o relacje
porzadku, a w pierwszej nie do konca wiadomo, o jakie relacje chodzi i pomigdzy czym.
Jednakze istota, jakg chcemy w niniejszym podrozdziale wskazaé, jest pewna dekonstrukcja.
W dodatku dekonstrukcja, przeprowadzana przy pomocy ,,zdolnosci aktywnego myslenia”

podmiotu. Rzeczywiscie owa dekonstrukcja ma miejsce — jest to zauwazalne w sposob

225 por. ,, Unter Michtigkeit oder Kardinalzahl einer Menge M (die aus wohlunterschiedenen, begrifflich
getrennten Elementen m, m’... besteht und insofern bestimmt und abgegrenzt ist) verstehe ich den
Allgemeinbegriff oder Gattungsberiff (universal), werchen man erhilt, indem man bei der Menge sowohl von der
Beschaffenheit ihrer Elemente, wie auch von allen Beziehungen, welche die Elemente, sei es untereinander, sei es
zu anderen Dingen haben, also im besondern auch von der Ordnung, welche unter den Elementen herrschen mag,
abstrahiert und nur auf das reflektiert, was allen gemeinsam ist, die mit M &quivalent sind ”. G. Cantor, List do K.
Lapwitza z 15.02.1884, w: Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E.
Zermelo, Berlin 1932, 387. Dadaczynski wskazuje, iz w tamtym okresie Cantor zaczal juz uzywac¢ zamiennie
pojec: ,,moc zbioru” oraz ,,liczba kardynalna zbioru”. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych
w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 57. Dotatkowo nalezy zauwazy¢, ze w pracach
z lat 1895/97, Cantor zaczal wspomagac si¢ terminologia wprowadzong przez Dedekinda (tu np. Dinge).

226 por, ,, Michtigkeit oder Kardinalzahl von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit Hilfe
unseres aktiven Denkvermdgens adurch aus der Menge M hervorgeht, da von der Beschaffenheit ihrer
verschiedenen Elemente m von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert wird”. G. Cantor, Beitrdge zur
Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512; 49, S. 207—246)..., dz. cyt., 282.
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oczywisty 1 bezposredni — a w dodatku podkresla ona rolg matematycznego podmiotu w

tworzeniu, jak rowniez odtwarzaniu matematycznej wiedzy.

Zbior pusty
Innym przyktadem obiektu, jaki w praktyce matematycznej Cantora moze sprawiaé
wrazenie dekonstruowanego, jest zbior pusty. Chociaz obok granic ciggéw zbidr pusty moze
by¢ rowniez przykladem stanowiska quasi-nominalizmu, przypisywanego przez
Dadaczynskiego matematykowi z Halle, to stanowi on roéwniez w pewnym aspekcie przyktad
konstrukcjonizmu Cantora. Ponizej zostanie przeanalizowana definicja zbioru pustego, na
podstawie ktorej] mozemy rozumie¢ ten zbior jako obiekt otrzymywany poprzez negatywne

zdefiniowanie wewnetrznej wlasciwosci istnienia elementow w zbiorze.

Cantor ujal t¢ definicje nastepujaco: ,,wybieramy znak 0; P = 0 oznacza, ze zbidr P nie

zawiera ani jednego punktu, czyli méwiac $cisle, nie istnieje jako taki”??’.

Mozna zauwazy¢, ze Cantor zaczyna definicj¢ od samego symbolu 0. Nastepnie,
przypisujac znakiem réwnania symbolowi P, symbol 0, thumaczy, iz oznacza to, ze zbior P nie
zawiera zadnego punktu (tj. do zbioru P nie nalezy zaden element). W zwigzku z powyzszym
Cantor wychodzi od zbioru wilasciwego, by nastgpnie — definiujgc zbior pusty — przejs¢ do
wykluczenia podstawowe] wlasnosci, definiujacej zbiory w ogdle (tj. wiasnosci nalezenia

elementéw do zbioru czy tez whasnosci posiadania elementow przez zbior).

Podobnie Cantor definiowal zbiory II gatunku czy samg nieskonczono$¢ — rowniez
korzystal z opisu polegajacego na wyjasnianiu, jakiej wlasciwosci dany obiekt (lub dana
struktura) nie posiada, w przeciwienstwie do obiektu (struktury), jaki dang wtasciwos¢ posiada.
Tak samo zreszta definiowat liczby kardynalne oraz tak przedstawit wlasnos¢ zupetosci — jako
wiasno$¢ niebedacg w posiadaniu zbioru 4 (zbioru liczb wymiernych). Mozna przypuscié, ze
Cantor w ten sposOb konstruowat takie obiekty (struktury, wiasciwosci), do ktorych tresci nie
miat bezposredniego dostgpu. Innymi stowy, nie byt pewny ich statusu ontologicznego — w
przypadku liczb porzadkowych jego przepis na ich konstruowanie byt przepisem wprost, jednak
dotyczyl gltownie potencjalnej mozliwosci ich otrzymywania, nie definiowal za$§ petnej,

gotowej 1 nieskoficzonej struktury.

227 wir wichlen dazu den Buchstaben 0; P = 0 bedeutet also, dap die Menge P keinen einzigen Punkt

enthilt, also streng genommen als solche gar nicht vorhanden ist”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 146.
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Podsumowujac: we wszystkich omawianych powyzej konstrukcjach, mamy do
czynienia z pewnymi obiektami matematycznymi, ktére wymagaja pewnego intencjonalnego
zaangazowania podmiotu w ich opis i w ich umystowa konstrukcje. Nie zawsze sg to proste,
nieskomplikowane definicje, dajace dostgp do istoty matematycznych obiektow badz w
jakikolwiek sposob objasniajace te¢ istote. W definicjach tych chodzi raczej o zaleznosci
logiczne (o pewne zasady) ustalone dla poje¢ oraz migdzy pojeciami. Ale rdwniez o ujgcie
aspektow funkcjonalnos$ci, stosowalnosci (tj. znaczenia), jak i mozliwosci konstrukeyjnych (.

natury) dla matematycznych obiektow.

Watek myslenia wizualnego proponowanego przez Giaquinto oraz jego propozycja
mozliwosci uchwycenia struktury zostanie szerzej oméwiona w rozdziale dyskutujacym Tezg
I. Jednak juz teraz mozna wspomnie¢, jako jeden z wnioskow tego podrozdziatu, ze obiekty
przedstawione przez Cantora nie umozliwiaja przypuszczenia, iz  definiowat je po
doswiadczeniu ich naocznosci — ze miatl ich bezposredni lub nawet posredni oglad. Mamy tu
na mysli to, co Giaquinto rozumie przez wizualne uchwycenie struktury lub poprzez

wytworzenie jej ,,obrazu” w procesie skanowania®?®.

Dla Cantora mogloby to by¢
subiektywnym potwierdzeniem odkrywania matematyki, jednak w perspektywie przyjete] w
niniejszej pracy byloby to raczej zwigzane z wyobraznig wizualng i reprezentacjami, jakie owa

wyobraznia moze wytwarzac.

Nie oznacza to, iz Cantor nie odwolywal si¢ w ogole do intuicji, czy S$cislej — do
reprezentacji wizualnych??. Jak wspominali$émy na poczatku, zaktadamy Ze myslenie wizualne
towarzyszy — w mniejszym lub wiekszym stopniu oraz z wigkszg lub mniejsza swiadomoscia,
jak 1 pozytkiem — procesowi poznawczemu kazdego matematyka. Jednakze w przypadku
analizy (a wigc w przypadku konstrukeji R), jak i w przypadku znacznej czgsci teorii mnogosci
mozna si¢ przychyli¢ do tego, iz Cantor kontynuowat program Weierstrassa®®’, jak i do tego,

231

ze byt — przynajmniej w czgséci swoich $wiadomych zamiardw — quasi-nominalista”. Co moglo

228 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.

229 pPor. G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts..., dz. cyt.,
127,379,431,434-435.

230 p, Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora..., dz. cyt., 160; F. Klein, The arithmetizing of mathematics..., dz. cyt.

231 J. Dadaczyniski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.
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powodowaé, iz bardziej pilnowal, zeby myslenie wizualne nie bylo podstawa dla

wprowadzanych przez niego twierdzen i obiektow (i co nie znaczy, ze nigdy nie byto).
2.2 Konstrukcjonizm Dedekinda

W pracy mowimy o konstrukcjonizmie poznawczym, jako o podstawowym stanowisku
epistemologicznym, opisujacym proces wprowadzania nowych tresci (obiektow) przez
matematyka, dlatego bedziemy uzywac tego pojecia, zastepujac nim w kontekscie Dedekinda
tradycyjne pojecie konstruktywizmu. Mozemy stwierdzi¢, ze — podobnie jak odpierany tu
konstruktywizm — konstrukcjonizm moze by¢ wtdérnym elementem praktyki matematycznej
Dedekinda wzgledem strukturalizmu. Konstrukcjonizm pod pewnymi wzgledami zawiera si¢
niejako w konstruktywizmie — konstrukcjonizm jest pojeciem stabszym?32. Réznica miedzy

tymi pojeciami zostata omowiona we wstepie.

Jesli chodzi o konstrukcjonizm Dedekinda, nalezy podda¢ analizie argumenty za tym
stanowiskiem, poniewaz w niniejszej pracy odrzucamy przypisywany mu konceptualistyczny
konstruktywizm. Gtownym argumentem przeciwko temu ostatniemu jest to, ze Dedekind w
sposdb zamierzony opracowywat modele teoriomnogosciowe i1 tylko w tym kontekscie
»~tworzyl” liczby (nie za$ w konteks$cie dostownego tworzenia poje¢ 1 obiektow, istniejacych w
dodatku jedynie w umysle matematyka). Stad konstrukcjonizm, jaki bedziemy opisywac,

powinien uwzglednia¢ szczegdtowa metodologie Dedekinda.

Nalezy wskaza¢, ze Dedekind uzywal momentami sugestywnego jezyka, akcentujac
fundamentalng rol¢ czynnosci umystowych w rozwijaniu matematyki, jak réwniez podkreslajac
przy tym rowniez dynamike okreslonych struktur. Dodatkowo Dedekind nie uwzgledniat
symboli, ktdre nie oznaczaja pewnych konstrukeji, za ktérymi nie kryje si¢ konkretna tres¢ (np.

udowadnia istnienie zbioru nieskonczonego czy nie rozpatruje kwestii zbioru pustego).

Wydaje sie, ze tak opisywany konstrukcjonizm nie stoi w sprzecznosci z metodologia
strukturalistyczng Dedekinda. Dodatkowo, mozemy wskaza¢, ze moze by¢ z nig S$cisle
zwigzany poprzez fakt, iz Dedekind, modelujagc matematyczne obiekty, w odpowiedzi na

matematyczne problemy, wykorzystywal swiadomie zardwno intuicj¢ dotyczaca budowanej

232 MLK. Zwierzdzynski, Konstruktywizm a konstrukcjonizm..., dz. cyt.
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struktury, jak i posiadat intencj¢ jej budowania. Stad proponowany konstrukcjonizm moze

wynika¢ z podejscia strukturalistycznego lub by¢ z nim $cisle zwigzany.

Umystowe czynno$ci konstrukcyjne, wykorzystywane w praktyce matematycznej
Dedekinda, wynikaly z jego zatozen strukturalistycznych badz byly $ci§le z nimi zwigzane.
Pomimo iz strukturalizm w jego praktyce matematycznej dotyczyl na pierwszy rzut oka
metodologii, to — jak zaktadamy — wptywal rowniez na epistemologi¢. Byt to element
odrézniajacy konstrukcjonizm Dedekinda od konstrukcjonizmu Cantora. Metodologia

Dedekinda zaktadata z gory podejscie strukturalistyczne — tj. konstruowanie struktur.

Sugestywny jezyk i dynamika struktur

Jak zostato wspomniane, bgdziemy wskazywac, ze strukturalizm u Dedekinda byt
zwigzany cze¢sciowo z konstrukcjonizmem, stanowigc szeroki kontekst i1 przyczyne tego
ostatniego. Nie chodzi wigc o to, aby — prébujac odrzuci¢ przypisywany mu konceptualistyczny
konstruktywizm — ukaza¢ Dedekinda jako niemajacego Zadnego zwigzku z
konstruktywistycznym kierunkiem. Nie odrzucamy tutaj roli intencjonalnej konstrukcji w jego
praktyce matematycznej. Mamy zamiar zmieni¢ jedynie interpretacje kontekstu owego procesu
tworzenia tresci — z kontekstu wyidealizowanej tradycyjnej filozofii matematyki (PM), gdzie
idealny podmiot dostownie stwarza matematyke 1 istnieje ona (czg¢sto jedynie pod postacig
pojec) w jego umysle, na kontekst bardziej pragmatycznej PMP, gdzie konkretny matematyk
konstruuje nowe obiekty w odpowiedzi na konkretne problemy, korzystajac z dostepnych
metod oraz obiektéw juz istniejacych (intersubiektywnie, w kontekscie historyczno-

spotecznym).

U Cantora staralismy si¢ wykaza¢ poprzez odnajdowane elementy
konstrukcjonistyczne (rozumiane jako przejaw tworczosci matematycznego podmiotu), ze —
komunikowane przez niego platonskie istnienie obiektoéw matematycznych nie jest konieczne.
Co wigcej, radykalne interpretacje platonistyczne jego podejscia nie znajduja potwierdzenia w
jego praktyce matematycznej, ktéra z pewnoscig nie opiera si¢ na biernym odkrywaniu
przedmiotow matematycznych w bezposrednich do$wiadczeniach umystowych. Natomiast
glownym elementem, jaki zamierzamy pokaza¢ w przypadku Dedekinda, bedzie uprzednio$¢
perspektywy strukturalistycznej, przed perspektywa konstrukcjonistyczng. Zagadnienie to
rozwazymy szczegotowo w rozdziale o strukturalizmie, a tutaj wskazemy — podobnie jak w

przypadku Cantora — jedynie przyklady zastosowania konstrukcjonizmu przez Dedekinda.
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Przekroje Dedekinda
Jednym z przyktadoéw sugestywnego jezyka Dedekinda, wskazujacego na wykonywanie
pewnych umystowych czynnos$ci (a przez Michaela Dummeta interpretowanego jako argument
za psychologizmem praktyki matematycznej), jest okreslenie ,stwarzania” liczb

niewymiernych:

»Za kazdym wiec razem, gdy dany jest przekrdj (A4, 42), ktory nie jest wyznaczony
przez zadng liczb¢ wymierng, stwarzamy nowg liczbe, liczbe niewymierng a, ktorg
traktowac bedziemy jako catkowicie wyznaczong przez ten przekrdj (41, 42); bedziemy
mowic, ze liczba a odpowiada temu przekrojowi lub ze wyznacza ten przekroj. Odtad
wiec kazdemu przekrojowi odpowiada jedna 1 tylko jedna okreslona liczba wymierna
lub niewymierna i dwie liczby traktujemy jako r6zne zawsze wtedy, gdy odpowiadajg

one rzeczywiscie roznym przekrojom”?%3,

Roman Murawski komentuje w tym kontekscie pojecie erschaffen, ktoérego ,,Dedekind
uzywal, piszac o tworzeniu liczb niewymiernych”, a , ktore znaczy ‘stwarza¢’ i ktore pojawia

si¢ w Ksiedze Rodzaju przy opisie stwarzania $wiata przez Jahwe”?**,

W tym sensie opis tworzenia liczb przez Dedekinda moze by¢ rzeczywiscie uznany za
wyraz jego konstrukcjonizmu. Przedstawia sugestywny opis czynnosci, przez ktdérg mamy

wrazenie, ze obiekty matematyczne sg stwarzane w umysle i sg dzielem stworczego umystu.

Jednakze tym, na co trzeba zwrdci¢ uwage, jest opisany wczesniej fakt, ze Dedekind w
zasadzie skonstruowat przede wszystkim model dla zbioru liczb rzeczywistych. Dedekind
przedstawil warunki dla zbioru liczb rzeczywistych tak, jak przedstawia si¢ dzi§ ten zbior w
teorii ciat uporzadkowanych — jako cialo uporzadkowane w sposob ciagly?®®. Te kwestic

rozwiniemy w rozdziale opisujacym strukturalizm epistemiczno-metodologiczny Dedekinda.

Istotny jest fakt, iz Dedekind nie stwarzal liczb niewymiernych w sposéb dostowny i

bezposredni. Chodzito raczej o stworzenie zbioru (liczb rzeczywistych) gdzie istniataby

233 P, Blaszezyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 36; R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 148.

234 R. Murawski, O czym rozprawiajq matematycy, czyli o statusie bytowym przedmiotéw matematyki...,
dz. cyt., 257.

235 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,

dz. cyt.; P. Blaszezyk, O ciatach uporzqdkowanych, ,,Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad
Didacticam Mathematicae Pertinentia” IV, (2012), 15-30.
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mozliwo$¢ wystepowania tych liczb, jakich nie zawierat zbior liczb wymiernych. Dodatkowo,
Dedekindowi mogto raczej chodzi¢ o odwotanie si¢ do czegos, co mogto stanowié¢ podstawe
dla formalnej definicji ciaglosci. Przekrojami, ktore ,,natrafialy” na liczbe niewymierng czy
wytwarzaly te liczbe, ,,wypetil” w sposoéb zamierzony luki w zbiorze liczb wymiernych, w
oparciu o wyobrazenie kontinuum punktowego. Kwesti¢ te rozwiniemy zarowno w rozdziale o

strukturalizmie, jak i w rozdziale dyskutujacym Tez¢ 1.

Podstawy teorii mnogosci

Gtownym dzietem Dedekinda, w ktorym nakreslit koncepcje mnogosciowe (a takze
podstawy arytmetyki liczb naturalnych), byta praca Was sind und was sollen die Zahlen??* Na
poczatku tej pracy, w rozdziale pod tytutem: Systeme von Elementen, opisuje on formalnie
pojecie przedmiotu/rzeczy. Jest to wedlug niego wszystko, co jest obiektem myslenia®®’. To
pierwszy zwrot, wskazujagcy na role umystu matematycznego podmiotu, Dedekind

bezposrednio odnosi si¢ bowiem do umystowych czynnosci.

Tutaj nalezy si¢ zatrzymac 1 podkresli¢, ze Dedekind nie okresla stosunku swiata mysli
do $wiata rzeczywistego. Jest to istotny moment, do ktorego bedziemy odnosi¢ si¢ w
pozniejszych rozwazaniach filozoficznych w niniejszej pracy. Dodatkowo, w ujeciu Dedekinda
kazda rzecz (Ding) jest zdeterminowana przez wszystko, co mozna o niej pomysle¢ lub
powiedzie¢; rzeczy mozna dla wygody oznacza¢ symbolami; rzecz a jest rOwna rzeczy b, jesli
wszystko, co mozna pomysle¢ lub powiedzie¢ o rzeczy a, mozna pomysle¢ lub powiedzie¢ o

rzeczy b i na odwrot?%,

O réznych rzeczach a, b, c... mozna pomysle¢ przez pryzmat wspolnego dla kazdej

punktu widzenia, sa wtedy laczone w umysle (Geiste). Tworza one w ten sposob system?3,

System jest rowniez rzeczg. Dwa systemy s takie same, jes$li kazdy element jednego jest

rowniez elementem drugiego, i na odwrot?*°,

236 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt.

237 Im folgenden verstehe ich unter einem Ding jeden Gegen-stand unseres Denkens”. R. Dedekind, Was

sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344.
238 R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344.

239 W taki sposob, ze elementy naleza do systemu, za$ system skitada si¢ z tychze elementéw. Por. ,, man
nennt die Dinge a, b, c... die Elemente des Systems S, sie sind enthalten in S; umgekehrt besteht S aus diesen
Elementen”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 344.

240 Jako wyjatkowe przypadki, Dedekind rozpatruje jeszcze zbiodr jednoelementowy oraz zbidr pusty.
Odnosnie do tego drugiego, zaznacza wzgledna potrzebg (czy raczej sprzeciw) wobec jego przyjecia. Por.
,Dagegen wollen wir das leere System, welches gar kein Element enthélt, aus gewissen Griinden hier ganz
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Pierwsze, co istotne w rozdziale 1, to odniesienia Dedekinda do ,przedmiotéw
mys$lenia”, tzw. rzeczy (Dingen). Dedekind uzywa tu konstrukcjonistycznego jezyka. Owe
rzeczy, bedace podstawg zbioréw, ich elementami, nazwane sg obiektami naszego myslenia,
ktére okreslane sg poprzez ,,wszystko, co mozna o nich pomysle¢ lub powiedzie¢”. Ten aspekt
wskazuje na dominujaca role aktywnosci umystowej w tworzeniu matematyki, jak i na pewng

zalezno$¢ matematycznych obiektéw od umyshu.

Jednakze, jak wskazemy, mozemy mowi¢ rdwniez o pewnym ,,Swiecie mysli”, gdzie
wszystkie obiekty matematyczne istnieja 1 sg wydobywane na potrzeby opracowywania
struktur. Co prawda, Dedekind nie uzywa tego okreslenia na poczatku pracy, lecz w dalszej
czgsci, przy wprowadzaniu zbioru nieskonczonego. Niemniej jednak, uwazamy, iZ mozna
przyjaé, ze 6w Swiat mysli byt przestrzeniag dopuszczang przez Dedekinda odnosnie do
catoksztattu jego pracy matematycznej, w szczegdlnosci nad podstawami matematyki. Chociaz
pod pewnymi wzgledami mogt by¢ to argument, jakim konstruktywisci mogliby argumentowac
za istnieniem matematyki jedynie w umysle, traktujemy to z perspektywy niniejszej pracy
raczej jako wzmocnienie wewnetrznej ontologii (tj. nie odrywamy tej ontologii od kontekstu
spoleczno-historycznego), na ktorg wskazujemy omawiajagc metode teoriomnogosciowego
modelowania Dedekinda w zakresie dwoch zbioréw liczbowych (przy pomocy czego

rozrdzniamy pojecie konstruktywizmu od konstrukcjonizmu).

W rozdziale drugim Was sind und was sollen die Zahlen, zatytutowanym: Abbildung
eines Systems, Dedekind wprowadza pojecie odwzorowania systemu (Abbildung).
Odwzorowanie systemu to pewne prawo, reguta (Gesetz), ktora mowi, ze kazdemu

okreslonemu elementowi s z systemu S przynalezy okreslona rzecz (Ding), ktorg symbolicznie

ausschlieBen, obwohl es fiir andere Untersuchungen bequem sein kann, ein solches zu erdichten”. R. Dedekind,
Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 345.. Jesli chodzi o zbidr pusty, widzimy zasadnicza ro6znice
pomigdzy Cantorem a Dedekindem. Cantor przyjmuje z jednej strony istnienie ,,tre§ci” symbolu zbioru pustego,
jednak z drugiej strony dazy do nominalistycznego traktowania tego symbolu. Te dwie postawy moga powodowaé
niejasnosci, ktore Cantor musi wyjasnia¢. Natomiast Dedekind, cho¢ nie ma problemu z operowaniem samymi
symbolami, wtedy gdy jest to potrzebne, odnosi si¢ zawsze do ich tresci — w tym przypadku jej braku. Dedekindowi
udaje si¢ wiele rzeczy okresla¢ precyzyjniej, biorac pod uwage warstwe nie tylko syntaktyczng, ale i semantyczna
matematyki. Nie mozna wiec zgodzi¢ si¢ na traktowanie matematyki jako zbioru praw, okreslajacych zwigzki
miedzy poszczegdlnymi symbolami i zdaniami. Co wigcej, Cantor rowniez nie opowiadal si¢ za ,,logiczna
czystoscia” matematycznej tresci, tj. za istnieniem jedynie poziomu syntaktycznego matematyki, mimo ze na tym
poziomie (jako jedynym) czesto i w sposob naturalny operowal. Same proby uzasadniania istnienia
nieskonczonosci aktualnej z perspektywy teologicznej i filozoficznej, byly swoistym odwotywaniem si¢ do
pozamatematycznej tresci matematyki.
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opisujemy jako ¢(s) i nazywamy obrazem (Bild) s***. Dalej Dedekind pisze, ze jesli T jest pewna
czesdcig systemu S, to odwzorowanie ¢ systemu S zawiera rowniez pewne odwzorowanie ¢
systemu 7242, Polega to wedtug niego na tym, ze mozna przyporzadkowaé do kazdego elementu
t z systemu 7 ten sam obraz ¢(), ktory otrzymuje przez odwzorowanie jako element systemu
S43 Nastepne wyjasnia®**, ze formalnie pojecie obrazu systemu S oznacza system ¢(S)
sktadajacy si¢ z obrazéw ¢(s) poszczegolnych elementdw s systemu S. Jednoczesnie pisze dale;j,
ze przyktadem odwzorowania systemu moze by¢ przypisanie symboli i nazw do elementéw
systemu®®®. Zauwazmy, iz Dedekind wyraznie rozréznia pojecia obrazu i odwzorowania.
Odwzorowanie to prawo, regula, ale rowniez czynno$¢ (np. przyporzadkowanie, przypisanie);
obraz to element, systemu?*®. Dedekind wyraznie rozréznia tutaj czynnosci matematyczne,
jakie nalezy umystowo wykona¢ (przypisanie, odwzorowanie), od matematycznych bytow,

jakie nalezy przyja¢ (obrazy, elementy). Tutaj obraz lub zbiér obrazéow jest ,,otrzymywany”

poprzez operacje ,,odwzorowania”. Nie redukuje odwzorowan (funkcji) do zbioru jej wartosci

241 por. ,,Unter einer Abbildung ¢ eines Systems S wird ein Gesetz verstanden, nach welchem zu jedem
bestimmten Element s von S ein bestimmtes Ding gehort, welches das Bild von s heifit und mit ¢(s) bezeichnet
wird”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 349.

242 Tutaj Dedekind pisze, iz owo odwzorowanie z T, zawarte w odwzorowaniu ¢ z S, mozemy nazwa¢ dla
uproszczenia tak samo, czyli ¢. Dopuszcza wiec, ze moze istnie¢ inne odwzorowanie ¢ rézne od ¢, ktore jednak
»wykonane” na systemie 7, daje w efekcie te same rzeczy (Ding) co odwzorowanie ¢. Rzeczy te opisywane
symbolami ¢(2), ¢(2) spetniajg rownanie: ¢(1)=¢(t) dla kazdego elementu t nalezacego do systemu 7. Por. ,,Ist nun
Tirgendein Teil von S, so ist in der Abbildung ¢ von S zugleich eine bestimmte Abbildung von 7 enthalten, welche
der Einfachheit wegen wohl mit demselben Zeichen ¢ bezeichnet werden darf”. R. Dedekind, Was sind und was
sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 349.

243 Por. ,jedem Elemente ¢ des Systems T dasselbe Bild ¢(z) entspricht, welches ¢ als Element von S
besitzt”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 349.

244 Na podstawie stwierdzenia, ze obraz systemu T, oznaczony symbolem ¢(7), to system skladajacy si¢
ze wszystkich obrazoéw ¢(2), elementoéw ¢ z systemu T. Por. ,,zugleich soll das System, welches aus allen Bildern
@(t) besteht, das Bild von T heiflen und mit ¢(7) bezeichnet werden, wodurch auch die Bedeutung von ¢(S) erklart
ist”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 349.

245 Por. ,, Als ein Beispiel einer Abbildung eines Systems ist schon die Belegung seiner Elemente mit
bestimmten Zeichen oder Namen anzusehen ”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 349.

246 Warto zauwazy¢, ze pomimo iz rozrdznienie to obowigzuje w pewnym sensie réwniez dzi$ (funkcja
to ,,przypisanie”), to Dedekind wyraznie rozrdznia zbidr i elementy jako elementy statyczne w teorii, natomiast
odwzorowanie jest u niego elementem dynamicznym. Zawsze bowiem mozemy powiedzie¢, ze funkcja jest pewna
,,zasada”, ktora okresla owo przyporzadkowanie. Natomiast u Dedekinda odwzorowanie jest bezpos$rednio pewna
czynnoscia, o ktorej umyst wie (nawet jesli nie musi jej wykonywa¢ w danym momencie). Dodatkowo, tak jak
jeden zbior T moze by¢ czgscia innego zbioru S, tak jedno odwzorowanie ¢ z T moze by¢ zawarte w innym
odwzorowaniu ¢ z S. Por. ,,Ist nun 7 irgendein Teil von S, so ist in der Abbildung ¢ von S zugleich eine bestimmte
Abbildung von T enthalten, welche der Einfachheit wegen wohl mit demselben Zeichen ¢ bezeichnet werden darf”.
R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 349.
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(plus ewentualnie zbioru jej dziedziny), podobnie do tego, jak si¢ wspotczesnie funkcje
(odwzorowanie) definiuje®*’.

W powyzszym kontekScie nalezy zwrdci¢ uwage na stwierdzenia dotyczace

zbieznoéci teorii mnogosci Dedekinda raczej z teorig kategoriiZ*®

niz z teorig mnogosci Cantora.
Widzimy tutaj adekwatnos$¢ tych uwag z racji tego, jak Dedekind traktowal odwzorowania.
Oto6z zaraz w rozdziale 2 opisuje odwzorowania jako temat réwnie wazny, co problem zbiorow
1 zaleznosci miedzy nimi. Mozna sadzi¢, iz rzeczywiscie przyznaje odwzorowaniom w
kontekscie teorii mnogosci, pewnego rodzaju ontologi¢ pierwotng — taka, ktdrej si¢ nie wyjasnia
ani nie uzasadnia. Dodatkowo, zauwazmy, iz Dedekind nie utozsamia pojg¢cia odwzorowania
oraz zbioru wartosci. Zachowuje on wobec opisywanych przez siebie odwzorowan niezbedna

dynamike jezyka, ktora odrdznia odwzorowanie bedace procesem, umystowa czynnoscig, od

statycznego pojecia zbioru.

Lancuch i zbior prosto nieskonczony

W rozdziale o podobienstwie systeméw 1 przeksztalcen mamy do czynienia z
kolejnym argumentem na to, iz Dedekind wyraznie rozrdznia odwzorowanie od systemu (co
czyni jego teori¢ — jak twierdzimy — bardziej dynamiczng). Osobno formutuje on warunki
podobienstwa przeksztatcenia, osobno warunki podobienstwa systemoéw (np. systemu S 1 jego
obrazu S’). Owszem, czasem podobienstwo pewnego odwzorowania mi¢dzy dwoma
systemami jest zwigzane z podobienstwem systemow. Jednak nie wyklucza to przypisania
systemowi oraz odwzorowaniu w filozofii Dedekinda pewnego rodzaju statusu pojec (czy

bytéw) pierwotnych.

Powyzsze dodaje strukturom, ktérych swoista czgsécig jest odwzorowanie, pewnego
rodzaju wewngtrzny dynamizm (powigzany z procesem konstruowania ich). Tak jest w

przypadku tancucha (Kette) lub zbioru prosto nieskonczonego.

247 Wspotczesnie funkcja (odwzorowanie), to relacja ,,przypisujaca” elementy z jednego zbioru do
elementdéw z drugiego zbioru, spelniajaca okreslone warunki, dla kazdego elementu z pierwszego zbioru istnieje
doktadnie jeden, przypisywany element z drugiego zbioru.

248 1, Corry, Richard Dedekind: Numbers and Ideals, w: Modern Algebra and the Rise of Mathematical
Structures, Boston 2004, 66—136; J. Ferreir6s, Dedekind’s Map-Theoretic Period, ,,Philosophia Mathematica” 25,
(2017) nr 3, 318-340; C. McLarty, Emmy Noether’s ‘Set Theoretic’ Topology: From Dedekind to the Rise of
Functors, w: Architecture of Modern Mathematics, red. J. Ferreiros, J. Grey, Oxford 2006, 187-208.
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Rozdzial VI w wyzej wymienionej pracy nosi tytut: Prosto nieskonczone systemy.

Cigg liczb naturalnych®*

. W punkcie pierwszym rozdziatu (tj. 71 punkcie catej pracy, odnoszac
si¢ do oryginalnego, autorskiego systemu numerowania) Dedekind pisze, ze system N jest
prosto nieskonczony, jesli istnieje odwzorowanie podobne ¢, gdzie N jest tancuchem elementu
niezawartego w @(N)*° — chodzi o element opisany symbolem 1, nazwany pézniej

podstawowym elementem N>1,

Ponizej przedstawiamy definicje odwzorowania podobnego oraz tancucha w jezyku

wspotczesne] matematyki (za Davidem Joyce’em):

1. W 26 punkcie swojego dziela Dedekind definiuje funkcje podobng ¢ (z
dziedzing S), Joyce nazywa ja funkcja jeden-do-jednego. Jest to taka funkcja,
ze obrazy roznych elementow sg rozne (funkcja réznowartosciowa, tj. jesli
a' # b’ == a # b). Do tej funkgji istnieje funkcja odwrotna @~ *, co oznacza,

iz funkcja @ moze byé rowniez surjekcja, a zlozenie @~* = ¢ jest funkcja

tozsamosciowa na S (o czym Dedekind zreszta tez pisze)?>2.

2. Lancuch jest definiowany przez Dedekinda jako: ,,podzbior A zbioru S ktory ¢
odwzorowuje na siebie, tzn. p(4) = A”. Definiuje on rOwniez pewien ogdlny
tancuch Ay, ktory jest generowany przez 4 w tym sensie, ze jest przecigciem

wszystkich tancuchow zawierajacych 4 253,

249 Einfach unendliche Systeme. Reihe der natiirlichen Zahlen”. R. Dedekind, Was sind und was sollen
die Zahlen? ..., dz. cyt., 359.

250 Ein System N heifit einfach unendlich wenn es eine solche #hnliche Abbildung ¢ von N in sich selbst
gibt, dap N als Kette (44) eines Elementes erscheint, welches nicht in ¢(N) enthalten ist ”. R. Dedekind, Was sind
und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 359.

1 Wir nennen dies Element, das wir im folgenden durch das Symbol 1 bezeichnen wollen, das
Grundelement von”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 359.

2 D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen?, Clark 2005, 6.

23 D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt. Nalezy
zaznaczy¢, ze D.E. Joyce postuguje si¢ przektadem ksigzki Dedekinda z 1901 roku, a takze uzywa wspotczesnego
nazewnictwa teoriomnogosciowego.

Co ciekawe, Joyce zauwaza pewng zbiezno$¢ prac Dedekinda ze wspodtczesnymi podstawami
topologicznymi. Definicja tancucha Dedekinda (,,38. Theorem. S itself is a chain” D.E. Joyce, Notes on Richard
Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? ,dz. cyt., 9.) moze by¢ interpretowana jako definicja zbiorow
zamknietych w topologii. Tj. K jest domknigty, jesli p(K) € K. Poniewaz gdy zastapimy ¢ inng funkcja, zmienia
to topologie, uwzgledniamy konkretng przestrzen topologiczna Sg. Przy takiej interpretacji, tw. 38, 43, 45, 47, 51,
54 moga dotyczy¢ zbiorow domknigtych, a od twierdzenia 98 dotycza zbiorow otwartych. W tym kontekscie
bytoby to podobienstwo do prac Cantora, ktory otwarcie zajmowat si¢ kwestiami topologicznymi (cho¢ tak jak
Joyce zaznacza, topologia nie byta wtedy formalnie odr¢bna dyscypling matematyki).
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Ponizej zamieszczone sg przyktadowe ilustracje tancuchéw. Zauwazmy, ze w
przypadku Dedekinda, pomimo duzego stopnia abstrakcji jego konstruktow, mamy do
czynienia z konstruktami, ktore daja si¢ przedstawi¢ na rysunku. Jest to cecha odrozniajaca go
od Cantora, ktérego konstrukcje i struktury rzadko daty si¢ wyrazi¢ na ilustracji — nawet w

sposob pomocniczy.
Przyklad nr 1 (z wyréznionymi elementami @, a’, a’’, a’”’...)®*

b 29 299 2999 29999

a a a a a a
o —> o— PO _p o ___peo—pe¢—»

Rysunek 1 Przykiad tancucha z wyroznionymi elementami a, a’, a’’...
Przyklad nr 2 (z 4-elementowym zbiorem, gdzie a’’”’= a)**°:

o, — > o
a a

[

a’a'. — oo a,a

b

Rysunek 2 Przyktad tancucha z 4-elementowym zbiorem, gdzie a’’”’=a.

Przyktad nr 3 (ukazujacy, iz cho¢ Dedekind oparl pojecie tancucha na funkcji

odwzorowujacej zbior w siebie, to nie musi ona by¢ funkcja jeden-do-jednego)?®:

NN

o ° o, —p o ———Pp o

Rysunek 3 Przyktad tancucha, ktory nie jest oparty o funkcje jeden-do-jednego.
Jesli chodzi o odwzorowanie, Dedekind opisuje jego funkcje przy pomocy okreslenia,
mowigcego ze porzadkuje ono system N (,,prosto nieskonczony system N jest uporzadkowany
[geordnet] przez to odwzorowanie )%, Jak si¢ okazuje — Dedekind formalnie wprowadza

tym samym definicj¢ oraz charakterystyke systemu liczb naturalnych.

B4 D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 8.
5 D E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 8.
26 D E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 9.

257 «und sagen zugleich, das einfach unendliche System N sei durch diese Abbildung ¢ geordnet”. R.

Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 359.
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Dalej bowiem pisze:

»istota prosto nieskonczonego systemu N polega na istnieniu odwzorowania ¢(N) i

elementu /, gdzie sg spetnione nastepujace warunki a, £, 7, o:

o N'3N,
B.N =1,

v. Element / nie jest zawarty w N/,

5. Odwzorowanie ¢ jest podobne”?8,

Gdzie pierwszy warunek oznacza, iz obraz zbioru N (tj. N’) jest zawarty w zbiorze N,
drugi za$ opisuje tancuch Iy, ktory jest generowany przez zbior N (jest on przecigciem
wszystkich tancuchow zawierajacych N (gdzie tancuchy sg definiowane jako pewne podzbiory,
ktore sa odwzorowywane przez ¢ na siebie)?®®. Ostatnie dwa warunki sa zapisane wprost,
jednakze nalezy zwroci¢ uwage na fakt, iz Dedekind do tej pory uzywat bardzo abstrakcyjnych
1 formalnych (logicznie uporzadkowanych na poziomie syntaktycznym) zwrotow 1 struktur.
Jednakze, jak zobaczymy dalej, w kontekscie zbioru liczb naturalnych, Dedekind konkretnie

wyjasnia i opisuje stownie rézne aspekty swojej teorii.

Na koniec mozna wspomnie¢ o stynnym zdaniu Dedekinda, ktore Jan Lukasiewicz

260 Nalezy przy tym dodag,

interpretowat w sposob konstruktywistyczno-konstrukcjonistyczny
ze interpretacja ta zwigzana byta z 6wczesnym podejsciem Lukasiewicza, iz nauki aprioryczne

nie prowadza do pierwiastkow tworczych, jednak cate sg tworcze, gdyz nie majg zwigzku z

258 Nalezy zauwazy¢, iz podtrzymuje poczynione dotad ustalenia na temat symboliki przeksztatcen i
tancuchow. Por. ,,Behalten wir die friiheren bequemen Bezeichnungen fiir die Bilder und Ketten bei (§ 4), so
besteht mithin das Wesen eines einfach unendlichen Systems N in der Existenz einer Abbildung ¢ von N und eines
Elementes /, die den folgenden Bedingungen o, £, , 0 geniigen:

a. N'3N.

B. N=1,.

v. Das Element / ist nicht in N 'enthalten.

0. Die Abbildung ¢ ist dhnlich”.

R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 359.

29 D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt.

260 J, Lukasiewicz, O nauce..., dz. cyt., XXXII-XXXIV.
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doswiadczeniem. Interpretowane zdanie Dedekinda byto fragmentem dzieta z 1888 roku, gdzie
przedstawil on arytmetyke liczb naturalnych za pomoca teoriomnogosciowego modelu zbioru

prosto nieskoficzonego?®?.

,»712. Twierdzenie. W kazdym nieskonczonym systemie .S prosto nieskonczony system
N zawiera si¢ jako czes$C. [...] 73. Definicja. Jesli rozwazajac prosto nieskonczony
system N uporzadkowany przez przeksztalcenie ¢, catkowicie zaniedbujemy szczegélny
charakter elementéw; w sposob prosty zachowujgc ich rozréznialnos¢ 1 biorgec pod
uwage tylko wzajemne relacje, w ktorych sg one umieszczone przez przeksztalcenie
porzadkujace ¢, wtedy te elementy nazywamy liczbami naturalnymi lub liczbami
porzadkowymi lub po prostu liczbami, a element podstawowy / nazywamy numerem
bazowym ciggu liczbowego N. W zwigzku z tym uwalniajac elementy od kazdej inne;j
tresci (abstrahujac), stusznie nazywamy liczby wolnym tworem ludzkiego umystu.
Relacje lub prawa wywodzg si¢ catkowicie z warunkéw a, S, v, 0 w (71) 1 dlatego sa
zawsze takie same we wszystkich uporzadkowanych systemach prosto nieskonczonych,
niezaleznie od nazw nadawanych poszczegdlnym elementom (poroéwnaj 134), stanowia
pierwszy przedmiot nauki o liczbach lub arytmetyce. Z ogdlnych pojec i twierdzen § 4
o przeksztatceniu systemu w sobie natychmiast otrzymujemy nastgpujace prawa

podstawowe”252,

W powyzszym cytacie rzeczywiscie po raz kolejny mamy do czynienia ze sugestia, ze
liczby sg stwarzane przez umyst. Jednakze, tak jak w przypadku ,,stwarzania” (erschaffen) liczb
niewymiernych, tutaj rowniez argumentujemy, ze owo stwarzanie liczby nie jest okresleniem
bezposrednim wobec tej dostownej czynnosci, a raczej odwotaniem si¢ do
pozakonstruktywnych $rodkow argumentacji. Formalnie (tj. matematycznie) Dedekind nie
opisuje bezposredniego procesu liczb niewymiernych, czy tutaj naturalnych. Konstruuje
pewien model w przypadkach obu systeméw liczbowych. Tutaj miejsca w stworzonym przez
siebie modelu zbioru prosto nieskonczonego mozna nazwac¢ liczbami. W tym kontekscie
sugestywny, konstruktywny jezyk nie stoi w sprzeczno$ci z tezami rozprawy, a Wrecz
przeciwnie, stanowi argument za proponowanym konstrukcjonizmem. Jest on bowiem oznaka

tego, ze Dedekind zdawat sobie sprawe z intencjonalnej konstrukcji modelu.

%1 Dedekind R., Was sind und was sollen die Zahlen?, w: R. Dedekind, Gesammelte mathematische
Werke, red. R. Fricke, E. Noether, O. Ore, Braunschweig 1888, 335-391. https:/gdz. sub.uni-
goettingen.de/id/PPN235693928.

%2 R Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 359-360.
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Podsumowujac: w 1872 roku Dedekind przedstawit model liczb rzeczywistych, w
ktérym zdefiniowal wlasnos¢ ciagtosci, odnoszac si¢ do wyobrazenia kontinuum punktowego.
Natomiast gléwnym watkiem pracy z 1888 roku bylo wyprowadzenie wszelkich
teoriomnogosciowych narzedzi, aby moc zbudowaé formalny model dla arytmetyki liczb
naturalnych. Stad jego stowa, ktore na réwni stawiajg liczby naturalne, liczby porzadkowe czy
po prostu liczby, oznaczaja, ze speiniajag one wymagania tego modelu. Stwierdzenie zas$, iz
liczby sa ,,wolnym tworem ludzkiego umystu”, oznacza tyle, ze nie trzeba traktowac liczb jako
dostownie stwarzanych (z niczego), ale jako zredefiniowane obiekty zajmujace odpowiednie

miejsca w budowanych modelach.
Konstruowalnosé i udowadnialnosé

Zbior nieskonczony

Konstrukcjonizm byt zauwazalny w tworzeniu przez Dedekinda roznorakich struktur,
ktore wymagaty okreslonych czynnosci umystowych, jakie nalezalo wykona¢, aby mie¢ do nich
umystowy dostep. Byt tez obecny w jego podejsciu do nieskonczonosci. Otoz Dedekind nie
wprowadzit pojecia nieskonczonosci najpierw jako aksjomatu. Przede wszystkim starat si¢
pokaza¢, iz istnienie zbioréw nieskonczonych jest dowiedliwe, co moze by¢ przejawem
konstrukcjonistycznej postawy, iz cos, czego nie mozna dowies¢, nie moze by¢ brane pod
uwage (chodzi o dowod konstrukceyjny, o konstruowalno$é)?®3. Sa to cechy zapozyczone z
kierunkéw konstruktywistycznych — konstruowalnos¢ i dowod postrzegany jako mozliwos¢
konstrukcji danego obiektu matematycznego przypisywane sg konstruktywizmowi i
matematyce konstruktywistycznej?®*. Niemniej jednak proponowany tu konstrukcjonizm
uwazamy za stabsza wersje konstruktywizmu. Stad i przypisywane mu warunki tak samo

bedziemy traktowac — nie jako konieczne, ale mozliwe do zauwazenia.

Istotne jest, ze Dedekind w kontekscie zbioru nieskonczonego probuje udowodnié jego
istnienie. Co wigcej, w dowodzie przedstawia przepis na to, jak 6w nieskonczony zbidr moze
istnie¢, jak to jest mozliwe samo w sobie. Mozna wigc sadzi¢, ze wzgledem zbioru
nieskonczonego postawit Dedekind (tak jak to robil w pewnym sensie wobec innych, mniej
ztozonych 1 wieloznacznych obiektow i struktur matematycznych) wymdg dowiedlnosci czy

tez konstruowalnosci.

263 . Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

%64 D, Bridges, E. Palmgren, H. Ishihara, Constructive Mathematics..., dz. cyt.
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W punkcie 65 1 66 Was sind und was sollen die Zahlen? Dedekind twierdzi, ze system

265 Ow punkt

ztozony z jednego elementu jest skonczony oraz ze istniejg systemy nieskonczone
66 to twierdzenie o istnieniu nieskonczonego zbioru, ktérego znany wspotczesnie dowdd
Dedekind umieszcza zaraz pod twierdzeniem. Brzmia one (twierdzenie wraz z dowodem)

nastgpujaco:

,00. Twierdzenie. Istniejg nieskonczone systemy. Dowod *). M6j swiat mysli, tj. catosé
S wszystkich rzeczy, ktore mogg by¢ przedmiotem mojego myslenia, jest nieskofniczona.
Bo jesli s oznacza element S, to mysl s’, ktéra moze by¢ przedmiotem mojego myslenia,
sama jest elementem S. Jesli uwaza si¢ to samo o obrazie ¢(s) elementu s, to istnieje w
ten sposob okreslone odwzorowanie ¢ z S z wlasnoscia, takg ze obraz S’ jest czescia S;
a mianowicie, S’ jest wlasciwg czescig S, poniewaz istniejg elementy w S (np. moja
wlasna jazn), ktore r6znig si¢ od wszelkich takich mysli s’ 1 dlatego nie sg zawarte w S".
Wreszcie, jasne jest, ze jesli a, b sa réznymi elementami S, ich obrazy a’, b’ rOwniez sg
rozne, tj. ze odwzorowanie ¢ jest odmienne (podobne) (26). W konsekwencji S jest

nieskonczone, c.n.u.”?%,

Skupmy si¢ na najistotniejszej czesci tego rozumowania. Ot6z Dedekind — wydaje si¢
— probuje tutaj pokazac, iz w $wiecie my$li istnieja nieskonczone tancuchy. Elementem
wyroznionym jest s, odwzorowaniem ¢, a obrazem elementu s jest s’. Wydaje si¢, ze
odwzorowanie, ktore w tym dowodzie jest wprowadzone, moze by¢ porownywalne z funkcja
nastepnika w zbiorze liczb naturalnych, a zbior rozpatrywany w kontekscie tego odwzorowania
jest nieskonczony. Co wiegcej, tancuchy moga by¢ tworzone z réznych elementéw. Dedekind,
biorgc element s, obraz elementu s ’, wprowadza jako oczywiste odwzorowanie ¢, ktore tworzy

nieskonczony zbior. Podzbior S’ jest za$ czgscig wilasciwa zbioru S (nie jest bowiem catym

265 Por. ,,Jedes aus einem einzigen Elemente bestehende System ist endlich. [...] Es gibt unendliche
Systeme”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 357.

266 por. ,,66. Satz. Es gibt unendliche Systeme. Beweis *). Meine Gedankenwelt, d. h. die Gesamtheit
S aller Dinge, welche Gegenstand meines Denkens sein konnen, ist unendlich. Denn wenn s ein Element von S
bedeutet, so ist der Gedanke s’, dal s Gegenstand meines Denkens sein kann, selbst ein Element von S. Sieht man
dasselbe als Bild ¢(s) des Elementes s an, so hat daher die hierdurch bestimmte Abbildung y von S die Eigenschalft,
daB das Bild S’ Teil von S ist; und zwar ist S’ echter Teil von S, weil es in S Elemente gibt (z. B. mein eigenes Ich),
welche von jedem solchen Gedanken s' verschieden und deshalb nicht in S’ enthalten sind. Endlich leuchtet ein,
daB, wenn a, b verschiedene Elemente von S sind, auch ihre Bilder @', b’ verschieden sind, daB3 also die Abbildung
¢ eine deutliche (&hnliche) ist (26). Mithin ist S unendlich, w. z. b. w.”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen?..., dz. cyt., 357. Dedekind w przypisie dodaje, ze podobng uwage mozna znalez¢ w §13 dzieta Bolzano
(Paradoksy nieskonczonosci) z 1851 roku.
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zbiorem S, poniewaz istniejg elementy rézne od s’ — jak np. jazn), to jesli jest nieskonczony, to

zbior S wszystkich przedmiotow, jakie moga by¢ pomyslane, rowniez jest nieskonczony.

Wiele oséb zarzuca Dedekindowi niematematycznos$¢ tego dowodu. Jednak mozna
dostrzec u niego brak wyraznej granicy miedzy tym, co czysto-matematyczne (akceptowalne
przez spoteczno$¢ matematykéw), a tym, co te matematyczno$¢ opisuje z perspektywy analizy
mys$lenia. Mamy z tym do czynienia rowniez u podstaw teorii mnogosci, gdzie Dedekind
opisuje podstawowe elementy zbioru jako rzeczy (Dingen), jako bedace przedmiotami
mysSlenia, ale rowniez w kontekscie konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych, gdzie odwoluje si¢

do intuicyjnej wtasnosci ciggtosci 1 jg formalizuje.

Jednakze owo ,,wykraczanie” Dedekinda poza S$cista matematyczng teorie (jezyk,
symbole, zasady logiczne) w jego matematycznych tekstach rozni si¢ od analogicznego
wykraczania Cantora — matematyk z Halle sigga bezposrednio po argumenty z ,,zewnatrz”
matematyki — argumenty filozoficzne, ale co wazniejsze, teologiczne. Natomiast Dedekind
siegga niejako do wnetrza samej matematycznej praktyki — powotuje si¢ na podstawy teorii
matematycznych, majace w jego mniemaniu zrédto w $wiadomych (intencjonalnych)
czynnosciach umystowych matematycznego podmiotu, wyobrazeniach. Dlatego, chociaz w
niniejszej pracy zajmujemy si¢ analizg gldwnie tresci matematycznych, nie sposéb nie odnies¢
si¢ do fragmentu wypowiedzi Dedekinda, ktory on sam nazwatl dowodem istnienia zbioru
nieskonczonego. Zwtaszcza ze fragment ten pozwala rowniez opisac jego podejscie do wlasnej

— szeroko pojetej — praktyki matematyczne;.

Inne przyktady

Oprocz wielu juz wymienionych powyzej struktur i obiektow, ktore mozna udowodnié
w sposob konstrukcjonistyczny (a wiec pokazujac, jak istnieja, poprzez ich konstrukceje), nalezy
zwrdci¢ uwage rowniez na to, jaka wage Dedekind przyktadat do zalezno$ci syntaktycznych
migdzy wprowadzanymi kolejno poj¢ciami. Nie oznacza to jednak, iz utozsamiamy podejscie

Dedekinda z rodzajem nominalizmu czy formalizmu.

Chcemy pokaza¢, ze konsekwencja i precyzja na plaszczyznie syntaktycznej byla
Scisle zwigzana z konsekwencja 1 precyzja na ptaszczyznie semantycznej. W konsekwencji cata
teoria Dedekinda sktadata si¢ z tego rodzaju obiektow i1 twierdzen, ktdre bez problemu mozna
udowodni¢ poprzez ich konstrukcj¢. Ponizej pokazemy kilka przyktadow tego, jak Dedekind
pilnowal $cisle okreslanych relacji migdzy pojeciami, ale rowniez tego, jak z konkretnymi

pojeciami wigze si¢ ich tres¢.
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W ostatnim punkcie rozdziatu 2 (25) Dedekind opisuje odwzorowanie, ktére sktada
si¢ z dwodch innych odwzorowan: z odwzorowania ¢ systemu S oraz odwzorowania ¢ obrazu

%67 Mozna owo odwzorowanie

S’ tego systemu, powstalego w ramach odwzorowania ¢
zapisywac jako O, ale rownie dobrze jako ¢.¢ lub ¢p?%®. Warto przy tym podkresli¢ jedna rzecz:
Dedekind zauwaza, ze kolejnos¢ znakow ¢, ¢ jest istotna, dlatego, ze w przypadku gdy nie

zachodzi: ¢(S’) 3 2%, zapis p¢ jest bez znaczenia®’°.

To kolejny moment w omawianej pracy, w ktorym ewidentny jest konstrukcjonizm
Dedekinda. Otéz nie uznaje on symboli, ktore nie oznaczaja konstrukcji, za ktérymi nie kryje
si¢ konkretna tres¢ 1 konkretna konstrukcja. Zaprzecza wiec réwniez (jak wielu wspotczesnych
filozoféw czy matematykow) nominalistycznemu sposobowi rozumienia matematyki. Nie
uznaje, iz symbole, nienoszace w sobie dajacej si¢ konstruowac ,tresci” sg przydatne w
praktyce matematycznej. Nalezy wiec uwzglednia¢ tylko te symbole, ktére sg konkretnie
okreslone, co do ich zawartosci. Dedekind nie utozsamial formalizacji matematyki z redukcja
jej tylko 1 wytacznie do syntaktyki (jak mozna to zrobi¢ w przypadku logiki i w jakim kierunku
podazal czasem Cantor — np. gdy opisywal zbior pusty czy dialektyczne wytwarzanie coraz
dalszych symboldéw nieskonczonos$ci). Uznawal, iz za symbolami musi si¢ kry¢ tres¢, i to taka,
ktora jest sensowna, tj. ktora da si¢ skonstruowac tak, iz tworzy prawdziwe i sensowne zdanie

wedle zatozen danej teorii.

Zapis p¢ nie miatby znaczenia, jesli nie zachodzitoby ¢(S’) 3 S, poniewaz z zalozenia
odwzorowanie ¢ jest ,,nalozone” na system S, wykonywane na zbiorze réznym od zbioru S, nie

daje w konsekwencji obrazu, tj. zbioru S’.

Dalej Dedekind wykonuje operacje na symbolach. Pomimo to, przyktada wage do

tego, zeby te symbole mialy pewna przypisang tres¢, tj. mialy sens, jakie§ znaczenie.

%67 Ist ¢ eine Abbildung eines Systems S, und ¢ eine Abbildung des Bildes S” = ¢(S), so entspringt hieraus
immer eine aus ¢ und ¢ zusammengesetzte**) Abbildung O von S, welche darin besteht, da3 jedem Elemente s
von S das Bild O(s)=¢(s’)=¢(p(s)) entspricht, wo wieder ¢(s)=s’ gesetzt ist”. R. Dedekind, Was sind und was
sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 350.

268 To samo tyczy sie obrazu O(s), ktéry mozna zapisywaé jako ¢o(s).
269 Ty, gdy wérod elementow systemu ¢(S’) sg takie, ktore nie sg elementami systemu S.
210 Ppor, ,,die Stellung der Zeichen ¢, ¢ wohl zu achten ist, weil das Zeichen pq im allgemeinen

bedeutungslos ist und nur dann einen Sinn hat, wenn ¢(S')<S ist”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen?..., dz. cyt., 350.
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Wprowadza on symbol y, ktéry ma oznaczaé odwzorowanie systemu ¢(S’°)?"%, oraz symbol 1,

S 272

ktéry ma oznacza¢ odwzorowanie y¢ systemu . Wcezesniej zas okresla symbol O(s) jako

rowny: @(s’), a wiec takze rowny: @(p(s))?’3. Zachodza wiec nastepujace rownosci:

xO(s) = xp(s’) = n(s’) = nop(sy*™.

Wida¢ z nich wyraznie, ze yO=n¢ dla kazdego elementu s nalezacego do systemu S?'°.
Puenta tego rozumowania wedlug Dedekinda tkwi w rownaniu:
x99 == x¢9°".

Powyzsze réwnanie oznacza ogdélng wilasnos¢ tacznosci skladania odwzorowan,
obowigzuje ona réwniez we wspolczesnej matematyce?’’. Jednak w tym przypadku wynika
jedynie z operowania symbolami 1 nie oznacza nic wigcej niz przystugiwanie zasady tgcznosci
konkretnie zdefiniowanym symbolom oraz odpowiadajagcym im rzeczom czy zasadom. Mozna
by si¢ zastanawiaé, czy powyzsze rozumowanie nie przejawia $ladow nominalizmu, jednak
mimo to zauwazmy, Ze owa operacja na ,,symbolach” zawiera ciggla pamig¢ o przypisanych
tym symbolom znaczeniach (zwigzanych z nimi bezposrednio lub posrednio). Otrzymana
wlasno$¢ tacznosci ztozenia tych konkretnych, opisanych co do dziedziny odwzorowan (chodzi
tu o odwzorowania ,,odwrotne”) jest otrzymana przez Dedekinda poprzez jasne ,,rozpisanie”

tychze symboli, majacych caly czas odniesienie do kontekstu, w jakim te odwzorowania i

operacje na nich wprowadzatl.
Kolejng rzecza, o ktorej nalezy pamigtac i ktorg Dedekind przypomina, jest fakt, iz 4y

jest w zasadzie (jak kazdy tancuch) $cisle zalezne od odwzorowania. Tak wiec zamiast symbolu

Ao Dedekind zamierza rowniez uzywac Scislejszy symbol ¢o(4). W zaleznosci od zmiany

271 Tj. system oznaczany réwniez symbolem ¢o(S), a wigc powstaly przez odwzorowanie ¢ systemu S
oraz nastepnie przez odwzorowanie ¢ systemu S’. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt.,
350.

272Tj. ztozenie odwzorowan y oraz ¢ systemu S'.
23 R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 349.
274 R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 350.

2’5 Por. ,also stimmen die zusammengesetzten Abbildungen zq und np fiir jedes Element s von S
miteinander tliberein, d. h. es ist yO=#¢”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 350.

276 R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 350.
217 Sktadanie funkcji jest laczne (tzn. jezeli f:X->Y, g:Y->Z i h:Z->V, to £2(g°h)=(f°g)°h) w tym sensie,

ze lewa strona rownania jest okre$lona <> prawa strona rownania jest okreslona (okreslone wartosci tych stron sa
réwne).
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odwzorowania (np. na @), mozemy nowy symbol réwniez odpowiednio dostosowac (tj.

zmieni¢ na wo(4))>’8.

Obserwujemy tu po raz kolejny, swoiste 1 charakterystyczne dla konstrukcjonizmu,
umystowe konstruowanie (cho¢ czasem jedynie poprzez operowanie symbolami). Dedekind
wprowadza kolejne symbole dla nowych poje¢, bedacych wytworami kombinacji pojeé
bardziej podstawowych, jednak tylko wtedy, gdy zawarto$¢ tych poje¢ nie jest zbiorem pustym
w $wiecie rzeczy (Dingen), obiektow myslowych?’®. Nie sa to operacje czysto-logiczne. Mozna
si¢ zastanawiac, czy owa tre$¢ konstruowanych poje¢ nie ogranicza si¢ do zwigzkow, jakie te
pojecia maja ze zwyklym wyprowadzaniem nowych zdan z przyjetych wczesniej zatozen.
Jednakze, jak zaznaczono wcze$niej, Dedekind caly czas traktuje pojecia jako pewne symbole
oznaczajace abstrakcyjne, Scisle okreslone zwigzki pomig¢dzy réznymi ,,rzeczami”, ktore to

»Izeczy” maja swoje zrodlo w Swiecie obiektow mysli.
2.3 Podsumowanie

Opisywany tutaj konstrukcjonizm Cantora opiera si¢ na roznego rodzaju umystowych
czynnosciach (odnoszacych si¢ rowniez do pewnego rodzaju intencji oraz intuicji),
zrekonstruowanych w oparciu o analiz¢ jego matematycznych tekstow. Wskazujac elementy
konstrukcjonizmu, staralismy si¢ skupi¢ przede wszystkim na tym, iz konstrukcje liczb
rzeczywistych oraz teoria mnogosci (w tym szczegolnie konkretne jej struktury, jak liczby
porzadkowe czy struktury wymagajace uzycia symboli nieskonczonosciowych) wymagaty od
Cantora w duzej mierze aktywnego (intencjonalnego) zaangazowania umystowego w trakcie
tworzenia matematycznych teorii. Jego ,,definicje” ztozonych struktur nie byly prostym opisem
bezposredniego, biernego doswiadczenia umystowego, ale nie wykluczaty pewnego rodzaju —
naocznos$ci. Natomiast wprowadzane w sposob bardziej intencjonalny, 1 opisowy (naoczny)

obiekty, byty obiektami jego intencji matematycznych.

Pierwsza grupa czynno$ci charakteryzuje si¢ konstruowaniem ztozonych
matematycznych struktur, przy czym w przypadku konstrukeji zbioru liczb rzeczywistych jest

ona motywowana checig rozwigzania problemu niewymierno$ci, ale bez bezposredniej,

278 Por. ,,und wenn es spéter der Deutlichkeit wegen nétig wird, so wollen wir statt Ay lieber das Zeichen
@o(4) setzen, und ebenso werden wir die einer anderen Abbildung a entsprechende Kette von A mit cxg(4)
bezeichnen”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 354.

29 R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344-345.
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wyraznie zaznaczonej intencji wprowadzenia nowego obiektu-struktury do matematyki.
Konstrukcje liczb rzeczywistych odczytujemy bardziej jako praktyke, gdzie obiektem intencji
byta faktycznie sama czynno$¢ skonstruowania, nie za§ nowa struktura. Jesli za§ méwi¢ o
obiekcie matematycznym, byly nim raczej liczby niewymierne, ale przez to posrednio rowniez
cale R. W przypadku nieskonczonosci rowniez mamy do czynienia z czynnos$cig konstrukcyjna
(dodatkowo ta czynno$¢ nie byta motywowana rozwigzaniem konkretnego matematycznego
problemu), ale Cantor bardziej bezposrednio opisywal wprowadzane obiekty. Stad
przynajmniej w pewnym stopniu mozna przypisa¢ nieskonczonosci aktualnej (symbolom oraz
zbiorom) — chociaz byta ona wynikiem, a nie celem (od samego poczatku) pewnej konstrukcji
— miano obiektow intencjonalnych wedlug notacji Searle’a. Chodzi konkretnie o to, ze
zaktadamy, iz Cantor intencjonalnie, w ktérym§ momencie swojej praktyki matematyczne;,
skupiat si¢ na wprowadzanych (lub juz wprowadzonych) matematycznych strukturach-

obiektach — a nie tylko na samej czynnosci ich konstruowania.

Druga grupa czynnos$ci dotyczy bezposredniego wprowadzania konkretnych obiektow,
spetniajagcych okreslone, matematyczne zasady (jak prosta rzeczywista, granice ciggow czy
liczby porzadkowe zapewnione przez podane przez Cantora zasady generowania). Tutaj
intencjonalnym obiektem mogly by¢ wszystkie wymienione matematyczne obiekty (nawet w
postaci pojec). Mozna tu zauwazy¢ przypuszczalny zwigzek mi¢dzy intencjg a intuicja — w im
wiekszym stopniu intencja jest nakierowana na obiekt, nie na samg czynnos¢, tym wyrazniejsza
naocznos$¢ towarzyszy temu obiektowi — jesli jest tak w trakcie odtwarzania wiedzy, moze tak

samo by¢ w trakcie jej tworzenia.

Trzecia grupa przyktadow (tj. zbior pusty oraz liczby kardynalne) opisuje obiekty
otrzymywane w wyniku dekonstrukcji, czyli czynno$ci odwrotnej wzgledem samej konstrukcji,
lecz czynnosci réwniez wskazujacej na niezbednos$¢ zarbwno pewnej intencjonalnosci, jak i

pewne;j intuicji (czego Cantor teoretycznie nie dopuszczat).

Odnos$nie do Dedekinda: przypisywany mu konstrukcjonizm jest znacznie prostszy w
wykazaniu, dlatego Ze istnieja (dyskutowane takze w niniejszej pracy) stanowiska, przypisujace
mu konceptualistyczny konstruktywizm. Stad zadaniem tego rozdzialu byla jedynie sama
charakterystyka konstrukcjonizmu, aby nie byl p6zniej mylony z przypisywanym Dedekindowi

konstruktywizmem.
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Po pierwsze, wskazaliSmy w przypadku praktyki matematycznej Dedekinda — tak jak w
praktyce matematycznej Cantora — na okreslone rodzaje wprowadzanych przez niego obiektow,

ktére moga charakteryzowac jego epistemologi¢, a w niej kwestie intencjonalno$ci oraz intuicji.

Wskazywalismy na przekroje Dedekinda, ktére wprowadzit z intencjg zdefiniowania
wlasnosci cigglosci zbioru liczb rzeczywistych, jednakze wprowadzit je rowniez jako obiekty
posrednio zamierzone — jako obiekty pewnych matematycznych intencji. W sposob zamierzony
wprowadzit réwniez caly system R, jako liczbowy zbior posiadajgcy wilasnos¢ ciggtosci. Po
drugie, wskazywaliSmy na podstawy teorii mnogosci (rzeczy-elementy, zbiory,
odwzorowania), ktore Dedekind wprowadzit bezposrednio jako podstawowe obiekty
teoriomnogos$ciowe, ale z mozliwo$cig przypisania im tozsamos$ci zwigzanych z liczbami
naturalnymi. WskazaliSmy réwniez na bardziej ztozone teoriomnogosciowe struktury — jak
tancuch czy zbiér prosto nieskonczony — aby ukaza¢ bezposrednie, zamierzone odniesienia
Dedekinda do umystowych operacji 1 wprowadzanych obiektéw. ZauwazyliSmy rowniez —
odroéznieniu  od struktur proponowanych przez Cantora — dynamike propozycji

matematycznych Dedekinda wynikajaca z procesualnego traktowania operacji .

Po drugie, wskazano réwniez zbior nieskonczony zdefiniowany przez Dedekinda,
ktorego istnienie zostato przez niego w pewien sposob udowodnione. Wspomniano takze o
precyzji wprowadzanej formalnie teorii, ktéra wynika z istotnego dla tego uczonego praktyki
matematycznej dazenia do skutecznego wprowadzania obiektow oraz dowodzenia ich

poprawnosci, poprzez ich konstruowanie.

Dodatkowo, zauwazone u Dedekinda elementy konstrukcjonizmu mozna zwigzad
bezposrednio z konstruowaniem dwoch modeli liczbowych. Konstruujac model, Dedekind
wykorzystywat zaréwno intuicje (oglad), jak 1 intencje skierowane na wprowadzang strukture
bedaca modelem, na obiekt ktorego dana struktura byta modelem, jak rowniez na czynnos¢
przypisywania modelowi tego obiektu (redefiniowania obiektu w kontek$cie wprowadzonego
modelu). Tym samym ow konstrukcjonizm jest S$ciSle zwigzany ze strukturalizmem
epistemologiczno-metodologicznym oraz z niego wynika. A takze charakteryzuje go — jesli
poréwnac z konstrukcjonizmem Cantora — wyzszy poziom abstrakcji (intencja oraz intuicja
nakierowane byly na struktury bardziej zloZone i abstrakcyjne). Do tego tematu nawigzemy w
nastgpnym rozdziale i wskazemy tym samym na znaczaca roznic¢ miedzy praktyka

matematyczng Cantora i Dedekinda.
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3 Strukturalizm metodologiczno-epistemiczny oraz ontologiczny u Cantora i
Dedekinda

Niniejszy rozdziat ma za zadanie porownanie u Cantora i Dedekinda kwestii
strukturalizmu, zaréwno w kontekscie epistemologii oraz metodologii, jak i ontologii.
Strukturalizm jest obecnie szeroko znanym i rozwijajacym si¢ kierunkiem w filozofii
matematyki?®°. Takie poréwnanie pozwoli lepiej zrozumie¢, jaka role odegrat strukturalizm w

klasycznych pracach obu niemieckich matematykow.

W poprzednim rozdziale praktyka obu matematykéw analizowana byta z perspektywy
konstrukcjonizmu  epistemicznego, jako kierunku podkreslajacego role podmiotu
matematycznego, a doktadniej role swiadomych (intencjonalnych) czynnosci umystowych, jak
réwniez role¢ intuicji (ogladu) matematycznej w rozwoju matematycznej wiedzy. W kontekscie
samego konstrukcjonizmu zostata wskazana rdéznica migdzy Cantorem 1 Dedekindem w ich
podejéciu do procesu konstrukcji. Pierwszy konstruowat matematyczne obiekty bardziej
dedukcyjnie, drugi — bardziej modelujac w sposdb zamierzony okreslone struktury. Roznica ta
jest jednak bardziej zwigzana z metodologia pracy naukowej niz z samym w sobie faktem
stwierdzenia konstrukcji jako pewnej twoérczej, umystowej aktywnosci naukowej, bedacej

podstawg wprowadzania nowych matematycznych tresci.

W niniejszym rozdziale poglgbimy analize tej roznicy i wskazemy w konteks$cie
strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego, iz praktyke Dedekinda charakteryzowala
metoda podobna do tej, jakiej uzywa si¢ do matematycznego modelowania problemow

pozamatematycznych?8!

. Niezbedne do tego jest zamierzone, konsekwentne i precyzyjne
budowanie matematycznych struktur. U Cantora tej metody nie rozpoznajemy, chociaz mozna
zauwazy¢ wiele struktur w jego matematycznym dorobku (z zakresu podstaw matematyki), by¢
moze réwniez dlatego, ze omawianego strukturalizmu nie wigzemy jedynie z metoda, ale
réwniez z pewnymi podstawowymi elementami epistemologii. Cantor nie zaktadal ontologii

wprowadzanych struktur, ale ostatecznie — cho¢ inaczej niz Dedekind — rowniez owe struktury

mogl poznawac i definiowac¢ jako odrgbne byty.

280 B, Reck, G. Schiemer, Structuralism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

21 B A. Bender, An Introduction to Mathematical Modeling..., dz. cyt.; V. Mityushev, W. Nawalaniec, N.
Rylko, Introduction to Mathematical Modeling and Computer Simulations, Boca Raton 2018.
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Strukturalizm ontologiczny zwigzany jest z ontologiag matematycznych obiektow. O ile
strukturalizm epistemiczno-metodologiczny bada metod¢ oraz zakres intencji, jakie nadawaty
ksztatt 1 kierunek rozumowaniu matematykow, o tyle strukturalizm ontologiczny zwigzany jest

z treécig wiedzy matematycznej. Przyjmujac stanowisko Jessiki Carter??

, hie uwazamy, iz
pojecie struktury wyczerpuje zakres opisu wszelkich mozliwych obiektow matematycznych.

Zostanie to rozwini¢te w kolejnym rozdziale.

Standardowo uwaza si¢, ze strukturalizm zostal zapoczatkowany w latach
sze$¢dziesigtych XX wieku, przez Paula Benacerrafa i Hilary’ego Putnama. Strukturalizm
ontologizny stosowany byl do interpretacji innych nauk (zwlaszcza w odniesieniu do
teoretycznej fizyki, a szczego6lnie do teorii wzglednosci czy mechaniki kwantowej), natomiast

W matematyce jest czescig typowego podejscia w niektorych dziedzinach (jak algebra).

Ponizej zostang przedstawione argumenty z praktyki i teorii matematycznej Cantora i
Dedekinda za opisanym powyze] strukturalizmem epistemiczno-metodologicznym oraz
ontologicznym. W konteks$cie strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego bedziemy
wskazywa¢ u Dedekinda na metode modelowania teoriomnogosciowego (polegajaca na
budowaniu modeli struktur matematycznych), ktérej nie odnajdujemy u Cantora. W kontekscie
strukturalizmu ontologicznego bedziemy wskazywali strukturalizm rozumiany jako mozliwo$¢
rozpoznania struktur w matematycznej teorii, przy zatozeniu, iz same struktury nie wyczerpujg

ontologicznie mozliwych istniejacych obiektow?,

3.1 Strukturalizm Cantora

Jak juz zostalo wspomniane, w przypadku Cantora bedziemy raczej wskazywac na samg
strukturalng ontologi¢ jego podstaw matematyki niz na takaz metodologi¢. Jesli chodzi o
epistemologie, to nalezy zauwazyé, ze w toku (oraz w konsekwencji) matematycznej
dedukcyjnej konstrukcji mogl on poznawczo dochodzi¢ do ujmowania pewnych struktur
(nawet poprzez ich reprezentacje wizualne lub specyfikacje kategorii reprezentacji); tak byto z
opisywanych powoddéw w przypadku ujecia nieskonczono$ci aktualnej — w tym liczb
porzadkowych 1 kardynalnych, oraz w przypadku uj¢cia zbioru liczb rzeczywistych. Wynikato

to z samej budowy opracowywanych struktur.

282 |, Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice..., dz. cyt.

283 J. Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice..., dz. cyt.
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Jednakze zasadniczo nie przypisujemy Cantorowi takiego podejscia, jak Dedekindowi,
z dwoch powodéw — nie odwolywal si¢ on tak bezposrednio ani nie podkreslat roli
doswiadczenia umystowego, a takze nie wyprowadzat konstrukcji w tak precyzyjny i
konsekwentny sposob, jak to robit Dedekind. Stad uwazamy, iz Cantor w przeciwienstwie do
Dedekinda nie byt w swej matematycznej praktyce tak ukierunkowany na wprowadzane
struktury, zar6wno w kontek$cie intencji ich zbudowania, jak i ich ogladu, aby bylo to
znaczacym elementem epistemologii w jego matematycznej praktyce. Innymi stowy, réznica,
jaka rozpoznajemy w rekonstruowanych w niniejszej pracy ramach filozofii, dotyczy giéwnie
metodologii, ktora oddzialuje w jaki§ sposob na epistemologi¢ (nie przekresla
konstrukcjonizmu jako kierunku opisujgcego proces poznawczy obydwu matematykow, jednak
jest aspektem dodanym do konstrukcjonizmu Dedekinda, a w efekcie wplywa rowniez na

konstruowane struktury).

W kontekscie strukturalizmu nalezy wiec podkresli¢, ze Cantor mogt akceptowac 1 w
pewnym sensie uwzglednia¢ strukturalng ontologie matematyki — sam definiowat liczby jako
zbior granic z natozong na niego relacjg porzadku, a zbidr liczb rzeczywistych wyposazyt
dodatkowo we wlasno$¢ zupetnosci. W teorii mnogosci mamy do czynienia z takimi
strukturami, jak liczby porzadkowe, kardynalne, ale tez zwykte zbiory — sktadajace si¢ oprocz

elementéw zbioru rowniez z wlasciwosci tych elementdéw oraz relacji.

Ostatecznie mozna zauwazy¢ w praktyce matematycznej Cantora pewng akceptacje
strukturalistycznej ontologii, wynikajaca raczej z budowy samych przedmiotow matematyki
(rozwazane obiekty matematyczne byly w wigkszosci strukturami), ale niebedacg przy tym jego
swiadomym (intencjonalnym) zatozeniem i podejsciem, oddziatujagcym na podejmowang przez

niego metodologi¢ pracy badawczej.

Jak si¢ okaze, takie podej$cie moglo by¢ przyczyna tego, ze Cantor wykorzystywat
niekiedy — wbrew pewnym zatozeniom, ale nie zawsze we wiasciwy sposdb — pewnego rodzaju
intuicj¢. To niepoprawne wykorzystanie intuicji bylo zwigzane, jak sadzimy, z
niewystarczajagcym powigzaniem owej intuicji z milczaco zakladang strukturalng ontologia

samej matematyki, tj. ontologia rozpatrywanych matematycznych problemow.

Zbiory liczhowe
Przedstawimy tutaj strukturalng ontologi¢ podstaw matematyki Cantora, zarowno w
kontekscie zbioru liczb rzeczywistych, jak i kwestii teoriomnogosciowych. Zaczniemy od tych

pierwszych.
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Dadaczynski rekonstruuje ogdlng definicj¢ liczby u Cantora: liczba to ,.kazdy element
takiego zbioru, w ktorym wprowadzone sg relacje mniejszosci wigkszosci oraz rOwnosci, przy
czym migdzy dowolnymi dwoma elementami zbioru zachodzi doktadnie jedna z tych
relacji”?3*. Definicja ta jest oparta na wypowiedzi Cantora w ramach jego wyktadu z analizy w
Halle: ,,die Berechtigung, diese Grenze als eine bestimmte Zahlengrofe Q zu fassen, wird darin
gefunden, dafy man fiir so definierten Zahlengropen die Begriffe des Glofer, Kleiner und
Gleichseins aufstellen kann”?®®. Nalezy dopuscié, iz Cantor, choé¢ przyjmowal owe liczby
wymierne a priori za podstawe rozwazan matematycznych, to pamigtat o ich roli w strukturze,
jaka jest zbidr liczb, z okreslong w nim relacjg porzadku. To z kolei pocigga za sobg dwa
spostrzezenia. Po pierwsze, Cantor zdawal sobie sprawg z tego, ze obiekty matematyczne,
ktorymi si¢ zajmuje, stanowig elementy w konkretnych, matematycznych strukturach. Po
drugie, zbior liczb byt u Cantora szczegdlnym zbiorem elementoéw, tj. zbiorem z nalozonag

relacjg porzadku (nalezaty do niej wszystkie jego elementy).

Nalezy zwroci¢ uwage na okreslenie: ,,szersze”, gdy Cantor opisuje pojecie liczby. Dla
niego we¢zsze czy raczej bardziej podstawowe pojecie liczby byto zwigzane z liczbami
wymiernymi. Natomiast okreslenie ,,szersze” byto niejako zarezerwowane dla pozostatych
liczb, zwlaszcza niewymiernych, jakie skonstruowal w ramach zbioru-struktury liczb

rzeczywistych.

Podstawa wspoétczesnej konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych metoda Cantora jest
uporzadkowane ciato liczb wymiernych (Q,+,-,0,1,<). Nastgpnym potrzebnym konstruktem jest
zbior ciggow spetniajacych warunek Cauchy’ego, z okre§long w nim relacja réwnowaznosci:

(an)E(bn), gdy ll‘mnaoo(an_bn) :O.

Elementy spetniajace relacje rownowaznosci tworza klasy abstrakcji. Definiujemy w

tych klasach dzialania oraz porzadek nastepujaco:

[(@n)]*[(bw)]=[(an*bn)],

284 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozer filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.

285 G, Cantor, Das Script der Vorlesung uber Differentialrechnung vom Sommersemester-..., dz. cyt.; cyt.
za: J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora..., dz. cyt., 44. Nalezy od razu zaznaczy¢, iz Dadaczynski wskazuje na pojecie Zahlengripe jako pojecie
oznaczajace dostownie wielkos¢ algebraiczng, jednakze znaczenie mu przypisywane 6wczesnie kaze je ttumaczy¢
jako wielkos¢ liczbowa. Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia
teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 44 przyp.148.
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[(@)][(bn)]=[(anbn)],

[(a)] < [(by)] <=> Fe € Q,Ik:Vn > k,a, + & < b,.

Klasy statych ciaggow [(asaz..)], a€Q, to po prostu liczby wymierne. Liczby
rzeczywiste R to zbidr ilorazowy C/=. Struktura (R,+,-,0,1,<) jest cialem uporzadkowanym w

sposob ciaghy?®®.

Chociaz mozna przedstawi¢ konstrukcje Cantora przy pomocy wspolczesnej,
aksjomatycznej teorii cial uporzadkowanych (pokazujac tym samym, iz uczony skadingd
stworzyl skomplikowana, przemyslang strukture), wskazuje si¢ na trzy zasadnicze techniczne
réznice migdzy oryginalng oraz wspotczesng wersja konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych
metodg Cantora, przez ktore zauwazane migdzy nimi podobienstwo opiera si¢ jedynie na

ogodlnym zarysie tej konstrukcji?®’. Roznice te to:

— ,,szkicowo$¢” opisu liczb wymiernych u Cantora?®® vs. formalne zdefiniowanie

zbioru tych liczb jako ciata uporzadkowanego wspotczesnie;

—rdznica miedzy stanem wiedzy Cantora oraz stanem wiedzy wspodlczesnej o zbiorach

ilorazowych oraz relacji rownowaznosci;

— a takze scharakteryzowanie intuicyjnej oraz koniecznej z punktu widzenia analizy
wlasciwosci cigglosci zbioru liczb rzeczywistych przy pomocy jedynie wiasciwosci zupetnosci
w sensie Cauchy’ego, bez odwotania si¢ rowniez — tak jak to si¢ robi wspodiczesnie — do

Aksjomatu Archimedesa?®®.

286 por. P. Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen Georga Cantora..., dz. cyt., 161.

287 p_ Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora..., dz. cyt., 161.

288 Nieformalno$¢ podej$cia matematyka z Halle jest utrzymana pomimo uwagi, ze Cantor zaktadat
implicite lub wprost owe wlasnosci ciata uporzadkowanego zbioru liczb wymiernych. P. Btaszczyk, Nota o Uber
die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen Georga Cantora..., dz. cyt., 161.

289 Obie konstrukcje liczb rzeczywistych — Cantora i Dedekinda — uwazano (i nadal sie uwaza) za
roéwnowazne. Jednak z punktu widzenia analiz matematyki niestandardowej i badan nad powigzaniami Aksjomatu
Archimedesa z innymi aksjomatami wynika, iz Aksjomat Ciaglosci wedlug Dedekinda jest rownowazny
koniunkcji Aksjomatu Zupelnosci oraz Aksjomatu Archimedesa. Por. P. Btlaszczyk, O cialach
uporzqdkowanych..., dz. cyt., 23. Jest to fakt o tyle interesujacy, o ile chcemy bada¢ np. zalezno$¢ pomigdzy
intuicyjnym podej$ciem Cantora do nieskonczenie matych a tym, co formalnie wynika z teorii, ktéra zbudowat.
Ot6z wiadomo, ze Cantor byl negatywnie nastawiony do tych wielkosci. Probowal udowodni¢ Ze nie istnieja.
Natomiast wymieniona przez niego w konstrukeji wlasciwos¢ zupetnosci zbioru moze by¢ spetniana w systemach
niestandardowych, czyli takich, ktore zawieraja wielkos$ci nieskonczenie mate. W przeciwienstwie do wlasnosci
porzadku ciaglego, ktory rozwazat Dedekind, jako ze wynika z niej Aksjomat Archimedesa. Okazuje si¢ wigc, ze
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Pozwalajac sobie na skomentowanie zauwazalnych technicznych réznic miedzy
oryginalng a wspodtczesng wersja konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych metoda Cantora,
odniesiemy si¢ kolejno do pierwszej i trzeciej z wymienionych réznic (druga roznica jest
poniekad podobna do pierwszej, w obydwu chodzi w istocie o kontekst formalizacji

matematyki na przestrzeni czasu).

Pierwsza roznice nalezy traktowaé jako oczywiste nastepstwo rozwoju matematyki.
Warto zwrdci¢ uwage, ze dopiero Hilbert podjat sie aksjomatycznego opisu liczby.
Definiowanie zbioru liczb wymiernych jako ciata uporzadkowanego jest oparte nie tylko na
wiedzy z zakresu algebry, ale rowniez na aksjomatycznym sposobie traktowania
matematycznych obiektow-struktur, stad Cantor nie musiat jeszcze poslugiwac si¢ w pehni
aksjomatycznym podejsciem. Po drugie zas, za jego czasOw algebra abstrakcyjna nie byla
jeszcze rozwinigta na tyle, aby mogl realizowa¢ rowniez algebraiczne podejscie, cho¢
oczywiscie, gdy poréwnamy praktyke matematyczng Cantora z praktyka matematyczng
Dedekinda, mozna 6w fakt zauwazony przez Piotra Btaszczyka potraktowac jako istotny aspekt

tworczosci matematycznej Cantora®®.

Odnoszac si¢ do trzeciego (ostatniego) podpunktu, nie nalezy zapominac, iz Cantor
zaktadal na glebokim poziomie, ze nieskonczenie male ,nie istniejg” w zbiorze liczb
rzeczywistych, 1 z takiego tez przeswiadczenia wychodzil — cho¢ gldwnie z perspektywy
metamatematycznej, a nawet filozoficzne;.

Jego sposob konstrukeji zbioru liczb rzeczywistych przez zadang w nim relacjg

kongruencji dodatkowo wykluczat z tej konstrukcji nieskonczenie (cho¢ nie wykluczatl ich

formalnego istnienia w calej matematyce, co jest wiadome w obecnych czasach, dla Cantora

Cantor, porzadkujac analize 1 wyrzucajac z niej intuicyjne pojecie nieskonczenie matych wielkosci, nie zrobit tego
tak skutecznie, jak Dedekind.

290 Tutaj nalezy zwrdcié uwage na to, jak rozni sic matematyka (jej styl, a zwlaszcza sposéb i stopien
formalizacji oraz aprioryczno$ci) w zaleznosci od epoki. Charakterystyczne dla tego zagadnienia, cho¢ go
niewyczerpujace, jest stwierdzenie Zbigniewa Krola: ,.Scista formalizacja matematyki wspotczesnej tylko
pozornie uodpamia jg na zalezno$¢ od kontekstu historycznego. Zaleznos¢ ta staje si¢ jedynie mniej widoczna.
Podobnie jest z aprioryczno$cig matematyki. Matematyka jest w pewnym sensie naukg aprioryczng, chociaz
ustalane przez nig zaleznosci nie zawsze sg bezwzglednie apodyktyczne. [...] W obydwu przypadkach,
aprioryczno$ci i $cistej formalizacji, matematyka jest dalej otwarta na pewne inne ukryte mozliwosci, a
kazdorazowa jej posta¢ formalna lub wynik rozumowania apriorycznego s3 w rzeczywistosci efektem pewnych
niejawnych wyborow i formalnej ich kodyfikacji. Caly czas pewne inne mozliwosci teoretyczne sa niewidoczne i
nieaktywne w procesie kreacji wiedzy matematycznej. Odslanianie ich istnienia wraz z nast¢pujaca analiza
odpowiadaja za rozwdj matematyki i stanowia wewngtrzny powod przesadzajacy o racjonalnym i intelektualnym
charakterze tego procesu”. Z. Krol, Uwagi o stylu historycznym matematyki i rozwoju matematyki, w: red. 1.
Bondecka-Krzykowska, J. Pogonowski, Poznan 2010, 203-205.
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takg wiadoma nie bylo — wszak udowadniat on sprzeczno$¢ nieskonczenie matych ze swoja

teorig mnogosci)?L.

Cantor mogl nie uwazaé, ze musi specjalnie, w sposéb formalny
,rugowac” owe, nieskonczenie mate wielkosci ze zbioru liczb rzeczywistych. To zadanie miato
spelnia¢ pojecie granicy, oparte na Weierstrassowskim jezyku delt i epsilonéw. Stad w
kontekscie konstrukeji tego zbioru skupit si¢ na tym, co bylo wymagane przez 6wczesna

analizg, tj. na wypehnieniu luk, zauwazanych w zbiorze liczb wymiernych.

W jego konstrukcji byto to zapewniane poprzez wlasno$¢ zupetnosci zbioru (tak jak u
Dedekinda, poprzez wtasnos¢ cigglosci). Oczywiscie, wlasciwos¢ zupetnosci u Cantora nie
byta kategoryczna (jak wlasnosé ciaglosci u Dedekinda)?®?, tj. chociaz zapewniata minimalng
liczbg elementdw w zbiorze liczb rzeczywistych, nie wykluczata ona sama w sobie istnienia

aktualnie nieskonczenie matych wielkosci w tym zbiorze?®®

. Wprawdzie wigc Cantor mogt
zaktada¢ Aksjomat Archimedesa, jednak formalnie go nie wilaczyt do matematycznej
konstrukcji. Mogla mie¢ tutaj wptyw pewna tatwos¢, z jaka przejmowal 6wczesne podejscia i
paradygmaty, i to one w konsekwencji, a nie kwestie zwigzane z matematycznymi problemami

1 obiektami ksztaltowaly najwazniejsze elementy jego praktyki matematyczne;.

Uwagi krytyczne wobec Cantora dotyczg czasem kwestii techniczno-formalnych,
ktore maja jednak sens dopiero z perspektywy wspoltczesnej (a nie majg zwigzku z jego
metodologig badawcza, pozostawiajaca nieco do zyczenia, jesli chodzi opod spojnos¢). Chodzi

np. o okreslenie prostej rzeczywistej terminem continuum?%*

. W tym miejscu mozna zwrocié
uwage na fakt, ze pomimo iz wspodlczesnie prosta (geometryczna, rzeczywista) nie jest

formalnie okre$lana terminem continuum, poniewaz nie spetnia warunku zwartoéci®®® w

291 Jest tak dlatego, Ze nieskoficzenie mate wielkosci to te, ktérych granicg jest 0. Wszystkie ciagi
Cauchy’ego, ktore w przejsciu granicznym daza do 0, sg utozsamiane z liczba 0, w ramach konstrukeji zbioru liczb
rzeczywistych Cantora.

292 Argumentem jest twierdzenie o kategorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych: ,,istnieje jedno, z
doktadnoscia do izomorfizmu, ciato uporzadkowane w sposob ciagly”. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy
Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 11.

293 p, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective, ,,Bulletin of the
section of logic” 49, (2020) nr 2, 149-179, doi: http://dx.doi.org/10.18778/0138-0680.2020.09.

294 Np. 1. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii
mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt. Nalezy tez wskaza¢ na problem, ktéry poruszamy w analizie samego pojgcia
ciggtoscei. Ciaglos¢ czy tez w przypadku Cantora zupelno$¢ dotyczy w niniejszej pracy ciagtosci zbioru. Porzadek
ciagly (zupelno$¢) zbioru to inna wlasno$¢ niz ciggtos¢ funkcji. Te dwie wlasnosci nalezy umie¢ rozrozniaé, gdyz
istotne jest to zarowno z punktu widzenia matematyki, jak i filozofii (np. strukturalizmu).

29 Obecnie continuum jest definiowane w topologii jako niepusta, topologiczna przestrzef, ktora jest
zwarta i spojna. W tym przestrzen metryczna, poniewaz kazda przestrzen metryczna — z okreslona metryka — jest
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topologii, to kazdy jej dwustronnie domkniety odcinek takim continnum juz jest. Moglo wiec
Cantorowi chodzi¢ o samg wlasno$é spjnosci?®® prostej. Podobny btad mozemy zauwazyé w
przypadku, gdy opisywal on zbidr liczb rzeczywistych poprzez wtasno$¢ zupetnosci (bez
odwolywania sie do wtasnosci archimedesowosci). Wiasno$é zupetnosci®®’ jest wspotczesnie
definiowana niezaleznie i odnosi sie do przestrzeni metrycznej?®®. O ile kazda przestrzen

metryczna jest rOwniez przestrzenig topologiczna (z topologia indukowang przez okres§long

metryke), o tyle nie kazda przestrzef topologiczna jest metryzowalna®®®,

W zwiazku z powyzszym wykazaliSmy, iz konstrukcja liczb rzeczywistych Cantora
moze by¢ — z pewnymi wyjatkami — traktowana tak, jak wspodlczesnie jest prezentowana w
teorii cial uporzadkowanych. Te wyjatki to przede wszystkim brak formalnie sformutowanego
Aksjomatu Archimedesa, ale rowniez — jak to nazywa Btaszczyk — ,,szkicowo$¢” opisu zbioru
liczb rzeczywistych, kontrastujgca z precyzyjnym opisem struktury ciala uporzagdkowanego we
wspotczesnej algebrze. Owa szkicowos$¢ jest Scisle zwigzana ze wskazywang przez nas
mniejszg intencjonalnos$cig (w porownaniu z Dedekindem) wprowadzania struktur jako nowych
obiektow, a przez to z brakiem potrzeby ujecia w ,,strukturalnym ogladzie” danej konstrukcji
wszystkich niezbednych aspektow i1 powigzan miedzy nimi (tak jak si¢ to robi, modelujgc

matematycznie problemy, oraz tak jak to robit Dedekind).

przestrzeniag topologiczng; odwrotnie implikacja nie zachodzi, tj. nie kazda przestrzen topologiczna jest
metryzowalna w sposob zgodny z jej topologia.

296 przestrzen topologiczna (X, T) jest zwarta, jesli jest to przestrzen Hausdorffa i mozna wybra¢ pokrycie
skonczone, z dowolnego pokrycia przestrzeni X zbiorami otwartymi. Jesli mamy metryke, okreslong na zbiorze
z przestrzeni kartezjanskiej, mozemy powiedzie¢, ze zbidr zwarty to taki, ktdry jest jednocze$nie domknigty i
ograniczony (zawarty w pewnej kuli). Dowolna funkcja rzeczywista okreslona na tych zbiorach, osiaga swoje
kresy.  Por. S.  Jackowski, Topologia I, w: https://dydmat.mimuw.edu.pl/. Natomiast
przestrzen (X,T) jest spdjna, jesli nie istniejg niepuste zbiory U 1V z T, takie, Ze s roztaczne i w sumie dajg caty
zbidr X. Por. S. Jackowski, Topologia I..., dz. cyt.

297 Przestrzeh metryczna jest przestrzenig zupeing, gdy kazdy cigg Cauchy’ego z jej elementow jest
zbiezny (posiada granice). S. Jackowski, Topologia ..., dz. cyt.

298 Tj. przestrzeni (zbioru), z okre$long na nim metryka, tj. funkcja odlegtosci. Metrykg za§ w zbiorze X
jest funkcja d:XxX->R, ktora spelnia, co nastepuje:

l. »d(x,)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=y,
2. d(x,y)=d(y,x) dla x,y nalezacych do X
3. d(x,y)<d(x,z)+d(zy) dla x,y,z nalezacych do X”.

S. Jackowski, Topologia I..., dz. cyt.

29 Nie dla kazdej przestrzeni topologicznej mozna znalezé metryke, ktora bedzie wyznaczala jej
topologig.
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Jak si¢ okaze dalej, na tle prac Cantora bardzo wyraznie rysuja si¢ strukturalistyczne
elementy zalozen Dedekinda, dotyczace gtownie metodologii. W przypadku Cantora mozna
zauwazy¢ ostrozne, dedukcyjne podejscie do ,.konstruowania” nowych struktur. Bardziej
zglebiat on i analizowat juz dane matematyczne obiekty, pojecia, anizeli wymyslat zupetnie
nowe. Nawet w obliczu kwestii zwigzanych z Hipotezg Kontinuum czy nieskonczenie matymi
— gdzie, jak si¢ w dalszym ciggu pracy okaze, obserwujemy silniejszy wptyw pewnego rodzaju
intuicji matematycznej (obejmujacej zaréwno pewne przejete przekonania®®, jak i zwigzane z
nimi wyobrazenia-oglady reprezentacji wizualnych®') niz tylko samo dedukcyjne

rozumowanie — nie probowal wprowadza¢ nowych kontekstow 1 tresci.

W zwiazku z powyzszym, moglibySmy réwniez przyznac, iz Slady przekonan Cantora
odnosnie do tego, ze matematyke si¢ odkrywa (a wigc skutki $§wiadomych zalozen
platonistycznych), moga by¢ znajdowane nie tylko w jego konstrukcji liczb rzeczywistych, ale
w catej teorii mnogosci. Moze si¢ wydawac, ze to ostabia argumentacj¢ niniejszej pracy,
jednakze nalezy pamigta¢ o dwoch rzeczach. Po pierwsze, tezy rozprawy nie stoja w
sprzecznosci z faktem, iz pewne uswiadomione 1 deklarowane zatozenia filozoficzne u Cantora
(ani u Dedekinda) mogty wptywac¢ na jego matematyczne zatozenia, cele 1 decyzje. Po drugie,
owe skutki zatozen platonistycznych Cantora nie sg sprzeczne z odkrywanymi w jego praktyce
matematycznej elementami konstrukcjonizmu oraz strukturalizmu — ktére to elementy
argumentuja za gtbwna tezg niniejszej pracy. Co wigcej, moga wyjasni¢ pewne aspekty opisane;j

wyzej ontologii, jak 1 wspominanej tutaj metodologii.

300 R, Iemhoff, Intuitionism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

301 Nalezy tu zaznaczyé, ze méwigc o wyobrazni lub mysleniu wizualnym, opieramy si¢ gléwnie na
propozycji Giaquinto, ktory (powotujac sie na propozycje Kosslyna) broni mozliwosci myslenia wizualnego i jego
roli w poznaniu matematycznym. Odrozniamy do§wiadczenie wizualne, gdzie istnieje jaki$ zewnetrzny bodziec,
od wyobrazni wizualnej i mys$lenia wizualnego, gdzie niekoniecznie musi istnie¢ jaki§ bodziec wzrokowy. Jak
pisze Kosslyn i in.: ,,Wizualna wyobraznia mentalna to ‘widzenie’ w przypadku braku odpowiedniego
bezposredniego bodzca zmystowego, stuchowa wyobraznia mentalna to ‘styszenie’ w przypadku braku
bezposredniego bodzca zmystowego i tak dalej. Wyobrazanie rdzni si¢ od percepcji, ktora jest rejestracja fizycznie
obecnych bodzcéw”. S. Kosslyn, M. Behrmann, M. Jeannerod, The cognitive neuroscience of mental imagery,
,,.Neuropsychologia” 33, (1995), 1335, doi: doi:10.1016/ 0028-3932(95)00067-D. Lub: ,,uzywamy terminu
,wyobraznia mentalna” w odniesieniu do reprezentacji... informacji zmyslowych bez bezposredniego bodzca
zewnetrznego™ J. Pearson i in., Mental imagery: functional mechanisms and clinical applications, ,,Trends Cogn.
Sci.” 19, (2015), 590, doi: 10. 1016/j.tics.2015.08.003. Jednak nie wchodzimy w szczegdtowe dyskusje dotyczace
bezposrednio proceséw neurologicznych, jakie — jak si¢ przypuszcza — moga sta¢ za tymi mechanizmami, ani tez
w szczegolowa dyskusje stanowiska reprezentacjonizmu z anty-reprezentacjonizmem. Wigcej o tych kwestiach
mozna poczyta¢ np. w: B. Nanay, Unconscious mental imagery, ,,Phil. Trans. R. Soc. B” 376: 20190689, (2021),
doi: https://doi.org/10.1098/rstb.2019.0689; S. Siegel, The Contents of Visual Experience, Oxford UK 2010.
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Zbiory w teorii mnogosci

W zwiazku z powyzszym, mozna zauwazy¢ juz na podstawie analizy samej konstrukcji
liczb rzeczywistych Cantora, ze nie przejawial on swiadomego strukturalizmu metodyczno-
epistemologicznego (tak jak Dedekind), jednak w jego teorii obserwujemy strukturalng
ontologi¢ matematyki. Przejdzmy teraz do analizy teorii mnogosci, aby potwierdzi¢ i wzmocnié¢

te hipoteze.

Ontologia matematycznych probleméw mogla wptywa¢ na epistemologie Cantora,
jednakze nie do konca przektadala si¢ na metodologi¢. Stad rekonstruowane elementy
strukturalistyczne, ktore przedstawiamy w oparciu o analiz¢ jego matematycznej praktyki,
moga (ale nie musza) swiadczy¢ o tym, iz Cantor ostatecznie akceptowal strukturalistyczng
ontologi¢ podstaw matematyki (a wigc w pewnym sensie ontologie¢ matematyki w ogole).
Ponizej przedstawione zostang wybrane struktury teoriomnogo$ciowe, jakie Cantor

konstruowat (nie liczac struktur juz weczesniej zaprezentowanych).

Pierwszym argumentem wskazujgcym na powyzsze moze by¢ przyktad wyrazenia (M,
N, P...), oznaczajacego zebranie w umysle wszystkich zbioréw M, N, P... Poréwnujac t¢
strukture z takg samg strukturg przedstawiong przez Dedekinda, mozemy zauwazy¢, ze na
poziomie pojeciowym Dedekind z gory okres$la koncowg strukture, za§ Cantor opisuje tylko
sam proces zbierania zbioréw (nie za$ tworzenie ,,pietrowego”, ztozonego zbioru, ktérego
elementami sg zbiory)®®2. Ostatecznie mozemy wskazaé, ze choé Cantor wskazuje na strukture,
nie robi tego w sposob precyzyjny i1 ukierunkowany na wprowadzenie nowego obiektu, co

zauwazamy u Dedekinda.

W artykule z 1880 roku Cantor zdefiniowal sumg¢ oraz iloczyn teoriomnogosciowy.
Nalezy zaznaczy¢, ze ponizsza definicja sumy mnogos$ciowej zostala zdefiniowana dla zbioréw
roztacznych parami. Cantor opisuje najpierw relacj¢ rownolicznosci zbiorow. Wyraza ja
nastgpujaco: ,,Jesli wszystkie punkty zbioru P naleza do innego zbioru Q, to méwimy: P jest

zawarte w O lub rowniez, ze P jest dzielnikiem Q, Q jest wielokrotnoscia P30

Nastepnie stwierdza:

302 G, Cantor, Beitrége zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512;
49,8, 207—246)..., d=. cyt., 282.

303 Gehéren alle Punkte einer Menge P zu einer andern Menge Q, so sagen wir: P sei in Q enthalten oder

auch P sei ein Divisor von O, Q ein Multiplum von P”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 145.
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,Jesli Py, Pa, Ps, ... s3 pewnymi zbiorami punktéw o skonczonej lub nieskonczonej
liczbie, to przynalezy do nich najmniejsza wspolna mnogos¢ [...], ktora sktada si¢ ze
wszystkich réznych punktow P;, P>, Ps, ... 1 nie ma innych punktéw niz elementy [tych

zbiorow]"%%.

Cantor owa najmniejszg wspolng mnogosc¢ (bedaca zwykla sumg mnogosciowq) nazywa
die Vereinigungsmenge. Pozniej dodaje, ze do owych zbioréw punktow P;, P>, P3,
przynalezy rowniez ,najwiekszy wspolny dzielnik [[...]], ktory jest zbiorem punktow
wspolnych dla wszystkich punktow [z] PI, P2, P3..”%%. Tutaj Cantor dla najwickszego
wspolnego dzielnika (bedacego czescig wspdlng, iloczynem mnogosciowym) uzywa okreslenia
die Durchschnitt, tj. przecigcie. Zarowno Vereinigungsmenge, jak 1 Durchschnitt sg
okresleniami autorskimi Cantora, jednak — jak zauwaza Dadaczynski — sam autor nie jest

konsekwentny w ich uzywaniu®°

. W tlumaczeniu pojecia dzielnika (Divisor) Cantor korzysta
z pojec¢ zbiorow pochodnych. Wyjasnia, , ze generalnie zawsze zbior bedacy wyzsza pochodng
(P") jest dzielnikiem zbioru bedacego nizsza pochodna (P, gdzie n jest dowolng liczba

)307

naturalng)>’. Sa to kolejne mniejsze struktury teoriomnogosciowe, okreslajgce ontologie

matematyki Cantora.

Kolejnymi strukturami, jakie mozna wymienia¢, sg bezposrednio same liczby

porzadkowe 1 kardynalne. Zarowno liczby kardynalne, jak i1 liczby porzadkowe stanowity

304 Sind P1, P2, P3, ... irgentwelche Punktmengen in endlicher oder unendlicher Anzahl, so gehért zu
ihnen sowohl ein kleinstes gemeinsames Multiplum, welches wir mit:

FPI, P2, P3, ...) [die ,, Vereinigungsmenge”’]

bezeichnen und welches die Menge ist, die aus allen verschiedenen Punkten von PI, P2, P3, ... besteht
und sonst keine anderen Punkte als Elemente besitzt”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 145.

305 wie auch ein grofter gemeinsamer Divisor, den wir mit

B(P,, P,, Ps, ...) [die ,, Durchschnitt’’]

bezeichnen und welcher die Menge der Punkte ist, die allen P/, P2, P3... gemeinsam sind ”. G. Cantor,
Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 145~
146.

306 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozer filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 35 przyp.114.

)

807 ,, Beispielswelse konnen wir, wenn P’, P’’, P’”, ... die aufeinander folgenden Ableitungen einer
Punktmenge P sind (s. Nr. 1, S. 140), sagen, da} P’ ein Divisor von P’, P’’’ sowohl Divisor von P”’, wie auch
von P’, allgemein P(v) Divisor von P(v-1), P(v-2), ... P’ ist; dagegen ist P’ im allgemeinen kein Divisor von P;
wenn aber P serbst die erste Ableitung einer Menge Q ist, so ist P’ Divisor von P”. G. Cantor, Uber unendliche,
lineare Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 146.
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wazng cze$¢ odkrycia/stworzenia liczb pozaskonczonych przez Cantora. Te pierwsze
pozwalaly matematykowi z Halle na porownywanie réznych (rodzajow) zbiorow, a $cislej — na
porownywanie ich wlasnosci liczebnosci (co miato znaczenie gtdéwnie w przypadku zbioréw
nieskonczonych, gdy przeliczanie elementéw tych zbioréw nie bylo mozliwe). Dwa rézne
zbiory byly okreslane jako rownoliczne®® (czy tez ich moce byty rowne), gdy istniata bijekcja

309

migdzy nimi Cantor uwazal, ze moc zbioru jest wilasnoscig, jaka mozna otrzymac,

abstrahujac od charakterystyk elementéw danego zbioru oraz relacji migdzy tymi elementami.

Moze si¢ wydawac, ze Cantor traktowat liczby kardynalne neutralnie ontologicznie —
whasnie z racji podwojnego aktu abstrakcji (od jakosci elementow zbioru oraz porzadku)3*°.
Jesli chodzi o liczby porzadkowe, nalezy stwierdzi¢, iz w ich przypadku tatwiej je traktowac
jak strukture, poniewaz z konieczno$ci muszg by¢ rozpatrywane jako zbior w nieodtagcznym

kontekscie relacji porzadku.

W zwigzku z powyzszym, na podstawie tego, co wiadomo o liczbach kardynalnych,

mozna zrekonstruowac okreslone aspekty ontologiczno-epistemologiczne odnosnie do samego

308 Od czasow Bolzana, poniewaz wcze$niej problemem (sprzeczno$cig) bylo réwnoczesne bycie
podzbiorem (relacja jednostronnego nalezenia) oraz istnienie bijekcji miedzy dwoma danymi zbiorami.

309 Bijekcja to funkcja réznowarto$ciowa i zarazem funkcja ,,na”. Je$li istnieje bijekcja migdzy dwoma
zbiorami, oznacza to, ze kazdemu elementowi ze zbioru A mozna przyporzadkowac jednoznacznie element ze
zbioru B i na odwr6t (kazdemu elementowi ze zbioru B mozna przyporzadkowac jednoznacznie element ze zbioru
A).

Pojecie bijekcji miedzy zbiorami (funkcji) wydaje si¢ bardziej pierwotne do pojecia réwnolicznosci
zbiorow w wydaniu Cantora, poniewaz on sam, badajac relacje rownolicznosciowe miedzy zbiorami, korzystat
przewaznie z prostych wyrazen typu: ,.istnieje/nie istnieje funkcja wzajemnie...”. J. Dadaczynski, Heurystyczne
funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 48 przyp.164., s.
48, przypis 164. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze by¢ moze nazwanie dwoch zbioré6w rownolicznymi stato w
wigkszej sprzecznosci z intuicja, zwlaszcza gdy jeden ze zbioréw wydawat si¢ intuicyjnie liczniejszy od drugiego,
niz samo stwierdzenie matematycznego faktu wystepowania okreslonej funkcji pomiedzy nimi.

310por. G. Cantor, Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—
512; 49, S. 207—246)..., dz. cyt.; G. Cantor, List do K. Lapwitza z 15.02.1884..., dz. cyt. Cantor w obu miejscach
stwierdza, iz liczba kardynalna to ,,pojecie ogolne”, wyabstrahowane z wlasnosci jakosci elementow zbioru oraz
z ich relacji uporzadkowania. W dalszym ciagu pracy bedzie ten temat jeszcze poruszony i rozwiniety. Warto
doda¢, iz Cantor w drugiej definicji unika juz okreslenia ,aktu abstrakcji”’, bedac pod wpltywem
antypsychologicznego artykutu Fregego, jaki miat okazj¢ recenzowac. Mozna wigc sadzié, iz pierwsza definicja
bardziej przedstawiala sedno jego praktyki matematycznej w kontekscie teorii mnogosci (a konkretnie liczb
kardynalnych) niz druga. To interesujace, gdyz pierwsza definicja zawiera w sobie element konstrukcjonistyczny
— opis pewnego aktu umystu, jaki nalezy dokonaé, aby wydoby¢ czy tez odtworzy¢ owo pojecie liczby kardynalnej,
majac dany zbioér. Tutaj wida¢ podobienstwo do Dedekinda, ktéry — o czym wigcej w drugiej czesci rozdzialu —
przyjmuje za oczywiste pewne odwotanie si¢ do ,rzeczy” [Dinge], zbieranymi przez umyst w zbior (a wiec
bedacymi elementami tego zbioru). Oczywiscie podtrzymujemy stanowisko, iz nie potrzeba, aby Cantor zaktadat
tezy konstrukcjonizmu, aby w pewnym sensie te zalozenia wyrazal w matematycznej praktyce, poniewaz w
pewnym sensie przyjmujemy, ze kazdy praktykujacy podmiot matematyczny moze bezkolizyjnie zar6wno
,.konstruowac”, jak i ,,odkrywac” rzeczywisto$¢ matematyczng. Druga definicja liczby kardynalnej prezentuje
podejscie czysto logiczne, oczyszczone z wszelkich aspektow, mogacych nasuna¢ skojarzenia psychologistyczne.
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zbioru®'l. Po pierwsze, aby dokonaé¢ aktu abstrakcji, nalezato zalozyé, iz sam w sobie zbior
sktada si¢ nie tylko ze swoich elementow, ale rowniez z relacji porzadku, natozonej na ten
zbior. To z kolei pokazuje, iz w rzeczywistosci Cantor traktowat zbiory teoriomnogosciowe jak
swoiste struktury. Sama liczba kardynalna byla obiektem-wtasnoscia (lecz jednocze$nie
liczba), uzyskiwang na drodze czynno$ci umystowej, jaka byl proces abstrakcji — mozna
powiedzie¢, proces dekonstrukcji. Jednakze nalezy przypomnieé, iz zbiory byly tez przez
Cantora przyjmowane jako podstawowy element teorii mnogosci — na przyktad w 1872 roku,
gdy zajmowat si¢ zbiorami liczbowymi oraz punktowymi w kontekscie konstrukcji R. Mozna
wiec uwzgledni¢ obydwa znaczenia zbioru — podstawowe, uwzgledniajace trywialny efekt
traktowania grupy pewnych elementow jako catosci, oraz to bardziej skomplikowane, wigzace
si¢ u swych podstaw z wigkszg 1loscig aspektow niz samo postrzeganie grupy elementow jako
catosci. W tym drugim przypadku nalezy wzig¢ pod uwage, oprocz samych elementow,

rowniez ich wtasnosci, a takze relacje panujace w catym zbiorze.

Te dwa wnioski wskazujg na elementy zaréwno pewnego podstawowego ogladu
matematycznych obiektow, elementy konstrukcjonistyczne, jak i strukturalistyczne. Tym, do
czego Cantor odnosi si¢ bezposrednio (np. w kontekscie definiowania liczb kardynalnych), jest
czynnos$¢ dekonstrukcji umystowej. Z niej dopiero mozna dedukowa¢ o budowie struktury, z
jakiej abstrahowana jest wlasno$¢ ,,mocy zbioru”. Tutaj mozemy wigc mie¢ przyktad tego, iz
Cantor w jaki$§ sposob przyjmowat strukturalng budowe (ontologi¢) pomniejszych obiektow
matematycznych. Jednak nie oznacza to, ze konstruowat i wprowadzatl intencjonalnie cate

struktury (modele) liczbowe.

Podsumowujac: najistotniejszy jest fakt, ze strukturalizm, chociaz nie byl w metodzie
praktyki matematycznej Cantora wyraznie zaznaczany (jego metoda byla raczej szczegdtowa
dedukcja, analiza), a przynajmniej nie byl, tak jak u Dedekinda, epistemologicznym
zatozeniem 1 podstawowa metoda — moze byC ostatecznie rozpoznany w budowie
konstruowanych struktur, jak 1 w umystowych czynnosciach konstrukcyjnych,

zdeterminowanych przez t¢ strukturalng, czasem zlozona budowe. Tym samym mozna wigc

811 Cantor w pierwszej definicji pisze: ,,jest wewnetrznie ustalone, czy dowolny przedmiot tej sfery
pojeciowej nalezy do rozmaitosci, czy tez nie, a takze, czy dwa przedmioty w zbiorze, pomimo formalnych réznic
w sposobie ich podania, sg rowne, czy nie”, cho¢: w praktyce nie mozna dokona¢ z pewnoscig i doktadnoscia
odpowiednich rozréznien”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische
Annalen 20 (1), 113—121)..., dz. cyt., 150. Natomiast w pdzniejszej definicji pisal, ze zbior to: ,,dowolne zebranie
w cato$¢ [Zusammenfassung] M pewnych dobrze zréznicowanych obiektow m naszej intuicji lub naszego
myslenia”. G. Cantor, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512;
49, S. 207—246)..., dz. cyt., 282.
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ostatecznie potwierdzi¢ strukturalistyczng ontologi¢ obiektow, jakie opracowywat i
wprowadzal matematyk z Halle. Dodatkowo mimo odmiennego od Dedekinda podejscia,
Cantor opracowywat rowniez matematyczne struktury, dlatego mozemy stwierdzi¢, ze musiat
w pewnym sensie akceptowac te strukturalistyczng ontologi¢ matematyki (ale nie mozna
zaktadac¢, ze jego celem miatoby by¢ strukturalne modelowanie konkretnych kwestii poprzez

wprowadzanie nowych strukturalnych obiektéw).

3.2  Strukturalizm Dedekinda

W przypadku Dedekinda, oprocz samego strukturalizmu ontologicznego, zwigzanego z
samg matematyka, rozpoznajemy réwniez strukturalizm epistemiczno-metodologiczny.
Argumentem w tym konteks$cie jest przede wszystkim przedstawianie przez niego modeli
matematycznych struktur (liczb rzeczywistych, liczb naturalnych), ktore charakteryzujg sie
wiasciwoscia kategorycznoéci®'?. Przedstawiane przez niego modele wymagaly $wiadomego
przeprowadzania umystowych konstrukcji tych struktur. Opierajgc si¢ na koncepcji Giaquinto,
mozna stwierdzi¢, ze Dedekindowi nie wystarczaty proste doswiadczenia obrazow na temat
obiektow 1 struktur matematyczny. Jego modele struktur wymagaja doktadnych specyfikacji

kategorii reprezentacji.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze prezentujac tutaj pewne wnioskowanie, na temat
rekonstruowanych schematéw umystowych w praktyce matematycznej Dedekinda (jak i1
Cantora), nie rozsagdzamy o najwlasciwszym sposobie analizowania praktyki matematyczne;.
Na przyktad argumentacja przedstawiona w niniejszej pracy, nie nawigzuje na przyktad do
dyskusji pomigdzy Btaszczykiem i Filg a Giaquinto, na temat sposobu analizowania kwestii
praktyki matematycznej (czy wedlug jezyka matematycznego 1 historii jak proponujg pierwsi,
czy wedlug procesow psychologicznych w tym myS$lenia wizualnego jak proponuje
Giaquinto)®!3, Pomimo Ze przychylamy si¢ do stanowiska, podkreslajacego koniecznosé
analizowania aspektow historycznych i1 jezykowych zwigzanych z matematyczng wiedza,

wskazujemy roéwniez na potrzebg¢ wzigcia pod uwage perspektywy ludzkiego przedstawiciela i

312 Jedli chodzi o kategoryczno$é jego modelu zbioru liczb rzeczywistych, wspomagamy sie m.in. uwaga
Btlaszczyka w: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen..., dz. cyt., 11. Natomiast kategoryczno$¢ zbioru liczb naturalnych potwierdza Joyce: D.E. Joyce, Notes on
Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen?,dz. cyt., 15.

313 Blaszczyk, Piotr, i Marlena Fila. 2020. ,,Modes of Continuity in Diagram for Intermediate Value
Theorem”. W Diagrammatic Representation and Inference, zredagowane przez Ahti-Veikko Pietarinen, Sven
Linker, Peter Chapman, James Corter, Valeria Giardino, i Leonie Bosveld-de Smet, 34—49. Cham, Switzerland:
Springer.
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indywidualnych proceséw umystowych. W wtasnie ten sposob, w kontekscie niniejszej pracy,
moga by¢ rozpatrywane takie kwestie, jak to czym jest idealna prosta, w jaki sposob laczy si¢
nieciggtos¢ w zbiorze uporzadkowanym z nieciggloscia w zbiorze liczb wymiernych, czy
porzadek liniowy byt u Dedekinda pojeciem pierwotnym czy byt zdefiniowany, jak réwniez co

oznaczala dla Dedekinda ciggtosc.

Istotne jest, ze Dedekind przedkladat swoje teorie w sposob usystematyzowany i
przejrzysty. Kazde wprowadzone twierdzenie 1 pojecie, oprocz tych pierwotnych (jak zbidr,
elementy zbioru, relacje i odwzorowania), byto konsekwentnie wprowadzane przy pomocy
poje¢ 1 twierdzen wczesniejszych. Dodatkowo, precyzja, z jaka Dedekind przedstawit swoje
podstawy teorii mnogosci, moze wskazywac, iz byl on $§wiadomy roli tej teorii w catej
matematyce. Jednak nawet jesli przyktadal on wage do warstwy syntaktycznej, bylo to
umotywowane jego dbatoscig o dopracowanie wszystkvich aspektow danej struktury. Nie
motywowal tego program, podobny do tego, jaki stworzyt Hilbert. Uwazamy, ze Dedekind po
prostu modelowat teoriomnogo$ciowo matematyczne kwestie 1 struktury, natomiast jego
dbatos¢ o precyzje wynikata jedynie z dbatosci o dopracowanie wszelkich niezbednych

aspektoéw tych struktur.
Swiadome zalozenia

Wypowiedzi o cigglosci

Tym, co charakteryzowato praktyke matematyczng Dedekinda, bylo $wiadome
komunikowanie o przeprowadzanych przez niego matematycznych procedurach. Faktem jest,
ze w swojej konstrukcji liczb rzeczywistych nawigzal do teorii stosunkow wielko$ci
Eudoksosa-Euklidesa®'®. Jednakze, co wazniejsze, wprowadzit Aksjomat Cigglosci - a
wlasciwie wilasno$¢ ciaglosci, ktora nastgpnie stala sie podstawag tego aksjomatu (np. u
Hilberta). Byt w pelni §wiadomy, 1 o tym pisal, Ze 6wczesna analiza wymagata sformalizowania
pojecia wielkosci ciagtych, i to wiasnie zrobit. Swiadczy to o jego wysokiej $wiadomosci

zatozen oraz celow, jakich wymagaly opracowywane problemy.

Juz na samym poczatku konstrukc;ji liczb rzeczywistych Dedekind zastanawiat si¢ nad

mgliScie pojmowang wlasnosécig ciaglosci oraz odwolywal si¢ w tym celu do wlasno$ci

314 Jednak nie oznacza to, iz na plaszczyznie matematyki (tylko raczej w kontekscie indywidualnej
praktyki) mozna zréwnac¢ teori¢ Eudoksosa-Euklidesa z propozycja Dedekinda.
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geometrycznych linii prostej. Z tego powodu, jak pisat, chciatl formalnie opisa¢ owe wielkosci

ciggte, ktorymi zajmowano si¢ u podstaw analizy®®.
Dedekind na poczatku rozprawy Stetigkeit und irrationale Zahlen z 1872, pisze:

,»,MOWI si¢ czesto, ze rachunek rézniczkowy zajmuje si¢ wielkosciami ciggltymi, nigdzie
jednak nie podaje si¢ zadnego wyjasnienia tej ciaglosci, co wigcej, nawet w
najscislejszych wyktadach tego rachunku dowody bazuja nie na cigglosci, ale odwotuja
si¢ albo do pewnych mniej czy bardziej geometrycznych, czy przez geometri¢
podsuwanych wyobrazen, albo tez do pewnych twierdzen, ktore nigdy nie zostaty

dowiedzione w sposob czysto arytmetyczny’>18,

W tym miejscu wyjasnia poniekad swoje intencje i zalozenia filozoficzne. Otoz
intencja uczonego jest zglebienie pod katem filozoficznym, a nastgpnie matematyczne
zdefiniowanie wlasnosci ciggtosci porzadku. Ten z kolei — jak wspomnieliSmy w poprzednim
podrozdziale — nie byl formalnie przez Dedekinda us$cis$lony, cho¢ odwoluje si¢ on

bezposrednio do rachunku rézniczkowego, mowigc o wielkos$ci ciaglej, siega do geometrii.

Dedekind tak opisuje owag wlasnos¢, ktorg zarowno w sposob zamierzony ustanowit
fundamentem swojej konstrukceji liczb rzeczywistych, jak 1 chciat definiowaé, odnoszac si¢
wprost do  geometryczno-teoriomnogosciowego  kontekstu  intuicji  poznawczej

(wizualizacji®!’), jako uzywanego przez niego w praktyce matematycznej 318

,Jezeli wszystkie punkty prostej rozpadajg si¢ na dwie klasy tego typu, ze kazdy element

pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego elementu drugie;j, to istnieje jeden i tylko jeden

315 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 315.
316 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 315.

317 Jego przekroje w R mozna przedstawi¢ na sposob bardzo formalnie wizualny, jako dwie polproste
(skok: obie domkniete, jedna prawostronnie, druga lewostronnie; luka: obie otwarte, jedna prawostronnie, druga
lewostronnie; przekrdj wilasciwy R: jedna otwarta druga domknigta i na odwrdét — odpowiednio prawo- i
lewostronnie).

318 Warte uwagi jest to, ze Dedekind w sposdb zamierzony i precyzyjny przygotowat fundamenty
teoretyczne dla konstruktu do$¢ problematycznego, jakim jest continuum ztozone z punktéw. Nie chodzi o
continuum w sensie wspolczesnej teorii topologicznej w matematyce, lecz o przedmiot (abstrakcyjny) ciagtly,
majacy wlasno$¢ ciagtosci. O ile w dzisiejszej fizyce ciaglos$¢ przestrzeni jest czedciej zastgpowana, przystaniana
procesem nieustannego poruszania si¢ czasteczek (por. z teorig dualizmu korpuskularno-falowego, np. w: A.K.
Wroéblewski, Historia fizyki. Od czasow najdawniejszych do wspoiczesnosci, Warszawa 2007, 463—466.), za czym
w pewnym sensie rowniez Cantor si¢ opowiadal, o tyle Dedekind dokonat pewnego przetomu. Stato sig¢ tak
dlatego, ze chciat po prostu uzyska¢ odpowiedz na pytanie, co zagwarantowatoby upragniong w analizie wlasnos¢
ciaglosci prostej geometrycznej, utozsamianej czasem z dziedzing funkcji — wazne jest tutaj rozroznienie z
wlasnoscig ciaglosci samej funkcji, intuicyjnie i1 intencjonalnie rozpatrywanej w kategorii zupelnego,
wystarczajaco gestego zbioru ,,nienachodzacych” na siebie punktow na proste;.
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punkt, ktory tworzy ten podziat wszystkich punktow na dwie klasy, czyli przekroj

prostej”31°,

Blaszczyk wskazuje, ze nie jest to nic innego, jak tylko wspoétczesna definicja cigglosci

w sensie Dedekinda: ,,zaden przekréj zbioru (X,<) nie wyznacza ani luki, ani skoku”3%,

Z matematycznego punktu widzenia to prawda. Lecz z punktu widzenia filozoficznego
pisemna wypowiedz zawiera wiecej tresci®?l. Przede wszystkim nalezy zwroci¢ uwage na fakt,
1z Dedekind bardzo obrazowo 1 oryginalnie opisal wtasnos¢ prostej, ztozonej z punktow. Juz
na poczatku swojej konstrukcji liczb rzeczywistych odwotat sie¢ do — wrecz fizycznej —
wlasnosci swiata doswiadczen. Mamy tu na mysli zarowno jego niewyartykulowane zatozenie
o wiasnosci liniowosci porzadku (do liniowego porzadku w wersji Dedekinda brakuje prawa

trychotomii), jak 1 samg nazwe ,,przekroju”.

Podstawowym pojeciem Dedekinda w charakteryzowaniu zbioru Q oraz R jest
przekrdj. Definicje pojecia przekroju mozemy uzyska¢ poprzez przytoczenie opisywanej

ponizej jednej z wlasnoéci porzadku®??:

,Jezeli a jest pewng okreslong liczbg, to wszystkie liczby systemu R [liczb wymiernych
— przyp. K.T.] rozpadaja si¢ na dwie klasy 4; 1 4>, z ktérych kazda zawiera
nieskonczenie wiele elementow. Pierwsza klasa 4; zawiera wszystkie liczby a;, ktore
sg < a, druga klasa 4> wszystkie liczby a., ktére s3 > a. Sama liczba a moze byc
zaliczona albo do pierwszej, albo do drugiej klasy i jest ona wtedy odpowiednio

najwicksza liczbg pierwszej lub najmniejsza liczbg drugiej klasy. W kazdym z

319 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 32; R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 317.

320 p, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 32.

321 Bedzie to rozwinigte jeszcze w dalszej czesci pracy. Jednak ogolnie chodzi o fakt, iz Dedekind,
poszukujac istoty wilasnoséci ciagloSci we wilasnym umysle — w wyobrazeniu o cigglosci w potaczeniu z
wymaganiami, jakie stawiata analiza — odwotuje si¢ niejako do filozofii Kanta. Nie robi tego w sposob zamierzony,
jednak epistemiczny proces, podczas ktorego dochodzi do wyksztatcenia definicji ciaglosci, nawigzuje do
korzystania z naocznosci czasu i przestrzeni, ktére sa wedlug Kanta narzucane na kazde wrazenie (w tym
przypadku — umystowe). Dedekind taczy w jednym wiasciwosci geometryczne z arytmetycznymi. Jego ciagla
prosta nie jest prostg geometryczna co do istoty.

322 O porzadku pisze Dedekind nastepujaco: ,,Dla naszych dalszych celéw wazniejsza jest jednak inna
wlasno$¢ systemu R, ktérg mozna wyrazi¢ mowiac, ze system R jest dziedzing jednowymiarowg dobrze
uporzadkowana, nieskonczona w dwu przeciwnych kierunkach”. ttum: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna
rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 21; R. Dedekind, Stetigkeit und
irrationale Zahlen..., dz. cyt., 318. Mozna powiedzie¢, ze Dedekind, mowigc o porzadku, opierat si¢ na modelu
liczb wymiernych (p6zniej rowniez rzeczywistych).
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przypadkow rozklad systemu R na dwie klasy 4;, 4> jest tego rodzaju, ze kazda liczba

pierwszej klasy 4; jest mniejsza od kazdej liczby drugiej klasy 4232,

Lub przytaczajac pojecie przekroju prostej:

,Jezeli wszystkie punkty prostej rozpadaja si¢ na dwie klasy tego typu, ze kazdy element
pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego elementu drugiej, to istnieje jeden i tylko jeden
punkt, ktory tworzy ten podzial wszystkich punktéw na dwie klasy, czyli przekroj

prostej”324,

Tak jak wczesniej zauwazyliSmy, przekrdj jest SciSle zwigzany z uporzadkowaniem
zbioru lub z wyobrazeniem ,,przekroju” na geometrycznej prostej (przy czym wyobrazenie to
nie opisuje doswiadczenia fizycznego, a model kontinuum punktowego)®?®. Jednoczesnie
chodzi o to, aby w wyniku dokonania abstrakcyjnej operacji przekroju uzyskac liczbe/punkt.
Operacja samego przekroju, pewna umystowa konstrukcja, nie jest tutaj jednak celem samym
w sobie. Nadrzednym kierunkiem dziatah Dedekinda jest zdefiniowanie takiej wlasciwosci,
ktora pozwoli optymalnie scharakteryzowa¢ zbior liczb, jaki mial by¢ efektywnie i
funkcjonalnie wykorzystywany w analizie. Nalezy nadmieni¢, Zze obecnie w analizie sg

wykorzystywane réwniez inne (np. niestandardowe) zbiory.

Mozna stwierdzi¢, ze Dedekind po prostu odpowiedziat swoja konstrukcjg na
owczesne wymagania wiodacych paradygmatéw matematycznych. W tym sensie opracowat
przede wszystkim strukture, odpowiadajaca na konkretne oczekiwania, i1 jej konstrukcja
umystowa byla tu rzecza drugorzedng. Dedekind nie tyle wuzupeinit teori¢ stosunkow

Eudoksosa-Euklidesa®?®, co wykorzystal ja jako cze$¢ opracowywanej struktury.

Przypomnijmy, ze przekrdj byl zdefiniowany — co wazne — nie przy pomocy
wykorzystania intuicji dotyczacej ,,przecinania” czego$ fizycznie (cho¢ mogla by¢ ona pewna
podstawa lub inspiracjg), a wskutek polaczenia wtasciwosci cigglosci prostej (geometrycznej)
z whasciwos$ciami zbioru (prawie liniowo) uporzadkowanego. To w efekcie powoduje, iz w

kazdym miejscu prostej rzeczywiste] znajdujemy doktadnie jeden i tylko jeden punkt.

323 Tthum: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen..., dz. cyt., 22; R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 319.

324 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 32; R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 321.

325 Por. np. J. Mioduszewski, Wykiady z topologii: zbiory spdjne i kontinua, Katowice 2011, 7.

328 R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, Poznan 1994, 151-152.
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Natomiast w przypadku zbioru liczb wymiernych czg¢s¢ przekrojow wskazuje luki. Obecnie
skok wykluczany jest przez liniowo$¢ porzadku zbioru. W trakcie analizy przykltadu
pokazujacego brak cigglosci w zbiorze liczb wymiernych, Dedekind dzieli (wedtug
powyzszego réwnania) zbidr na dwa roztaczne podzbiory: 4>, ktérego elementami sg liczby
dodatnie (poniewaz sg wigksze niz liczba D — liczba dodatnia), oraz A4;, ktérego elementami sg

liczby mniejsze od D. Prébuje to opisac nastepujaco:

,Jesli do drugiej klasy A> zaliczymy kazda dodatnig liczbe wymierng a», ktorej kwadrat
jest > D, a do pierwszej klasy A; wszystkie inne liczby wymierne a;, to podziat ten
tworzy przekrdj (41, A2), tj. kazda liczba a; jest mniejsza niz kazda liczba a>. Jezeli a;
= 0 lub jest ujemna, to a; jest mniejsze niz dowolna liczba a> tylko z tego powodu,
poniewaz zgodnie z definicjg [liczba a> — przyp. K.T.] jest dodatnia; natomiast jesli a;
jest dodatnia, jej kwadrat wynosi = D, a w konsekwencji a; jest mniejsze niz dowolna

liczba dodatnia a>, ktérej kwadrat jest > D37

Po wykonaniu kilku przeksztatcen i obliczen stwierdza rowniez, , ze: , kwadrat kazde;j

liczby wymiernej x jest albo < D albo > D. Z tego tatwo wynika, ze nie ma ani najwickszej

liczby w klasie A4, ani najmniejszej liczby w klasie 4,78,

Co prowadzi do pokazania, iz przekroj, ktory zostat stworzony, nie jest liczbg wymierna.

Stad Dedekind ponownie, po dokonaniu niezbednych przeksztatcen®?®, stwierdza wprost:
,Jesli wezmiemy liczbe dodatnig z klasy 4, to dla x mamy x> < D, a w konsekwencji
mamy y > x oraz v~ < D, wiec y rowniez nalezy do klasy 4,. Ale jesli ustalimy dla x

liczbe z klasy 4>, to mamy x> = D, i w konsekwencji mamy y < x, y > 0 oraz vy = D,

327 Por. ,,Nimmt man in die zweite Klasse 4> jede positive rationale Zahl a; auf, deren Quadrat > D ist,
in die erste Klasse A; aber alle anderen rationalen Zahlen a,, so bildet diese Einteilung einen Schnitt (4, 42), d. h.
jede Zahl a; ist kleiner als jede zahl a». Ist ndmlich a; = 0 oder negativ, so ist a; schon aus diesem Grunde kleiner
als jede Zahl a, weil diese zufolge der Definition positiv ist; ist aber a; positiv, so ist ihr Quadrat = D, und folglich
ist a; kleiner als jede positive Zahl a,, deren Quadrat > D ist”. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 324.

328 Por. ,, Mithin ist das Quadrat einer jeden rationalen Zahl x entweder < D oder > D. Hieraus folgt nun
leicht, daf} es weder in der Klasse A; eine grofte, noch in der Klasse A eine kleinste Zahl gibt ”. R. Dedekind,
Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 325.

329 Chodzi o réwnanie:

2 —Du' = (A —D)(t* — Du®) = 0.

R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 325.
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wigc y rowniez nalezy do klasy 4. Przekrdj ten nie jest zatem tworzony przez zadna

liczbe wymierng”3%°,

W tym momencie autor uznaje, iz owe ,,luki”, na jakie napotkat w zbiorze liczb
wymiernych, nalezy lepiej zbada¢, aby mdc powiedzie¢ cokolwiek na temat wytwarzania

przekrojow odpowiadajacych liczbom niewymiernym. Ujmuje to w nastepujaco:

»W celu stworzenia podstawy do konstrukcji wszystkich liczb rzeczywistych, tj. aby
uzyska¢ wszystkie liczby wymierne 1 niewymierne, musimy najpierw zbadac relacje
migdzy dowolnymi dwoma przekrojami (4;, 42) 1 (B, B2) wytworzonymi przez

dowolne dwie liczby a i 7%,

Powyzej przedstawiona analiza pracy Dedekinda, majgca na celu ukazanie pewnego
,wybrakowania” zbioru liczb wymiernych, ujawnia jedna, istotng rzecz. Ot6z zauwazmy, 1z
Dedekind pokazuje czesciowe podstawy 1 geneze swojej definicji wlasciwosci cigglosci.
Chodzi o te sktadowg definicji, ktora wywodzi si¢ bezposrednio z problemu niezawierania liczb
niewymiernych przez zbiér liczb wymiernych, a wigc problemu specyficznego

,wybrakowania” tego zbioru.

Zauwazmy przy tym, iz Dedekind omija tutaj catg problematyke konstruowania liczb
przy pomocy ciggdéw. Przyjmuje je jako gotowe, juz istniejgce — dotyczy to zarowno liczb
wymiernych, jak i liczb niewymiernych. Podstawa jego rozwazan jest gotowy zbidr liczb
wymiernych, a nastepnie — uzupetniony o liczby niewymierne — zbidr liczb rzeczywistych.
Dowodzi to, ze Dedekind nie wymyslil, nie stworzyt w umysle czy tez przy pomocy umystu (a
przynajmniej nie catkiem) formalnej definicji owej wiasciwosci, ale skonstruowat i
wykorzystal umystowa specyfikacje kategorii wizualnej w oparciu o reprezentacj¢ prostej

ztozonej z punktéw oraz matematyczng wiedze.

330 por. ,, Nimmt man hierin fiir x eine positive Zahl aus der Klasse 4;, so ist x> = D, und folglich wird y
> x, und _‘J‘E == D, also gehort y ebenfalls der Klasse 4; an. Setzt man aber fiir x eine Zahl aus der Klasse 4>, so ist

x* = D, und folglich wird y <x, y > 0 und ;r: = I also gehort y ebenfalls der Klasse 4, an. Dieser Schnitt wird
daher durch keine rationale Zahl hervorgebracht ”. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 325.

331 Por. ,, Um nun eine Grundlage fiir die Anordnung aller reellen, d. h. aller rationalen und irrationalen
Zahlen zu gewinnem, miissen wir ziinachst die Beziehungen zwischen irgend zwei Schnitten (4;, A;) und (B,, B2)
untersuchen, welche durch irgend zwei Zahlen o und B hervorgebracht werden”. R. Dedekind, Stetigkeit und
irrationale Zahlen..., dz. cyt., 325-326.
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Zatozenia odnosnie do formalizowania arytmetyki
Nalezy zaznaczy¢, iz czesto podnoszona jest kwestia wypowiedzi Dedekinda z
pogranicza meta-matematyki, ktére moga naprowadzaé¢ na inne wnioski niz te, do jakich

dochodzimy w niniejszej pracy.

Chodzi o wypowiedzi, ktére odnosza si¢ do pewnego rodzaju celow naukowych
Dedekinda, poprzez ktoére wyraza potrzebe sformalizowania podstawowych kwestii w
matematyce, przyjmowanych dotychczas jako oczywistos¢, rowniez na podstawie pewnych
intuicji (ale tez dodajmy — przyzwyczajenia). Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na to, i1z
wypowiedzi te mogly by¢ — w znacznej mierze — przejawem wplywoOw zastanej Owczesnie
wiedzy matematycznej 1 kierunkow jej rozwoju. Nie oznacza to, ze Dedekind sam nie wyrazat
checi formalizowania matematyki. Jednakze nie uwazamy, iz tak samo jak Cantor, w sposob
zamierzony catkowicie rezygnowat z intuicji matematycznej (chodzi tu o myslenie wizualne,
wtedy utozsamiane z intuicjg geometryczng). Chciat jg jednak sformalizowa¢ 1 wprowadzi¢ do

teorii jako wiedzg.

Powyzsze stwierdzenia mozna odnies¢ do cigglosci, ktorg to wiasciwos¢ Dedekind
wprowadzit jako (pewien nieformalny) aksjomat konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych,
czynigc ja podstawa kategorycznos$ci ciala uporzadkowanego liczb rzeczywistych. Mozna tez
powyzsze uwagi odnies¢ do wprowadzanej przez niego teorii mnogosci, gdzie czyni
odniesienia do umystowego do$wiadczenia pewnych ,,rzeczy”, o ktérych mozna pomysle¢ (i
ktore sg definiowane przez to, co mozna o nich pomyslec), a takze pisze o ,,$wiecie mysli”.
Jednak cata teoria mnogos$ci jest przez Dedekinda przedstawiona bardzo precyzyjnie i

formalnie, wigc obie te rzeczy nie muszg si¢ wykluczac.

W tym wigc kontekscie nalezy interpretowac jego wypowiedzi o koniecznoS$ci oparcia

matematyki nie na samej intuicji, ale na formalnych podstawach.

Jedna taka wypowiedZ zamieszczona jest na poczatku dzieta z 1872 roku, druga za$ na

poczatku dzieta z 1888 roku:

,Bardziej niz kiedykolwiek odczuwatem brak prawdziwie naukowych podstaw
arytmetyki. Nawet teraz takie odwotywanie si¢ do intuicji geometrycznej w pierwszym
przedstawieniu rachunku rézniczkowego uwazam za niezwykle przydatne z
dydaktycznego punktu widzenia, a wrecz niezbedne, jesli nie chce si¢ traci¢ zbyt wiele

czasu. Ale nikt nie zaprzeczy, ze ta forma wprowadzenia do rachunku rézniczkowego
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nie moze pretendowaé do miana naukowego. Dla mnie to uczucie niezadowolenia byto
tak przemozne, ze postanowilem rozmysla¢ nad tym zagadnieniem, az znajd¢ czysto

arytmetyczna i doskonale $cista podstawe dla zasad analizy nieskonczenie matych”3%2,

Oraz:

,»W nauce nie nalezy wierzy¢ bez dowodu w to, co mozna udowodnié. [...] Nazywajac
arytmetyke (algebre, analizg) tylko czgscig logiki, twierdze, ze uwazam pojecie liczby
za zupetnie niezalezne od przedstawien czy intuicji czasu 1 przestrzeni, ale uwazam je

raczej za bezposredni wypltyw czystego prawa my$li”333,

Pierwsza wypowiedz Marcus Giaquinto interpretuje jako przejaw odrzucenia intuicji
przez Dedekinda®*. Jednak, jak wskazalismy, mozna te wypowiedz zinterpretowa¢ jako cheé
sformalizowania matematyki, ale bez odrzucania w calosci intuicyjnego doswiadczenia
umystowego. Ow matematyczny oglad, jak bedziemy dalej argumentowaé, byt dla Dedekinda
istotny w momencie poszukiwania tych aspektow, jakie koniecznie nalezato wzig¢ pod uwage

przy opracowywaniu danej struktury.

Druga wypowiedz moze przywodzi¢ na my$l stwierdzenie, ze Dedekinda mozna
okresli¢ jako logicyste (lub przedfregowskiego pre-logicyste). Jednakze to réwniez nie musi
by¢ prawda, poniewaz — po pierwsze — jeden z wnioskOW niniejszej pracy zaprzecza temu
stwierdzeniu, a po drugie — Dedekind, budujac model liczb naturalnych, co prawda ominat (ale
tylko w pewien sposob) prosta intuicje czasoprzestrzeni, jednakze odwotywat si¢ do innych —
ktore woéwczas uwazano za niepodwazalne, logiczne prawa mysli — do§wiadczen umystowych
(jak rzeczy oraz ,,$wiat mysli”’). Podsumowujac, mozna powiedzie¢, ze Dedekind nie odrzucit

intuicji, lecz jego celem byto nieopieranie na niej bezposrednio formalne;j teorii.
Precyzja i konsekwencja wyprowadzania pojeé oraz twierdzen

Przykitady w konstrukcji liczb rzeczywistych

Ponizej przedstawione zostang fragmenty rozumowan Dedekinda, stanowiace
przyktad konsekwencji 1 precyzji w jego praktyce matematycznej. Bedzie to kolejny argument

na to, iz $wiadomie stosowal on metod¢ modelowania zagadnien matematycznych. Jak

332 R, Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 315-316.
333 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 335-336.

334 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt., 23.

125



wspominali$my, cechy te dowodza wczesniej przedsigwzigtego zamiaru wprowadzenia

struktury rozwigzujacej konkretny problem.

Konstrukcje liczb rzeczywistych (jako uzupelnienie zbioru liczb wymiernych do
zbioru, ktory bedzie mial wlasno$¢ ciaglosci) zaczyna Dedekind od podania przyktadu
przekroju, ktory nie jest ,,wyprodukowany” przez liczbe wymierna®®. Postuguje si¢ do tego
celu pojeciem dodatniej liczby catkowitej D, ktora nie jest (z zatozenia) kwadratem zadnej

liczby catkowitej. Pisze, ze wtedy istnieje taka dodatnia calkowita liczba A, ze*®:

A2 <D< (A+ 1)

Nastepnie, poprzez pojecie wczesniej zdefiniowanego przekroju, Dedekind chce
pokazacd, iz liczba, ktora jest rozwigzaniem owej nierdéwnosci, nie jest wymierna. A bardziej
szczegdlowo — ze przekrd) tworzony przez dwa zbiory A; oraz A, gdzie A> jest zbiorem
wszystkich liczb wymiernych, ktoérych kwadrat jest wigkszy od wielkosci D, nie jest
»Wytworzony” przez zadng liczbe wymierng.

Po bezposrednim, ogdlnym odniesieniu si¢ do wiasciwosci cigglosci, Dedekind
poréwnuje do prostej (posiadajacej t¢ wlasnos¢) zbidr liczb rzeczywistych. Pokazat dzieki
temu, ze liczby wymierne tworzg za maty zbior, aby posiadal wlasnos$¢ ciagtosci, tak jak
posiada ja prosta. To obrazuje, ze dla Dedekinda wystarczajace byto rozpatrywanie idealnej i
wystarczajacej zarazem (w konteks$cie uzytkowania w matematycznej analizie) prostej
posiadajacej wihasciwos¢ cigglosci. Dedekind uzywat odniesienia do wyobrazenia proste;j,
jednak tylko do pewnego momentu, ktory uznat za wystarczajacy>®’ do przejécia na czysto
formalny poziom prac matematycznych. Dlatego tez mozna powiedzie¢, iz formutujac
wiasciwos¢ cigglosci, Dedekind postugiwal si¢ wlasciwos$cig cigglosci prostej geometryczne;.
Wykorzystat t¢ wlasno$¢ w swojej formalnej definicji, czerpiac rowniez z intuicji dotyczacych

pojecia przekroju kontinuum punktowego.

335 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 324.

336 Por. ,,Es sei D eine positive ganze Zahl, aber nicht das Quadrat einer ganzen Zahl, so gibt es eine
positive ganze Zahl A von der Art., dafj

AFeD=(1+1)°
wird ”. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 324.

337 Czyli do momentu, kiedy formalnie zdefiniowal wlasno$¢ cigglosci, taczac wiasno$é ciagtosci ze
zbiorem punktow, aby nastepnie t¢ definicj¢ wykorzysta¢ w analizie.
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Badajac stosunki mi¢dzy dwoma przekrojami (tj. mig¢dzy liczbami wyznaczanymi przez
te przekroje, Dedekind doszedt do wniosku, ze liczb miedzy dwoma liczbami wytworzonymi

przez przekroje moze by¢ nieskonczenie wiele:

»Z tego w koncu wylania si¢ nastgpujaca rzecz. Jezeli a > f, to w A; jest zawartych
nieskonczenie wiele liczb, ktore nie sa zawarte B;, a zarazem istnieje nieskonczenie
wiele takich liczb, ktore sg rézne od a 1 od S jednoczesnie; kazda taka wymierna liczba
c jest < a, poniewaz jest zawarta w 4;, oraz jednocze$nie jest > S, poniewaz jest zawarta

w B2,

Mozna mowi¢ o kilku aspektach strukturalizmu w kontekscie badania problemu
niewymiernosci u Dedekinda. Po pierwsze, liczby wymierne (jako byty istniejace w oczywisty
1 bezsprzeczny sposob) traktuje jako elementy konkretnej struktury, jaka tworza wraz z
relacjami 1 dzialaniami okreslonymi na catym zbiorze tych liczb. Tak samo traktuje prosta
geometryczng ztozong z punktow (tu zwlaszcza kladzie nacisk na zasade¢ cigglosci tej
struktury), jak w koncu caty zbidr liczb rzeczywistych, wraz z dziataniami, porzadkiem, a takze
niezbedng zasada cigglosci tego porzadku. Postrzega wigc byty matematyczne w kontekscie

struktur, w jakich one wystepuja.

Mozna powiedzie¢, ze postrzegajac te byty w kontekScie strukturalistycznym,
odwotuje si¢ do ich sensu matematycznego — ich stosowalnosci (matematycznego
uzytkowania). Tak podchodzac do matematycznego podmiotu, Dedekind nie poszerza
niepotrzebnie owych struktur o czesci ,,nieuzytkowe”, poniewaz bytoby to bezsensowne z
konstrukcjonistycznego punktu widzenia. Tym samym mozna nazwac strukturalizm Dedekinda
praktycznym, poniewaz w sposob uporzadkowany ogranicza zakres bytow matematycznych,
ktére wchodza w sktad opracowywanych przez niego teorii matematycznych, do niezbednych

w konteks$cie stosowalnosci do danego problemu.

Powyzsze wyjasnienia rzucaja nieco $wiatta na odpowiedz na pytanie: ,,.Dlaczego
Dedekind nie zajmowal si¢ i nie czul potrzeby zajmowania si¢ kwestiga (aktualnie)

nieskonczenie matych wielkosci?”. Warto zauwazy¢, ze ten sam problem zajmowat Cantorowi

338 por. ,,Hieraus ergibt sich endlich noch folgendes. Ist a > f, gibt es also unendlich viele Zahlen in 4,
welche nicht in B; enthalten sind, so gibt es auch unendlich viele solche Zahlen, welche zugleich von o und von f
verschieden sind; jede solche rationale Zahl c ist < ¢, weil sie in A enthalten ist, und sie ist zugleich > S, weil sie
in B; enthalten ist”. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 328.
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339 Ot6z mozna zatozyé, ze Dedekind najzwyczajniej zdawal sobie sprawe

duzo czasu i uwagi
z tego, ze jego konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych jest tak zbudowana, iz w zasadzie
wyklucza problem nieécistosci zwigzany z pojgciem nieskonczenie matych wielkosci.
Przynajmniej na tyle, iz nie stwarza zadnych dodatkowych probleméw czy watpliwosci w
konteks$cie praktycznej stosowalnosci w analizie czy arytmetyce. Co okazalto si¢ — jak wiadomo

dzisiaj — prawda.

Dedekind w procesie konstrukcji liczb rzeczywistych odwotuje si¢ do kluczowej w
jego teorii wlasnosci cigglo$ci. Zapozyczajac owo pojecie z intuicji geometrycznej, formalizuje
je tak, aby jako bezposrednio zwigzane ze zbiorem liczb rzeczywistych charakteryzowato 6w
zb16r w sposob wystarczajacy 1 maksymalny. Pojgcie to wzigte spoza analitycznej teorii funkcji
oraz spoza arytmetycznej teorii dzialan na liczbach zyskalo dzigki precyzyjnemu opisowi i
doktadnemu potaczeniu z pozageometrycznymi sformalizowanymi teoriami matematycznymi
nie tylko formalne brzmienie, ale réwniez nowy kontekst matematyczny, jako element

(wlasciwos$c¢) skonstruowanej struktury zbioru liczb rzeczywistych w teorii Dedekinda.

W zwigzku z powyzszym, mozna stwierdzi¢, iz matematyk z Brunszwiku,
wykorzystywal w abstrakcyjnym 1 precyzyjnym sposobie dzialania naukowego odniesienia do
pozamatematycznych zrodel, tj. umystowych wyobrazen, takich jak ciggla prosta. Nawigzujac
do odniesienia Dedekinda do pojgcia przekroju, mozna stwierdzi¢ w jego przypadku bardziej

$wiadome odniesienia (niz u Cantora) do kantowskiego ogladu-intuicji (4nschauung)®*.

339 Jedli wzigé rowniez pod uwage kwestie Hipotezy Kontinuum, to Cantor rozwazat tego typu problemy
do konca zycia. Natomiast odnos$nie do nieskonczenie matych prébowat udowadnia¢ nie tylko filozoficznie
(chocby pejoratywnie okreslajac nieskonczenie mate ,,zarazkami cholery matematyki” por. G. Cantor, Letter from
Cantor to Vivanti, December 13, 1893. Aus den Briefbiichern Georg Cantor, 505; J. Dadaczynski, Giuseppe
Veronesego konstruktywizm arytmetyczny a poznawalnosé¢ nieskonczonosci. Studium wybranych waqtkow filozofii
matematyki we wprowadzeniu do Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen..., dz. cyt., 34.), ale przede
wszystkim matematycznie, wykazujac sprzecznosci wynikajace z ich istnienia (por. G. Cantor, Mitteilungen zur
Lehre vom Transfiniten, (Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt.; P. Ehrlich,
The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-
Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt.).

340 Jak zauwaza Dadaczynski, dziewigtnastowieczne filozofie matematyki byly zawsze w jakim$ stopniu
odnoszone do kantowskiej mysli, niezaleznie, czy ja podtrzymywaly, czy odpieraty. Kant dzielit sady (za G.W.
Leibnizem oraz empirystami angielskimi) na prawdy rozumu i faktyczne. Prawdy rozumu byly sadami
analitycznymi, a prawdy faktyczne sadami syntetycznymi. Dalej, sady syntetyczne mogly by¢ empiryczne (a
posteriori), oraz nieempiryczne (a priori). Sady a priori (syntetyczne) sa intuicyjne oraz dyskursywne.
Twierdzenia matematyki Kant utozsamil z intuicyjnymi sadami syntetycznymi a priori, natomiast w tradycji
kontynentalnej i angielskiej zdania matematyki byty prawdami rozumu, tj. analitycznymi. Kant uzasadniat to
nastepujaco: czas i przestrzen byty dla niego tym, czego dotycza sady matematyczne (odpowiednio arytmetyka i
geometria). Jednakze nie byty one ,,przedmiotami”, a forma zmystowosci. Dodawane do wszystkich wrazen,
tworza wyobrazenia. Dlatego sady na nich oparte byly aprioryczne, konieczne oraz powszechne. Dodatkowo
posiadaty swoja tres¢ (czas i przestrzen), nie mogty by¢ wigc zdaniami analitycznymi (tj. logiki). J. Dadaczynski,
Filozofia matematyki Immanuela Kanta jako punkt odniesienia filozofii matematyki stowarzyszonych z
klasycznymi kierunkami badar podstaw matematyki, ,,Slaskie Studia Historyczno-Teologiczne” 32, (1999), 22—
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Przyktady teoriomnogosciowe

W kontekscie teorii mnogosci znajdujemy u Dedekinda kolejne przyktady na spdjnoscé
i konsekwencje prowadzonych przez niego wywodow. Wraz z przedstawianymi zalozeniami i
celami, ktére przyjmowatl i komunikowal na poczatku wprowadzanych teorii, przyktady te
stanowig argument za tym, ze charakterystyczne dla jego praktyki matematycznej byto
modelowanie matematycznych problemoéw przy pomocy narze¢dzi teoriomnogos$ciowych (tj.
obiektow, zalezno$ci 1 metod wchodzacych w zakres wprowadzonej przez niego teorii
mnogosci). Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, iz Dedekind, przedstawiajac pewne zalozenia i cele,
w trakcie rozwigzywania problemoéw skupial si¢ na niezbednych aspektach obiektow,
zwigzanych z konkretnym modelem, ekonomicznie odpowiadajacym na konkretne potrzeby
matematyczne. Stad, przyjmujac niezbedne podstawy swojej teorii (w przypadku liczb
rzeczywistych byt to zbior liczb wymiernych 1 linia prosta z wihasnoscig cigglosci, zas w
przypadku teorii mnogosci 1 arytmetyki liczb naturalnych — przedmioty myslenia, ich zbiory
oraz funkcje stanowigce podstawe dla nieskonczonos$ci potencjalnej 1 aktualnej), dalej
wyprowadzat na ich podstawie wszelkie potrzebne struktury i twierdzenia, budujac caty model-

strukture (R 1 N).

W pracy z 1888 roku, po wprowadzeniu podstawowych, teoriomnogosciowych pojec
(rzeczy, ktore moga by¢ przedmiotami mys$lenia — Dingen, oraz zbioru tych rzeczy, ktory
mozna stworzy¢, zbierajac w umysle te rzeczy w jedng cato$¢ — System), w pierwszym
rozdziale swojego dzieta Dedekind opisuje relacje miedzy dwoma zbiorami: bycia przez jeden
zbior czgscig innego zbioru (wspolczesnie powiedzielibySmy o zawieraniu si¢ jednego zbioru
w drugim)®*!. Punkt 4 i 5 paragrafu 1 opisuja proste zasady tej relacji: 4 34 oraz (4 3BiB 3 A)
=> A==B*2 Dowdd tych zasad, jak stwierdza, wynika wprost z wczeéniejszych punktow (2

oraz 3)%%.

36; T. Kups$, Kant a Newton (z perspektywy opus postumum), ,,IDEA — Studia nad strukturg i rozwojem pojec¢
filozoficznych. Bialystok” XXVII, (2015).

341 Fakt, ze system A jest czeécig systemu S, Dedekind zapisuje przy pomocy symbolu ,,A 3 S”. Zaznacza,
ze symbol ten jest tozsamy z nastepujacym: ,,S € 4”. Co wiecej, Dedekind pisze, ze poniewaz z 2 wynika, iz kazdy
element systemu moze by¢ traktowany jako sam w sobie system, mozna roéwniez pisaé, ze: ,,s 3 §”. Por. R.
Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 345.

342 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 345. Obustronne symbole opisywanej
relacji w mozliwie najblizszy sposob maja odwzorowac symbol uzywany w oryginalnych pracach Dedekinda. .

343 W punkcie 2 Dedekind rozwaza rowniez (oprocz konstrukeji systemow i ich ewentualnej rownosci)
szczegoOly ,tworzenia” Systemu przez jego elementy (i na odwrét — szczegdly przynaleznosci elementow do
systemu). Twierdzi, iz jest catkowicie okreslone, czy dana rzecz jest elementem danego systemu, czy tez nie. W
przypisie dodaje, ze sprzeciwia si¢ przy tym ograniczeniom, nakltadanym przez Kroneckera na ,,swobodne

129



Nastepnie Dedekind wprowadza strukture systemu, ztozonego z innych systemow.

)344

Oznacza jg przy pomocy symbolu M (4, B, C...)°**. Wyjasnia, ze kazdy element tego

tworzenie pojec” (,,der freien Begriffsbildung”), dlatego ze szczegotowy plan konstrukeji dla tak ogdlnych pojec¢
jak ,zbior”, ,elementy”, ,nalezenie” czy ,tworzenie” nie jest absolutnie konieczny. Te ogolne pojecia i
konstrukcje (struktury) sa rzadzone ogdlnymi prawami, ktore zachodza w ,.kazdych okolicznosciach” (,,unter allen
Umstéinden”). R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 344-345. W tym kontek$cie mozemy
porownaé definicj¢ zbioru Dedekinda z definicjg zbioru Cantora, poniewaz Dedekind jakby broni stanowiska
Cantora przed Kroneckerem. Przypomnijmy, ze Cantor w pierwszej definicji pisze: ,,jest wewnetrznie ustalone,
czy dowolny przedmiot tej sfery pojeciowej nalezy do rozmaitosci, czy tez nie, a takze, czy dwa przedmioty w
zbiorze, pomimo formalnych réznic w sposobie ich podania, sg rowne, czy nie”, cho¢: w praktyce nie mozna
dokona¢ z pewnoscig i dokladnoscig odpowiednich rozroznien”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische Annalen 20 (1), 113—121)..., dz. cyt., 150. Natomiast w pdzniejszej
definicji pisat, ze zbidr to: ,,dowolne zebranie w cato$¢ [Zusammenfassung] M pewnych dobrze zrdéznicowanych
obicktow m naszej intuicji lub naszego myslenia”. G. Cantor, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512; 49, S. 207—246)..., dz. cyt., 282. Jak widzimy, Dedekind
rownolegle z podaniem ogdlnej definicji zbioréw jest calkowicie pewny, ze na poziomie abstrakcyjnym (w teorii)
jest to wystarczajace do odpowiedniego okreslenia takiego zbioru (cho¢ znowu Dedekind nie uznaje za konieczne,
aby mie¢ doktadny, szczegotowy przepis na konstruowanie takiego zbioru — nie jest to konieczne dla stwierdzenia
skutecznego i funkcjonalnego (uzytecznego) jego zaistnienia). Natomiast Cantor przy pierwszej definicji zaznacza
istnienie wewnetrznego ustalenia, ktory element nalezy do zbioru oraz jak one si¢ majg w stosunku do siebie
nawzajem, jednak nie jest pewny tego w praktycznym wymiarze. W przeciwienstwie do Dedekinda, ktory
twierdzi, ze zbiory sg rzadzone prawami ogdlnymi w ,.kazdych okolicznosciach” (,,unter allen Umstinden”).
Druga definicja Cantora bardziej w swoim poziomie abstrakcji i formalizmu (czy tez po prostu precyzji i
ograniczenia do tego, co konieczne) przypomina podejscie Dedekindowskie.

Natomiast w punkcie 3 Dedekind okresla doktadnie relacje zbioru, bycia czgscig innego zbioru. O ile
uznaje odpowiednig przemienno$¢ tej relacji (4. ze: ,,A3S” < .S £ A”), to zaznacza, iz drugiego z kolejnosci
zapisu bedzie unikal, ze wzgledu na ,,jasnos¢ i prostote” (,,werde ich der Deutlichkeit und Einfachheit halber
génzlich vermeiden”). Jednakze czasem dodaje, ze moze wyrazic t¢ zalezno$¢ (teoretycznie niczym nier6zniaca
si¢ od zapisu ,,A 35", jedynie jak kolejnoscig) stowami, iz system S jest ,,catoscig” systemu 4 (,,dal S Ganzes von
A ist”). Oznaczato to bedzie to samo, a mianowicie, ze ,,wsrod elementow S, znajduja si¢ wszystkie elementy 4”
(,,wodurch also ausgedriickt werden soll, daf3 unter den Elementen von S sich auch alle Elemente von A befinden™).
R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 345. Teoretycznie tre$¢ ta sama, jednak Dedekind
zwraca uwage na odpowiednig dla symbolu i szyku zdania kolejno$é. W tym kontekscie symbol przedstawiajacy
z lewej strony konkretny zbior w wyjasnieniu powinien uwzgledni¢ te kolejnos¢. 1 tak dla symbolu A 3 S
wyjasnienie polega na przedstawieniu, iz wszystkie elementy zbioru 4 naleza rowniez do S. Natomiast dla symbolu
S € A wyjasnienie przedstawia, iz wsérdd elementow S znajduja sie¢ wszystkie elementy A. To silnie
konstrukcjonistyczna cecha, i warto zauwazy¢, ze u Dedekinda ten konstrukcjonizm nie jest bezposrednio
zwigzany z samym konstruowaniem struktur. Dedekind po prostu nie bierze pod uwage tresci matematycznej,
ktorej nie da si¢ otrzymaé na podstawie ,,matematycznego przepisu” (tak jak rowniez w przypadku zbioru pustego,
o ktorym wypowiada si¢ niechgtnie, z perspektywy jego niekonstruktywnosci). Jednakze nie uwaza on za
konieczne przyjmowac az tak szczegdtowych i doktadnych ,,przepisdéw” konstruowania, jak robi to np. Kronecker.
W tym kontekscie mozna mowic o osadzeniu konstrukcjonizmu Dedekinda (cho¢ nie bezposrednim) w kontekscie
struktury teorii (jej sktadowych, funkcjonalnosci i stosowalnosci).

344 Warto w tym miejscu poczyni¢ uwage, poréwnujaca pomyst analogicznej (podobnej) struktury u
Dedekinda i Cantora oraz jej zapis symboliczny. Wyraznie wida¢ réznice w formie zapisu, jakiego uzyli Cantor i
Dedekind. W praktyce matematycznej Dedekinda mozna zauwazy¢ wicksza doktadnosé i prezyzje nie tylko
zapisu, ale rowniez calego kontekstu teoretycznego, w jakim 6w ,,nadsystem” moze by¢ rozpatrywany. Sama
nazwa ,,nadsystem” jest pewnego rodzaju wyjasnieniem, ze grupowanie pewnej liczby zbioréw (jak Cantor te
operacje okreslat) tworzy pewien ,,nadzbiér”, cho¢ nie o sam ,,nadzbior” ma chodzié, a o funkcje na nim okreslona,
ktora to ,,zbiera w cato§¢” wszystkie elementy z kazdego zbioru, z zebranych w ,,nadzbiér”. Cantor natomiast na
okreslenie zbioru elementow z wszystkich zgrupowanych zbiorow uzyt symbolu (M, N, P...). Przy czym nalezy
zaznaczy¢, iz Cantor wyraznie podkreslil, ze grupowane zbiory musza by¢ roztaczne, czego Dedekind w swojej
strukturze nie wymagat. Ponadto, pomimo ze Cantor pod symbolem (M, N, P...) napisat, iz chodzi o tutaj o zbior,
powstaty przez ,,zebranie w cato$¢” wszystkich elementow ze wszystkich zgrupowanych zbiorow, nie zaznaczyt
tego odpowiednio symbolicznie, tak doktadnie przynajmniej, jak zrobil to Dedekind.

130



,hadsystemu” musi naleze¢ do ktoregos z ,,podsysteméw” (tj. do 4, lub do B, lub do C...)**,

czyli musi by¢ w relacji ,bycia czeécig innego zbioru”. Kolejne podpunkty stanowig
twierdzenia, zwiazane z relacja bycia czescig (3 )*°.

Ostatnie trzy punkty pierwszego rozdzialu dotycza poje¢: wspolnego elementu g,
wspolnej czesci T oraz najwiekszej wspolnej czeéci (Gemeinheif) danych systemow>*'.
Symboliczny zapis tego ostatniego pojecia dla systemoéw A4, B, C... wyglada nastgpujaco: &(4,
B, C...) 1 oznacza system sktadajacy si¢ ze wszystkich wspdlnych elementow systemow A4, B,

C..., a wiec (najwieksza) wspolng czesé tychze systemow (tj. systemow 4, B, C...)**8,

Por. ,,Polaczenie [Vereinigung] kilku zbioréw [Mengen] M, N, P, ..., ktdre nie maja wspolnych
elementow, w jeden, oznaczamy przez:

(M, N, P, ...).

Elementy tego zbioru sg odpowiednio elementami zbiorow M, N, P itd., zebranymi w catos¢ ”. G. Cantor,
Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512; 49, S. 207—246)..., dz.
cyt., 282.

35 Ow system ztozony z systemow przypomina bardziej strukture mereologiczna niz sume zbioréw czy
,,Zbior zbiorow”. Elementem np. sumy zbiorow roztacznych jest element, ktory nalezy tylko do jednego z tych
zbiorow — tj. do pierwszego lub drugiego lub trzeciego itd. Tu elementami sg zbiory, pozostajace w Scistej relacji
(,,bycia czescig”) ze soba. Por. ,,Unter dem aus irgendwelchen Systemen A4,B,C... zusammengesetzten System,
welches mit #(4,B,C...) bezeichnet werden soll, wird dasjenige System verstanden, dessen Elemente durch
folgende Vorschrift bestimmt werden: ein Ding gilt dann und nur dann als Element von #(4,B,C...), wenn es
Element von irgendeinem der Systeme A4,B,C... d. h. Element von 4 oder B oder C. . . ist. Wir lassen auch den
Fall zu, daB nur ein einziges System A vorliegt; dann ist offenbar #(4)=A. Wir bemerken ferner, da das aus
A,B,C... zusammengesetzte System ##(4,B,C...) wohl zu unterscheiden ist von demjenigen System, dessen
Elemente die Systeme 4, B, C... selbst sind”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 346.

346 Takie jak: (9) systemy A4, B, C... sg czesciami #H (4, B, C...); (10) jesli 4, B, C... sg czgéciami S to 5
(4, B, C...) 38; (11) jeSli P jest cze$cig jednego z systemow 4, B, C... to P 3 A (4, B, C...); (12) jesli kazdy z
systemow P, Q... jest czg$cig jednego z systeméw 4, B, C... to A (P, Q...) 3 A1 (4, B, C...); (13) jesli A sktada
si¢ z dowolnego z systeméw P, Q... to A3 A (4, B, C...); (14) jesli kazdy sytem 4, B, C... sktada si¢ z dowolnego
z systemow P, Q... to #1(4, B, C...) 3 A (P, Q...); (15) jesli kazdy z systemow P, Q... jest cze$cia jednego z
systemow 4, B, C... a kazdy z tych ostatnich sktada si¢ z dowolnego z tych pierwszych to # (4, B, C...) = A1
(P, Q...); (16) jesli A= £ (P, Q) oraz B= A (Q, R) to #1 (4, R) = (B, P) . Powyzsze twierdzenia przewaznie
wynikaja z poprzednich. Por. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 346-347.

347 Chodzi o nastepujace twierdzenia: (18) kazda cze$é wpdlna 4, B, C... jest czeécig B (4, B, C...); (19)
kazda czg$¢ & (4, B, C...) jest czeScig wspdlng 4, B, C...; (20) jesli kazdy z systemdw jest catoscig jednego z
systemow P, Q...to & (P, Q...) 3 & (4, B, C...). Jesli chodzi o relacje bycia catoécig, Dedekind opisuje to zasada:
S jest caloscig 4, jesli wérod elementow z S sa réwniez wszystkie elementy z 4. Por: ,,Wortes bisweilen sagen, daf3
S Ganzes von 4 ist, wodurch also ausgedriickt werden soll, da3 unter den Elementen von S sich auch alle Elemente
von A4 befinden”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 345.

38 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 348. Przy czym elementem wspolnym
systemow 4, B, C... nazywamy rzecz g, ktora jest zawarta w kazdym z tych systemow, natomiast czgs¢ wspdlna
systeméw 4, B, C... oznacza system T, ktory jest czescig kazdego z tych systemow. R. Dedekind, Was sind und
was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 348.
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Na koniec podpunktu 21 w rozdziale 2 Dedekind ustala, ze litery ze znakiem (s, 7°)
beda oznaczaty odwzorowania (odpowiednio: elementu s oraz systemu 7)**°. Nastepne punkty

drugiego rozdziatu (paragrafu) to twierdzenia:
(22)A3B=>A4"3B’;
(23) obraz (#1(4,B, C...)) to #I(A’,B’, C’...);

(24) obraz kazdej cze$ci wspdlnej 4, B, C..., a wiec rowniez obraz najwigkszej

wspolnej czesci (Gemeinheit) & (4, B, C...)%° jest czescia B (4, B, C’...)*"

Dalej, w rozdziale 3, opisane s3: podobienstwo (dhnlichkeit) przeksztalcen oraz
podobne (4hnliche) systemy. Odwzorowanie ¢ (z S) jest podobne (énliche lub deutlich), jesli
dwa rozne elementy z systemu S: a, b odpowiadajg co do zasady (tj. zawsze) dwoOm ré6znym
obrazom: g(a) oraz ¢(h)*?. Nalezy wyjasnié¢, ze wtasnos¢, o ktorej Dedekind tutaj pisze, to nic

innego, jak réznowartosciowo$é funkeji (iniekcja)®*3. Dalej dodaje, ze jesli zachodzi: (s'= ¢’
=> s#t), wowczas kazdy element systemu S’ jest obrazem jednego, konkretnego elementu
systemu S%°*. Odwzorowanie ¢ posiada wigc w takiej sytuacji odwzorowanie odwrotne, .
Odwzorowanie @ polega na przyporzadkowaniu kazdemu elementowi s’ z systemu S’ jego
obrazu oznaczonego symbolicznie @(s’)=s. W dodatku Dedekind zaznacza, iz kazdy element

s’ (z systemu S”) odpowiada obrazowi ¢(s’) (rownemu s) i jest do niego rowniez podobny®®.
Jednoczesnie przeksztatcenie tozsamosciowe (identische Abbildung) systemu S mozna zapisaé

jako odwzorowanie skomponowane z ¢ oraz @, czyli (p@).

349 R, Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 349.

350 Symbolicznie, podazajac za wskazéwkami Dedekinda, mozemy zapisaé obraz najwiekszej wspolnej
czeSci (Gemeinheit) nastepujaco: (&(4, B, C...))".

31 Wszystkie trzy stwierdzenia pochodza z: R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., d-.
cyt., 349-350.

32 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 351.
353 Iniekcja jest to funkcja réznowarto$ciowa, tzn. ze: dla :X->Y, jesli y,=f{x1) =f{x2)=y> to x;=x>.

34 Por. ,,50 ist jedes Element des Systems S’ == ¢(S) das Bild s' von einem einzigen, vollstindig
bestimmten Elemente s des Systems S”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 351.

35 Por. ,,daB jedem Elemente s’ von S’ das Bild ¢(s') == s entspricht und offenbar ebenfalls dhnlich ist”.
R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 351.
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Dedekind rowniez zamieszcza kilka twierdzen. Punkty 27, 28 sg intuicyjnie dosy¢
oczywiste, zawieraja bowiem implikacje: (27) 4’§ B’ => A £ B; (28) A’==B’ => A==B>% W
punkcie 29 Dedekind pisze, ze jesli G = &4, B, C...), to G'=B(A’, B’, C’...)*". Tutaj w
dowodzie korzysta z faktu, ze kazdy element &4, B’, C’...), tj. s’ jest zawarty w S’. Element
s’ to obraz elementu s nalezacego do S, wigc element g’, jako obraz elementu g z S réwniez
nalezy do S’. Dodatkowo stwierdzenie, ze g’ jest elementem wspolnym systemow A", B’, C"...,
pociaga za sobg stwierdzenie, ze g jest elementem wspolnym systemow A4, B, C... . Czyli kazdy
element z &(A4°, B, C’...) jest obrazem elementu g z G. Innymi stowy: &A’, B’, C’...) 3 G".
Nastepnie Dedekind przedstawia twierdzenie bez dowodu, ktore mowi, ze przeksztalcenie
tozsamosciowe (identische Abbildung) jest zawsze przeksztatlceniem podobnym (dhnliche

Abbildung)®®.

Twierdzenie w punkcie 31 dotyczy tego, ze ztozenie dwoch podobnych przeksztatcen
@ z S oraz ¢ z p(S) jest rowniez podobne (dhnliche) oraz odwzorowanie odwrotne do ztozonego

jest rowne ¢ == @¢. Wprawdzie Dedekind nie thumaczy, skad sie bierze to rownanie, ma ono

sens na poziomie symboliki wykonywanych operacji, obowigzujacej kolejnosci regul.
Odwrotnos$¢ ztozonego odwzorowania ¢¢ oznacza wykonanie dwoch, odwrotnych operacji, w

odwrotnej kolejnosci, tj. najpierw ¢, a nastepnie .

Punkt 32 zawiera $cislejszg niz na poczatku rozdziatu definicje systemow podobnych.
Dedekind uzaleznia w tym miejscu owo podobienstwo systeméw A, B od istnienia

odwzorowania ¢ takiego, ze: ¢(4) = B oraz @(B) = A®°. W punkcie 33 stwierdzona jest

przechodnio$é relacji podobienstwa systemow>®. Nastepnie Dedekind wprowadza pojecie

356 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 351. W przypadku punktu 27, Dedekind
korzysta w dowodzie z przejscia: jesli aed => a’€A’ => a’eB’ => 35" € B". a’=b"; oraz z implikacji: a’=b" =>
a=b.

357 Por. ,,mithin ist jedes Element von &(4’, B', C"...) Bild eines Elementes g von G, also Element von G,
d. h.esist &A’, B, C'...) 3 G', und hieraus folgt unser Satz mit Riicksicht auf 24, 5. R. Dedekind, Was sind und
was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 351.

358 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 351.

39 Przy czym Dedekind zaznacza, ze w ramach twierdzenia w punkcie 30, jest oczywiste, iz kazdy
system jest zawsze podobny do siebie samego. A to dzigki przeksztalceniu tozsamosciowemu. R. Dedekind, Was
sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 352.

30 Oczywiscie Dedekind nie uzywa sformalizowanej wersji definicji przechodnio$ci, jednak
wystarczajaco jasno opisuje ja stownie. Por. ,,Sind R, S &hnliche Systeme, so ist jedes mit R dhnliche System QO
auch mit S dhnlich”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 352.
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klasy systemow, stwierdzajac, ze wszystkie systemy mozna podzieli¢ na klasy, do okreslone;j
klasy wlaczajac tylko te systemy, ktore sa podobne (dhnlich) do jednego, reprezentatywnego
dla tej klasy®®!. Zgodnie natomiast z punktem 33, systemy w tej same;j klasie sa podobne do

siebie nawzajem3%2,

Natomiast jesli dwa systemy S'i R sg podobne, to dla kazdej czgsci systemu S, istnieje
taka czg$¢ R, ze s3 one do siebie podobne; ponadto dla kazdej czesci whasciwej S istnieje

rowniez cze$é whasciwa R, ze rowniez s one do siebie podobne®®3.

Rozdziat 4 poswigcony jest odwzorowaniu ¢ systemu S w samego siebie®®*. Formalny
zapis tej definicji zawiera sic w warunku: ¢(S) 3 $*%. I tak, w kontekscie odwzorowania ¢
przeksztatcajacego ten system w siebie samego, dany system S jest nazywany fancuchem
(Kette)®®®. W punktach 38-43 jest przedstawionych 6 twierdzen zwigzanych z pojeciem

tancucha. Od najprostszych, pozostawionych przez Dedekinda bez zadnego dowodu czy tez

361 Por. ,,indem man in eine bestimmte Klasse alle und nur die Systeme O, R, S ... aufnimmt, welche einem
bestimmten System R, dem Représentanten der Klasse, dhnlich sind”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen?..., dz. cyt., 352.

362 Por. ,,nach dem vorher-gehenden Satze 33 éndert sich die Klasse nicht, wenn irgendein anderes ihr
angehoriges System S als Reprisentant gewéhlt wird”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz.
cyt., 352.

363 Por. ,,Sind R, S dhnliche Systeme, so ist jeder Teil von S auch einem Teile von R, jeder echte Teil von
S auch einem echten Teile von R dhnlich”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 352.
Dowdd tego twierdzenia brzmi nastepujaco: ,,Denn wenn ¢ eine dhnliche Abbildung von S, ¢(S)==R, und T3 S
ist, so ist nach 22 das mit 7 dhnliche System ¢(7) 3 R; ist ferner T echter Teil von S, und s ein nicht in 7 enthaltenes
Element von S, so kann das in R enthaltene Element ¢(s) nach 27 nicht in ¢(7) enthalten sein; mithin ist ¢(7) echter
Teil von R, w. z. b. w”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 352.

364
cyt., 352.

,»Abbildung eines Systems in sich selbst”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz.

365 W tym kontekscie, jak Dedekind pisze dalej, s '=¢(s) jest elementem systemu S, a 7°=¢(T) jest czescia
systemu S. Por. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 353.

366 Kontekst odwzorowania jest istotny, poniewaz, jak pisze Dedekind: ,,Wir bemerken ausdriicklich, da
dieser Name dem Teile K des Systems S nicht etwa an sich zukommt, sondern nur in Beziehung auf die bestimmte
Abbildung cp erteilt wird; in bezug auf eine andere Abbildung des Systems S in sich selbst kann K sehr wohl keine
Kette sein”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 353.
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wyjasnienia®’, po bardziej skomplikowane, nawiazujace do pojeé systemu ztozonego z innych

systemow czy najwicksza wspolng czesé (Gemeinheit)>®S.

Od punktu 44 paragrafu 4 Dedekind wprowadza i rozwaza pojecie najwigkszej
wspolnej czesci (Gemeinheit) wszystkich tancuchow, ktorych pewien system 4 jest czescia®®.
Warto zauwazy¢, ze Dedekind wprowadza to pojecie, zatozywszy najpierw istnienie ogdlnego
systemu S oraz jego pewnej czgsci 4. W zwigzku z tym istnienie Ay, tj. owego Gemeinheit

zbiorow, ktorych A jest czescia, jest zapewnione przez istnienie 437,

I tak, Dedekind w punktach 45-47 wymienia twierdzenia, zwigzane z poj¢ciem nie tyle
tafcucha, co najwieksza wspdlna czesé (Gemeinheit) pewnych tancuchow®’t. Twierdzenia te
brzmig: (45) A 3 A0; (46) (40)' 3 A0; oraz (47) A 3 K => Ay 3 K, gdzie K-tancuch®’2. Nastepnie
Dedekind stwierdza, ze w zasadzie powyzsze twierdzenia wystarczajaco charakteryzuja Ao*">.
Co to oznacza? Otz uczony korzysta z tych twierdzen w trakcie udowadniania kolejnych®’.
W kazdym kolejnym twierdzeniu wykorzystuje w dowodzie, wtedy gdy jest to mozliwe lub

wskazane, jedno badz wiecej poprzednich twierdzen®'®. Jest to, co prawda, wlasciwo$¢ samej

367 Jak twierdzenie 38: ,,S jest fancuchem”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt.,
353. Tutaj Dedekind zapewne traktuje jako oczywisty fakt, ze dla kazdego systemu moze istnie¢ takie
odwzorowanie, w kontekscie ktorego system ten bedzie tancuchem.

368 Twierdzenia w punktach 42 i 43 dotyczg tego, ze jesli systemy 4, B, C... s tancuchami, to zardwno
A4, B, C...), jak i &4, B, C...) robwniez s tancuchami. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?...,
dz. cyt., 353.

369 por. ,,Ist 4 irgendein Teil von S, so wollen wir mit 4y die Gemeinheit aller derjenigen Ketten (z. B. S)
bezeichnen, von welchen A4 Teil ist”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 354.

370 por. ,,diese Gemeinheit 4, existiert (vgl. 17), weil ja 4 selbst Gemeinteil aller dieser Ketten ist”. R.
Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, Fr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1939, s. 10. Dodatkowo, 4
samo rowniez jest tancuchem. Por. ,,Da ferner Ap nach 43 eine Kette ist”. R. Dedekind, Was sind und was sollen
die Zahlen? ..., dz. cyt., 354.

371 Chodzi w dalszym ciggu o lancuchy, ktérych czeécig jest pewien system A. Gemeinheit tych tancuchow
oznaczamy symbolem A.

372 Por. ,,45. Satz. Es ist A 3 Ay. [...] 46. Satz. Es ist (4g)’ 3 Ap. [...] 47. Satz. Ist 4 Teil einer Kette K, so ist
auch 49 3 K. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 354.

373 | Man iiberzeugt sich leicht, daB3 der in 44 erklirte Begriff der Kette 4y durch die vorstehenden Sitze
45, 46, 47 vollstiandig charakterisiert ist”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 354.

374 Twierdzenia te sg nastepujace: (49) 4’ 3 (4g)’; (50) A’ 3 Ap; (51) jesli 4 jest tancuchem to: Ag == A4;
(52)jesli B3 Ato B3 Aoy, (53)jesli B3 Aygto By 3 Ao; (54) jesli B3 A to By 3 Ag; (55)jesli B3 Apto B’ 3 Ag; (56) jesli
B3A40to (By)’3(A40)’; (57) (Ag) == (4 )o, lub inaczej: p(po(A4)) == po(p(A)); (58) Ao==B(4,4,’), stownie: tancuch
z A sklada si¢ z A oraz z fancucha-obrazu (Bildkette) z A. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ...,
dz. cyt., 354-355.

375 Mimo ze dla wigkszosci filozofow klasyczne ujecie uprawiania matematyki sprowadza si¢ wiasnie do
wyprowadzania kolejnych zdan z wczesniej przyjetych poje¢ pierwotnych i aksjomatow (potaczonych ze soba
zwigzkami logicznymi, bgdacych swego rodzaju wnioskowaniem), to nalezy zwrdci¢ uwage na niezwykla jasnosc¢
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metody matematycznej, jednak w przypadku Dedekinda jest ona uzywana w sposéb niezwykle
precyzyjny i klarowny. Na to nalezy zwroci¢ uwage 1 podkresli¢ ze wzgledu na okres, w jakim
Dedekind miat okazje swoja metodg zaprezentowaé (XIX wiek obfitowal jeszcze w $lady
intuicyjnego wspierania si¢ przy uprawianiu matematyki)®’®. Przy pomocy pojecia ,.Jancucha z
systemu”, dochodzimy do twierdzenia o indukcji zupeinej. Twierdzenie to bedzie omowione
w dalszej czgsci pracy, wige przedstawimy tutaj trzy wersje, jakie podaje Dedekind. Najpierw

pisze, ze:
»29. Aby udowodnié, ze tancuch Ay jest czescig jakiegos systemu I — niezaleznie od
tego, czy ten ostatni jest czescig systemu S, czy nie — wystarczy pokazac:

1.432%,
2. obraz kazdego wspdlnego elementu 4y i X jest rowniez elementem X377,

Nastepnie Dedekind przedstawia drugg wersje twierdzenia o indukcji zupetnej, ktora —
jak zaznacza — jest rOwnowazna z pierwsza, pod warunkiem, ze system 2 wyznacza rzeczy,

ktore maja whasnosé @ (lub do ktorych odnosi sie zdanie £78:

,,00. [...] Aby udowodnié, ze wszystkie elementy tancucha 49 majg pewng wlasnos¢ &
(lub Ze zdanie £, w ktorym wspomniana jest nieokreslona rzecz n, jest rzeczywiscie
prawdziwe dla wszystkich elementow n tancucha Ay), wystarczy wykazac, ze:

0. wszystkie elementy a systemu A maja wlasnos¢ & (lub & zachowuje ja dla

wszystkich a) 1

i precyzje wywodow Dedekinda. Nie ma u niego miejsca ani na ,,zbyt wiele” (zwlaszcza niepotrzebnych) tresci,
ani na tresci niejednoznaczne — tre$¢ przedstawiona przez niego jest zarowno konieczna, jak i wystarczajaca dla
model6w matematyki, jakich on uzywa, w ramach ktorych pracuje czy tez ktore tworzy.

376 Wtedy dopiero wdrazano formalizacje i arytmetyzacje matematyki i ,,oczyszczano” jg z intuicji np.
geometrycznych.

377 Por. ,,59. Satz der vollstindigen Induktion. Um zu beweisen, daB die Kette 4y Teil irgendeines Systems
2 ist — magletzteres Teil von S sein oder nicht — geniigt es zu zeigen,

0.daB 432, und

. daB3 das Bild jedes gemeinsamen Elementes von 4y und 2 ebenfalls Element von 2 ist”. R. Dedekind,
Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 355-356.

378 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 356.
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o. obraz n’ kazdego elementu n z Ay, takiego ktéry ma wlasnos¢ &, ma t¢ samg wtasnos¢
& (lub ze zdanie S, jesli odnosi si¢ do elementu n z Ay, z calg pewnoscig musi odnosié

si¢ rowniez do jego obrazu )3,

Dodatkowo, w kontekscie wprowadzenia modelu liczb naturalnych, Dedekind

przedstawia trzecig wersj¢ twierdzenia o indukcji zupelnej. Wprost pisze, iz wynika ono z

poprzednich, bardziej ogélnych wers;ji:

,»30. Twierdzenie o indukcji zupelnej (wnioskowanie od n do n'). Aby pokazac, ze

twierdzenie obowigzuje dla wszystkich liczb »n tancucha my, wystarczy wykazac,

p. ze obowigzuje dla n = m, oraz

0. ze z waznoS$ci twierdzenia dla liczby »n tancucha mo wynika zawsze jego waznos¢ dla

kolejne;j liczby n "%,

Wracajac do gtownego watku niniejszego podrozdziatu: rozdziat 4 pracy Dedekinda z
1888 roku konczy si¢ trzema twierdzeniami. Pierwsze z nich brzmi: tancuch z #(4, B, C...) to

FH(Ao, Bo, Co...)%8%, drugie: tancuch z &4, B, C...) jest czescia B(Ao, Bo, Co...)*2. Trzecie

37 Por. ,,Um zu beweisen, daB alle Elemente der Kette 4y eine gewisse Eigenschaft & besitzen (oder daf
ein Satz &, in welchem von einem unbestimmten Dinge 7 die Rede ist, wirklich fiir alle Elemente # der Kette A4
gilt), geniigt es zu zeigen,

o. daB alle Elemente a des Systems A die Eigenschaft &besitzen (oder dal} £ fiir alle a gilt), und

o. dal dem Bilde n’ jedes solchen Elementes n von 4y, welches die Eigenschaft & besitzt, dieselbe
Eigenschaft & zukommt (oder daf} der Satz &, sobald er fiir ein Element # von 4, gilt, gewil3 auch fiir dessen Bild
n' gelten muB3) ”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 356.

380 Por. ,,80. Satz der vollstéindigen Induktion (Schlup von # auf #’). Um zu beweisen, dap ein Satz fiir
alle Zahlen n einer Kette my gilt, geniigt es zu zeigen,

p. dap er fiir n = m gilt, und

o. daf aus der Giiltigkeit des Satzes fiir eine Zahl n der Kette my stets seine Giiltigkeit auch fiir die
folgende Zahl n’ folgt.

Dies ergibt sich unmittelbar aus dem allgemeineren Satze 59 oder 60. Am haufigsten wird der Fall
auftreten, wo m = 1, also my die volle Zahlenreihe N ist”.

R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 361.

31 por. ,,Die Kette von #(4, B, C...) ist #(4s, Bo, Cp)”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen?..., dz. cyt., 356.

382 Por. ,,Die Kette von &4, B, C...) ist Teil von &(A4y, By, Co...)”. R. Dedekind, Was sind und was sollen
die Zahlen? ..., dz. cyt., 357.
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twierdzenie jest dosy¢ rozbudowane i — co wigcej — Dedekind pozostawia czytelnikowi jego

dow6d*®. Twierdzenie to brzmi nastepujaco:

wesli K73 L 3 K, to jesli K jest fancuchem, to L rowniez jest fancuchem. Samo [L —
przyp. K.T.] jest wilasciwa cze$cia K, U jest systemem zlozonym z wszystkich
elementow K, ktore nie sg zawarte w L, ponadto fancuch Uj jest wlasciwa czescig K,
natomiast J jest ukladem wszystkich tych elementow K, ktére nie sg zawarte w Uy, a

wiec K = (U, V) i L = /Uy’ V). Jesli L=K" jest skonczone to V'3 1’ 384,

Powyzsze analizy pokazuja, ze Dedekind nie tylko wyprowadzitl swoja teorie
mnogosci w sposob spojny z zatozeniami. Zrobit to, opierajac si¢ konsekwentnie jedynie na
kilku podstawowych, przyjetych na poczatku pierwotnych obiektach i relacjach. Innymi stowy,
zbudowat wszelkie potrzebne teoriomnogosciowe struktury z kilku bardzo prostych
elementéw. Z pozoru mamy tu do czynienia z podobnym jak u Cantora dedukcyjnym,
szczegblowym wyprowadzaniem kolejnych poje¢ z juz istniejagcych (zdefiniowanych).
Jednakze nalezy zauwazy¢, iz w perspektywie tego wyprowadzania poje¢, Dedekind tworzy
bezposrednio model liczbowy N, w ktorym zostaja uchwycone aspekty kojarzone z N dotad w
sposob intuicyjny — element pierwszy, mozliwo$¢ powiekszania zbioru liczb w nieskonczonos¢

o jeden (funkcja nastepnika), a takze mozliwos¢ ujecia zbioru N w catosc.

Chociaz w samej teorii mnogosci nie mamy bezposrednio do czynienia z
modelowaniem, a jedynie z tworzeniem narzedzi do modelowania, nalezy zwroci¢ uwage na
to, ze owe narzedzia postuzyly do stworzenia teoriomnogosciowego modelu zbioru prosto
nieskonczonego, przez ktéry Dedekind opisat 1 wyrazit zbidr liczb naturalnych 1 jego

arytmetyke.

Istotny jest tu rowniez fakt, iz dla Dedekinda zasadniczym pojeciem (do$¢
abstrakcyjnym) w jego teorii mnogosci jest pojecie tancucha (Kette). Odgrywa ono tez
fundamentalng role¢ w opisie i uzasadnianiu poje¢ i twierdzen teorii (a takze w modelu
arytmetyki liczb naturalnych). Pokazuje to, Zze opracowanie teorii mnogosci byto precyzyjne i

kompletne, wtasnie dzigki osiggnigtemu w nim poziomowi abstrakcji. W tym kontekscie,

383 Por. ,,Der Beweis dieses Satzes, von dem wir (wie von den beiden vorhergehenden) keinen Gebrauch
machen werden, moge dem Leser iiberlassen bleiben”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz.
eyt., 357.

384 por. , Ist dieselbe echter Teil von K, und U das System aller derjenigen Elemente von K, die nicht in L
enthalten sind, ist ferner die Kette U echter Teil von K, und V das System aller derjenigen Elemente von K, die
nicht in Uy enthalten sind, so ist K=#(U,, V) und L= Uy', V). Ist endlich L = K, so ist V<V"”. R. Dedekind, Was
sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 357.
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mozna nawet mowi¢ o epistemologiczno-metodologicznym aspekcie stylu Dedekinda®®

, jako
o pewnym aspekcie jego precyzyjnej i strukturalistycznej abstrakcji. Styl ten wyrazat si¢ w
budowaniu i postugiwaniu si¢ abstrakcyjnymi, intencjonalnie opracowywanymi, kompletnymi

(niezawierajagcymi niepotrzebnych elementéw) modelami matematycznymi.

Oprocz tendencji do modelowania matematycznych kwestii (tj. do tworzenia ich
teoriomnogosciowych modeli), znajdujemy u Dedekinda w jego podstawach matematyki wiele
struktur: poczawszy od nazwy ,systemu” zamiast okres§lenia ,zbioru”, poprzez
strukturalistyczny sposob traktowania zbioru liczb wymiernych 1 zbioru liczb rzeczywistych
(jako strukture ztozong ze zbioru, oraz nieodigcznie z okreslonych na nim dziatan oraz relacji
porzadku — we wspotczesnej matematyce chodziloby o ciata algebraiczne), rozpatrywanie
elementow zbioru w kontekscie tego, co mozna o nich pomysle¢, rozne skomplikowane
elementy jego teorii zbioréw jak najwieksza wspdlna czes¢ (Gemeinheit) czy tahcuch, a takze

sama struktura zbioru prosto nieskonczonego.

»System” zamiast zhioru

Juz na tle samego nazewnictwa, ktére stosowatl Dedekind, widoczne jest jego
strukturalistyczne podejscie. Nie uzywa on okreslenia ,,zbior”, a ,system”. System jest
pojeciem bardziej zblizonym do pojgcia struktury niz zbidr. Okresla bowiem raczej sposob

funkcjonowania pewnego zbioru niz samo jego istnienie.

Tutaj, wobec dyskusji miedzy strukturalizmem oraz konstrukcjonizmem u Dedekinda,
mozna zauwazyc¢, ze juz sam pojedynczy element jest pewnego rodzaju strukturg, bowiem jest
Scisle zwigzany ze wszystkim, ,,co mozna o nim pomysle¢ lub powiedzie¢”. Mozna nawet si¢
zastanawia¢, czy dla Dedekinda sama rzecz (pojedynczy element) nie jest zbiorem wszystkiego,
,,CO mozna o niej pomysle¢ lub powiedzie¢” (tj. zbiorem swoich wtasciwosci). Lecz wzigwszy
pod uwagge to, ze Dedekind pisze na samym poczatku wyraznie o ,,rzeczy”, a dopiero potem o
tym, co mozna o niej pomysle¢ lub powiedzie¢ (mimo zZe rzecz tez jest dla niego wszystkim
tym, co moze by¢ obiektem mysli), przyjmujemy, ze ,,rzecz” nie byta jedynie zbiorem swoich

wlasnosci.

35 Mozna w tym miejscu si¢ powota¢ np. na: J. Ferreirés, E.-H. Reck, Dedekind’s Mathematical
Structuralism: From Galois Theory to Numbers, Sets, and Functions..., dz. cyt.; E.H. Reck, G. Schiemer (red.),
The Prehistory of Mathematical Structuralism, New York 2020.
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Strukturalistyczne aspekty zbiorow liczbowych w ujeciu Dedekinda

Zbior liczb wymiernych

Podobnie jak Cantor, Dedekind postuzyt si¢ na poczatku konstrukcji zbioru liczb
rzeczywistych, liczbami wymiernymi. Cantor przyjmowat arbitralnie istnienie liczb
wymiernych jako pewnych oczywistych bytow matematycznych. Natomiast Dedekind opisat
je w sposob aksjomatyczny. Traktowat je jako elementy pewnego zbioru, w ktérym operacje
dodawania, odejmowania, mnozenia 1 dzielenia s3 wewng¢trzne, dodawanie 1 mnozenie sg

przemienne oraz mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:

»dystem ten, ktory oznacza¢ bedg przez R, charakteryzuje si¢ przede wszystkim pewng
zupelnoscig 1 zamknietoscig [...], ktore polegaja na tym, ze cztery podstawowe operacje
sa zawsze wykonalne na dwu indywiduach z R, tzn. wynik jest zawsze pewnym
okreslonym indywiduum z R, jesli tylko wykluczy¢ jedyny przypadek dzielenia przez

7ero”’ 386

Nalezy zwroci¢ w tym miejscu uwage na jeden istotny fakt. W takim okresleniu liczb
wymiernych (symbol zwykle R okreslat liczby wymierne, natomiast liczbom rzeczywistym u
Dedekinda byt przypisany symbol 1), kryje si¢ nie tyle algebraiczne podejscie, co ogdlniej
strukturalistyczne. Algebra jako taka bada struktury, w powyzszym cytacie mamy do czynienia

h387

z algebraicznym opisem ciata liczb wymiernyc Obecnie wiadomo, iz zbiér liczb

386 por. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 315; R. Dedekind, Ciggtosé i liczby
niewymierne, w: R. Murawski, Antologia tekstow klasycznych, ttum. R. Murawski, Poznan 1994, 136. Istotnym
faktem jest to, ze Dedekind prawdopodobnie pierwszy uznal wewnetrzno$¢ dziatan za ceche charakteryzujaca
ciato liczbowe. Por. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen..., dz. cyt., 21.

387 Ciato (K,+,-,0,1) to struktura spelniajgca nastepujgce warunki:

e 7biodr K zawiera przynajmniej dwa elementy: 0 oraz 1,
e na zbiorze K istniejg dwa dziatania + oraz -, spelniajace okreslone warunki:
o VabceKa+{b+ecl=(@+hb)+e,
o ¥a e K:a+ 0 = a(zero jest elementem neutralnym wzgledem dodawania),

o ¥YeeK3ibeK:a+b=10 (dla kazdego elementu z K istnieje element odwrotny
wzgledem dodawania),

o ¥Ya,beK:a+b=>5b4+ a(przemienno$¢ dodawania),
o VabceKwa-b-c)=(a-b)-¢
o ¥a € K:a-1=a (jedynka jest elementem neutralnym wzgledem mnozenia),

o VabceKa-b+ec)l=(a-b)+{a-c) (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem
dodawania),
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rzeczywistych, z dodawaniem i mnozeniem jest cialem uporzadkowanym w sposob ciggly. W
powyzszym cytacie Dedekind nie wymienia wszystkich warunkow ciata, natomiast implicite

przyjmuje tacznos¢ obu dziatan oraz rozdzielno§¢ mnozenia wzgledem dodawania.

Istota porzadku zbioru liczb wymiernych wedlug Dedekinda byto to, co nastgpuje:
,»,R0Znos¢ dwodch liczb wymiernych objawia si¢ w tym, ze réznica a—b ma albo wartos¢

dodatnia, albo ujemng’*388,

Jak wida¢, porzadek w zbiorze liczb rzeczywistych laczy si¢ u Dedekinda scisle z
okreslonymi na tym zbiorze dziataniami. W zwigzku z tym, strukturalistyczne podejscie,
spowodowato ze matematyk z Brunszwiku przyjal na poczatku istnienie calej struktury
matematycznej wraz z operacjami, ktore ja charakteryzujg — zbior liczb wymiernych wraz z

okreslonym porzadkiem oraz dziataniami®®®.

Trzy gtéwne prawa (aksjomaty) charakteryzujace liczby wymierne wedtug Dedekinda

to:

Ll Jeslia> b i b> c, to a> c. llekro¢ a, ¢ s dwiema réznymi (lub nierownymi) liczbami
oraz b jest wigksza od jednej i mniejsza od drugiej, powinnismy bez wahania z powodu
sugestii geometrycznych idei wyrazi¢ to krotko, méwiac: b lezy miedzy liczbami a, c.

I1. Jesli a, ¢ sa dwiema roznymi liczbami, istnieje nieskonczenie wiele roznych liczb

lezacych miedzy a, c.

o ¥a,beK:a-b=D5b-a (przemienno$¢ mnozenia),

o vaeK\[0}3beK:a-b=1 (dla kazdego niezerowego elementu z K istnieje
element odwrotny wzgledem mnozenia).

38 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 316; R. Dedekind, Cigglosé i liczby
niewymierne..., dz. cyt., 138.

389 Blaszczyk zastanawia sie nad brakiem opisu wlasno$ci liniowosci porzadku u Dedekinda, tj. jego
zgodnoséci z dziataniami. Mozna przyjac, iz brak potrzeby opisu tej wilasnoséci przez Dedekinda moze by¢
interpretowany jako pewien argument za teorig matematyki ucielesnionej, czy tez po prostu za — ponownie —
strukturalistycznym podejsciem matematyka z Bruszhwiku. Dlatego, ze nieujecie przez Dedekinda pewnej ogolne;j
wlasnosci w teorii (co nie bylo réwnoznaczne z jej niespelnieniem przez te teori¢), mogto wynikaé z tego, ze w
procesie abstrahowania i formalizowania pewnych aspektéw intuicji, tej wlasnosci nie uwazal za niezbedne
uwzgledni¢ w sposob formalny. Mogla by¢ ona w zbyt oczywisty sposob zwigzana z intuicja o strukturze, ktora
zamierzal formalnie opisac i uporzadkowac. Mogtoby wiec to ostatecznie oznaczaé, ze matematyka, mimo iz tylko
jej poczatki siegaja bardzo praktycznych aspektéw zycia i obserwacji $wiata zewnetrznego (por. K. Devlin,
Myslenie matematyczne. Twoj nowy sposob pojmowania swiata, thum. T. Walczak, Gliwice 2019.), wspolczesnie,
pomimo swojego zaawansowanego poziomu abstrakcji, na jakim jest rozwijana, rowniez jest zwigzana z
komunikacja migdzyludzka czy intuicjg a takze nieodtagcznym od nich pewnym ogladem $wiata zewngtrznego (B.
Brozek, M. Hohol, Umyst matematyczny, Krakéw 2014; G. Lakoff, R.E. Nufiez, Where Mathematics Comes From.
How the Embodied Mind Brings Mathematics into Being, New York 2000.). Wigcej o tym w rozdziatach
podsumowujacych niniejsza prace.
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II1. Jesli a jest dowolng okreslong liczba, wowczas wszystkie liczby zbioru R [liczb
wymiernych — przyp. K.T.]**® dzielg sie na dwie klasy, 4; i 42, z ktorych kazda zawiera
nieskonczenie wiele elementdw; pierwsza klasa 4; obejmuje wszystkie liczby a;, ktore
s <a, druga klasa 4> obejmuje wszystkie liczby a», ktore sg> a; liczba a moze by¢ w
dowolnosci przypisany pierwszej lub drugiej klasie, bedac odpowiednio najwigksza
liczba pierwszej klasy lub najmniejsza z drugiej. W kazdym przypadku rozdzielenie
uktadu R na dwie klasy A7, 4> jest takie, ze kazda liczba pierwszej klasy A; jest mniejsza

niz kazda liczba drugiej klasy 4,3,

Pierwsza wiasnoscig opisang przez Dedekinda jest wiasnos¢ porzadku zbioru liczb
wymiernych — wskazuje on na przechodnio$¢ tej relacji. Druga wlasnos$¢ dotyczy gestosci tego
porzadku (gestosci zbioru liczb wymiernych). Trzecia natomiast to wstepny opis przekroju
zbioru liczb wymiernych. Dedekind juz tutaj przedstawia koncepcje przekroju i1 zbioru
uporzadkowanego, dzielgc jeden zbidr na dwa roztaczne, majace te wtasciwosc, ze kazda liczba
jednego zbioru jest mniejsza niz kazda liczba drugiego zbioru. To do$¢ istotne, poniewaz
uczony przedstawia tym samym baze dla dalszego rozwijania i1 uscislania tego pojecia,

zwlaszcza w kontekscie pdzniejszej definicji ciggtosci.

Tego typu praktyka matematyczna jest charakterystyczna dla Dedekinda, u ktérego
obserwujemy skupienie na calej strukturze, 1 konsekwentne wprowadzanie krok po kroku

wszystkich niezbednych jej elementow.

Zbior liczb rzeczywistych i prosta rzeczywista

Biorac pod uwage powyzsze, matematyk z Brunszwiku w rozdziale nastepnym (§5)

wprowadza charakterystyke porzadku zbioru liczb rzeczywistych, przy zatozeniu, ze dziatania

30 Dedekind uzywat zwyktego symbolu R na zbior liczb wymiernych, natomiast zbior liczb
rzeczywistych okresélat symbolem R — o czym wigcej dalej. Cytujac, staramy si¢ zachowaé oryginalng symbolike,
natomiast poza cytatami staramy si¢ zachowac symbolike wspotczesng. Cantor natomiast uzywat w 1872 roku
symbolu A dla zbioru liczb wymiernych, natomiast symbolu B (i dalszych) dla zbioru liczb rzeczywistych.

391 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 319. Oryginat brzmi nastepujaco: ,,L. Ist a>b,
und b>¢, so ist a>c. Wir wollen jedesmal, wenn a, ¢ zwei verschiedene (oder ungleiche) Zahlen sind, und wenn b
grofler als die eine, kleiner als die andere ist, ohne Scheu vor dem Anklang an geometrische Vorstellungen dies
kurz so ausdriicken: b liegt zwischen den beiden Zahlen a, c. Il. Sind a, ¢ zwei verschiedene Zahlen, so gibt es
immer unendlich viele verschiedene Zahlen b, welche zwischen a, ¢ liegen. III. Ist a eine bestimmte Zahl, so
zerfallen alle Zahlen des Systems R in zwei Klassen, 4; und 4>, deren jede unendlich viele Individuen enthélt; die
erste Klasse P; umfalit alle die Punkte p;, welche links von p liegen, und die zweite Klasse P, umfaf3t alle die
Punkte p,, welche rechts von p liegen; der Punkt p selbst kann nach Belieben der ersten oder der zweiten Klasse
zugeteilt werden. In jedem Falle ist die Zerlegung der Geraden L in die beiden Klassen oder Stiicke P;, P> von der
Art., daB jeder Punkt der ersten Klasse P, links von jedem Punkte der zweiten Klasse P; liegt .
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sg zdefiniowane analogicznie, jak w przypadku liczb wymiernych oraz zgodne z porzadkiem.

Sformutowat ja nastepujaco:

Hl.Jeslia > fif >y, toa >y Chcemy powiedziet, ze liczba £ lezy migdzy liczbami
a, .

IL. Jesli a, y sa dwiema r6éznymi liczbami, to miedzy nimi lezy zawsze nieskonczenie
wiele roznych liczb f.

II1. Jesli o jest pewng liczba, to wszystkie liczby systemu A [liczb rzeczywistych —
przyp. K. T.] nalezg do dwoch klas ¥, oraz %, z ktorych kazda zawiera nieskonczenie
wiele indywiduow; pierwsza klasa ¥ obejmuje wszystkie liczby a;, ktore sg < a; druga
klasa ¥ obejmuje wszystkie liczby a2, ktdre sg > a; sama liczba a moze by¢ dowolnie
przypisana do pierwszej lub drugiej klasy 1 jest to woéwczas odpowiednio najwicksza
liczba pierwszej lub najmniejsza liczba klasy drugiej. W kazdym razie podzial systemu
A na dwie klasy ¥, ¥~ jest taki, ze kazda liczba w pierwszej klasie ¥ jest mniejsza niz
kazda liczba w drugiej klasie ¥ i mowimy, ze podziat ten wynika z tego, jaka bedzie
liczba a. [...]

Oproécz tych whasno$ci dziedzina 8 — ma réwniez wlasno$¢ ciggtosci, czyli spetnione
jest twierdzenie: IV. Jezeli system 8 wszystkich liczb rzeczywistych dzieli si¢ na dwie
klasy ¥, ¥-tego rodzaju, ze kazda liczba a; klasy ¥ jest mniejsza niz kazda liczba a.

klasy %%, to istnieje jedna i tylko jedna liczba a, wzgledem ktorej powstaje rozktad” %2,

392 por.,, 1. Ist & > B, und 8 > 7, so ist auch a > y. Wir wollen sagen, dap die Zahl 8 zwischen den Zahlen
o, y liegt.

II. Sind ¢, y zwei verschiedene Zahlen, so gibt es immer unendlich viele verschiedene Zahlen f, welche
zwischen a, y liegen.

II1. Ist o eine bestimmte Zahl, so zerfallen alle Zahlen des Systems # in zwei Klassen #; und %, deren
jede unendlich viele Individuen enthilt; die erste Klasse #; umfapt alle die Zahlen a;, welche < a sind; die zweite
Klasse #; umfaft alle die Zahlen a,, welche > « sind; die Zahl a selbst kann nach Belieben der ersten oder der
zweiten Klasse zugeteilt werden, und sie ist dann entsprechend die grofte Zahl der ersten oder die kleinste Zahl
der zweiten Klasse. In jedem Falle ist die Zerlegung des Systems 1 in die beiden Klassen %), ¥, von der Art., daf
jede Zahl der ersten Klasse #, kleiner als jede Zahl der zweiten Klasse %% ist, und wir sagen, daf} diese Zerlegung
durch die Zahl a hervorgebracht wird.

[...]JAuPer diesen Eigenschaften besitzt aber das Gebiet 4 auch Stetigkeit, d. h. folgender Satz: IV. Zerfallt
das System 1 aller reellen Zahlen in zwei Klassen #i, % von der Art., dap jede Zahl a; der Klasse V1 kleiner ist
als jede Zahl o der Klasse #; so existiert eine und nur eine Zahl a, durch welche diese Zerlegung hervorgebracht
wird”.

R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 328-329.
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Pierwsze dwa punkty opisuja zasady przechodnio$¢ porzadku oraz gesto$¢. Nastepne
dwa punkty wprowadzaja wtasnos¢ cigglosci porzadku zbioru liczb rzeczywistych 48, Punkt III
opisuje sam przekrdj Dedekinda (mozna tez interpretowa¢ go jako spojnos¢ porzadku),
natomiast punkt IV zapewnia wykluczenie (obecnie w kontekscie wspodlczesnie

393

wprowadzonego porzadku liniowego) luki *** w takim przekroju — opisuje wlasnos¢ ciaglosci.

Nalezy zauwazy¢ w konteks$cie powyzej zacytowanych wtasnosci opisujacych zbior
liczb rzeczywistych, ze tak samo (jedynie bez wtasnosci ciggtosci) Dedekind opisat wlasnosci
liczb wymiernych. To kolejny przejaw precyzji 1 konsekwencji w przedstawianiu przez niego
teorii. Dedekind od poczatku, po pierwsze, traktuje oba zbiory — liczb wymiernych i
rzeczywistych jak struktury (tj. rozwaza zbiory wraz z okreslonymi na nich relacjami i1
wlasno$ciami — przechodnios$ci, gestosci porzadku oraz relacji przekroju, a w przypadku zbioru
liczb rzeczywistych — rozwaza rowniez wlasno$¢ ciggtosci). Po drugie zas, przedstawiana przez
niego teoria wydaje si¢ spojna i catosciowo przemys$lana w kazdym wprowadzonym przez
niego fragmencie — tak, jakby miat wglad do pelne;j struktury, jaka opracowywat. Potwierdza

to interpretacje podejscia Dedekinda jako strukturalistycznego.

Dla poréwnania, wspotczesna konstrukcja Dedekinda liczb rzeczywistych zaczyna si¢
zdefiniowaniem przekroju na pewnym (liniowo uporzadkowanym?®®) zbiorze X. Przekréj (4,

B) — innymi stowy para uporzadkowana — na zbiorze R, to taki podziat tego zbioru, ze:
1. A,B=0
2. AuUB=X
3. YxeE AVyEB (x<vy).

Przy czym wyrdznia si¢ cztery rozne mozliwe przekroje:

1' (axmnx S A:] A (E}me = Bj
2. (axmnx £ A:] A _'(Elymin £ B:]
3. _'Eaxmﬂ.r = A) A (H}F?nin £ Bj

393 Pojecia uzywane we wspolczesnej definicji ciggtoéci w sensie Dedekinda. Definicja ta i wszelkie
wyjasnienia wspotczesnych poje¢ zostang podane pod koniec niniejszego rozdziatu, w ramach przedstawienia
wspotczesnej konstrukeji liczb rzeczywistych wedtug Dedekinda.

394 Porzadek w zbiorze X jest liniowy, gdy:

veiyeX:ix <y)vily = x)vix =y
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4. —(3x € A) A —(3y € B).

max min

Przekrdj pierwszego rodzaju nazywa si¢ skokiem, natomiast przekrdj czwartego

rodzaju nazywa si¢ luka.

Uporzadkowany (liniowo) zbidr X, w ktérym zaden przekroj nie wyznacza luki ani
skoku, jest ciggly w sensie Dedekinda. Warunek ten jest rtownowazny réwniez stwierdzeniu, iz

395

zbior (X, <) jest gesty>®® i zaden przekr6j nie wyznacza luki®®®

. W tym sensie gesto$¢ zbioru

zapewnia to, ze zaden przekroj nie wyznacza skoku.

Majac zbior liczb wymiernych Q, ktéry jest liniowo uporzadkowany 1 gesty, mozemy
go uzupehi¢ liczbami niewymiernymi, ,,powstajagcymi” w miejscu kazdej wyznaczonej w
zbiorze liczb wymiernych, przez przekrdj Dedekinda (4, B), luki. Otrzymujemy w ten sposob
zbior liczb rzeczywistych R, ciggly w sensie Dedekinda.

Strukturalizm struktur teoriomnogosciowych w ujeciu Dedekinda

Nalezy zwroci¢ rowniez uwage na kwestie strukturalizmu, pojawiajacg si¢ u
Dedekinda w podstawach teorii mnogosci. Mowimy tu o samym obiekcie my$lenia, ktory jest
okreslany przez wszystko, co si¢ o nim mysli lub mowi; méwimy o ,,mysleniu razem” zbiorow
elementéw jako catosci, a sam zbidr jest przez Dedekinda okreslany pojeciem systemu.
Mozemy rowniez poda¢ przyklady bardziej skomplikowanych, formalnych struktur

teoriomnogosciowych: ##, oraz &.

Najwigksza wspolna czgs¢ (Gemeinheit), jak 1 tancuch (Kette) sa pojeciami
oznaczajacymi bardzo $cisle 1 jednoznacznie okre§lone struktury matematyczne. Najwicksza
czg$¢ wspdlna jest zdefiniowana przy pomocy i w kontekscie konkretnego zbioru bedacego
czescig oraz konkretnych zbioréw zawierajacych owa cze$¢ wspdlna. Lancuch natomiast jest
przedstawiony w Scislej zalezno$ci od konkretnego odwzorowania (tj. odwzorowania
przeksztalcajacego dany zbior-system w siebie samego) oraz konkretnego systemu S. Tak wigc
korzystajac z roznych zwigzkdéw oraz uprzednio okreslonych matematycznych bytoéw i struktur,

Dedekind konstruuje nowe, jednoznacznie okreslone struktury.

39 Porzadek w zbiorze X jest gesty gdy:
ve,yeXzelilx <y sx <z <yl

3% P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 16.
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Pojecie tancucha jest rowniez argumentem za jego strukturalistycznym podej$ciem.
Jest to bardzo wazna struktura dla Dedekinda, na niej opiera on np. twierdzenie o indukcji
zupelnej, ale rowniez cata teoria mnogosci jest z tym pojeciem $ci§le zwigzana. To istotne, bo
tancuch nie do$¢, ze stanowit strukturg, to byt w ujeciu Dedekinda strukturg dynamiczng. Jest
to zbidr rozpatrywany w nieodtgcznym kontekscie odwzorowania — dynamicznej czynnosci
przypisywania elementom zbioru, ich obrazéw. Ponadto stanowi on dodatkowy argument na
precyzyjne i konsekwentne wyprowadzanie modelu liczb naturalnych — najpierw Dedekind
wyprowadza fundamentalne pojecia-podstruktury, aby nastepnie w sposdb zamierzony
skonstruowac¢ okreslone struktury przy ich pomocy. Mozemy twierdzi¢ na tej podstawie, ze

podejscie strukturalistyczne bylo dla Dedekinda w pewien sposob fundamentalne.

Odmienne postepowanie widzimy u Cantora, ktory cho¢ rowniez konstruuje struktury,
to jednak tylko w kontekscie dedukcji 1 niekiedy tylko pewnego uogoélniania obiektow.
Dedekind, przedstawiajac swoja teorig, robi to tak, ze mozna doktadnie §ledzi¢ proces jej
powstawania. Jest to teoria podana w jasnej, precyzyjnej formie, prezentujaca byty, zwigzki
miedzy nimi, 1 bardziej skomplikowane struktury, gotowa jako pewna cato$¢. Wszystko to nie
jest redukowalne do czysto logicznych twierdzen, poniewaz zawiera okreslong tres¢ (wszystkie
byty, struktury posiadaja pewne znaczenie, odnoszace si¢ — posrednio lub bezposrednio — do
fundamentalnego $wiata mysli). Dedekind przedstawia teori¢ jako ,tworzong” (ale nie
»Stwarzang”), a nie odkrywang, jednakze nie mozemy przypisa¢ mu przekonan
nominalistycznych. Jego twierdzenia i poj¢cia zawierajg zwigzek z opracowywang struktura,
ktorej elementy pochodzg ze ,,Swiata mysli”, stad zawartos¢ owego modelu-struktury réwniez
si¢ do niego odnosi, ale przy tym zawiera elementy twoércze, umystowej konstrukcji danej

struktury®®’.

Dodatkowo, nalezy przypomnie¢ oméwione wczesniej najwigcksze i1 najbardziej
abstrakcyjne struktury, jakimi byty u Dedekinda modele liczb rzeczywistych (powstale przez
wprowadzenie formalnie opisanej wlasnosci cigglosci) oraz liczb naturalnych (jakie
reprezentowat bezposrednio zbior prosto nieskonczony). Nalezy zwroci¢ uwage w ich

przypadku na fakt, wspomnianej wczesniej, ich wlasnosci kategorycznosci (przypisywang im

397 Cantor natomiast porusza si¢ w §wiecie matematycznym réwniez przy pomocy intuicji — niekoniecznie
chodzi o intuicj¢ potoczna czy blgdng. W jego praktyce matematycznej mozna dostrzec elementy
konstrukcjonistyczne, ktorych efektem sa zazwyczej poszczegdlne struktury, ale réwniez mamy u niego do
czynienia z intuicja zupeklie niezwigzang ze strukturami.
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pod pewnymi warunkami)3®. Kategorycznos¢ jest whasnoécia, ktora okresla dang strukture jako
zbudowang z doktadnos$cia co do izomorfizmu. Oznacza to, ze jesli mamy dwie struktury,
spetniajace pewne warunki kategorycznie skonstruowanej struktury, to musza by¢ one ze sobg
izomorficzne. To z kolei oznacza, ze dana kategorycznie struktura jest zbudowana w sposéob
optymalnie okre$lajacy zadany problem. Swiadczy to o tym, iz dana struktura zostata

zbudowana efektywnie.

3.3 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaty dwa aspekty strukturalizmu — aspekt
ontologiczny oraz aspekt epistemiczny (a doktadniej epistemiczno-metodologiczny).
Glownymi propozycjami rozprawy s3 epistemiczny konstrukcjonizm oraz ontologiczny
realizm, dlatego poruszane aspekty strukturalizmu majg za zadanie odpowiednie dookreslenie
owych propozycje w praktyce matematycznej zarowno Cantora, jak 1 Dedekinda —
strukturalizm ontologiczny propozycje realizmu, natomiast strukturalizm epistemologiczny

(czy epistemiczno-metodologiczny) propozycj¢ konstrukcjonizmu.

O ile strukturalizm ontologiczny, rekonstruowany w oparciu o same matematyczne
struktury wprowadzone (mniej lub bardziej intencjonalnie) do podstaw matematyki, jest
odnajdywany zaréwno u Cantora, jak i u Dedekinda, o tyle strukturalizm epistemologiczno-
metodologiczny jest rekonstruowany w zasadzie jedynie w kontekscie praktyki matematyczne;j
Dedekinda. Nalezy zastrzec, iz dopuszczamy pewien wplyw strukturalnej ontologii
matematycznych obiektow na epistemologi¢ Cantora, jest to jednak wplyw raczej

nieuswiadomiony.

U obu matematykow mozna odnalez¢ wiele struktur, stanowigcych zasadnicza i
niezbedng cze¢$¢ opracowywanej przez nich matematyki. U Cantora jest to zaréwno zbidr liczb
wymiernych, zbior liczb rzeczywistych, nieskonczony iloczyn zbioréw potegowych, jak i inne
teoriomnogosciowe struktury — liczby porzadkowe czy kardynalne. U Dedekinda sa to tez
zbiory liczb wymiernych i rzeczywistych (chociaz przedstawione nieco bardziej bezposrednio
strukturalnie, jako zbiory w nieodtacznym kontekscie dzialan i1 porzadku na nich okreslonych,
jak to si¢ robi we wspolczesnej algebrze), natomiast w konteks$cie teorii mnogosci mozna

wymieni¢ same zbiory okres$lane przez Dedekinda mianem systemow, najwigksza wspdlna

398 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 11; D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 15.
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czes¢, tancuch czy zbidr prosto nieskonczony bedacy modelem zbioru liczb naturalnych. Juz
na poziomie samego strukturalizmu ontologicznego mozna wskaza¢ pewne roéznice miedzy
Cantorem i1 Dedekindem, dlatego ze struktury Dedekinda (wraz z samymi systemami, t.
zbiorami, ale rowniez modelami liczbowymi) byty bardziej precyzyjnie okreslone wprost jako

struktury.

Przechodzac do epistemiczno-metodologicznego aspektu strukturalizmu, mozna
wskazac, 1z opieramy si¢ tu oprocz analiz niniejszego rozdzialu réwniez na wynikach innych
prac (np. Ferreirosa i Recka)®®®, w ktorych przypisuje si¢ Dedekindowi — szeroko rozumiane —
stanowisko strukturalistyczne wzgledem zardwno epistemologii, jak i metodologii. Jesli chodzi
o wyniki naszych analiz, mozna wskaza¢ na poparcie tego stanowiska przede wszystkim
metode modelowania teoriomnogosciowego, jakg mozna Dedekindowi przypisa¢ na podstawie
kilku zauwazonych kwestii w zakresie analizowanych tu podstaw matematyki. Wspominali§my
o jasnym przedstawianiu przez Dedekinda jego matematycznych zamiaréw (intencji) — jak
formalne wprowadzenie wlasnosci ciggtosci czy bardziej formalne przedstawienie arytmetyki
N; nastepnie analizowalismy jego konsekwencje 1 precyzje wprowadzania modeli liczbowych
(zaréwno R, jak 1 N), a na koncu wskazalismy kategoryczno$¢ tych modeli. U Cantora nie
rozpoznajemy strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego z uwagi na kilka kwestii: po
pierwsze, wprowadzony przez niego zbior liczb rzeczywistych ani nie byt modelem zbioru R,
ani nie byt — jako struktura — kategoryczny. Cantor formalnie nie wprowadzit zbioru liczb
naturalnych, zas w ramach przypisywanego mu quasi-nominalizmu moégt unika¢ bezposrednich
odwotan (zaré6wno wizualnych, jak i intencjonalnych) do tresci wprowadzanych poje¢, do
pewnej pogladowosci na ich temat, nie mowigc juz o pogladowosci, ktora miataby ksztaltowac
wprowadzane w sposob zamierzony nowe struktury (co, jak pokazaliSmy i jeszcze do tego

wrocimy, mogto wspomagac¢ konstruowanie kategorycznych modeli u Dedekinda).

Powyzsza perspektywa pozwala przedstawi¢ strukturalizm jako stanowisko pierwotne
wzgledem elementéw konstrukcjonistycznych, odnajdywanych w praktyce matematycznej
Dedekinda (jak sugestywny jezyk wskazujacy na czynnosci umystowe i pewna dynamike teorii
matematycznych oraz optymalng konstruowalnos¢ przedstawianych struktur). Przyczyna wyzej
opisanego modelowania byly matematyczne problemy (brak formalnie wprowadzonej

wlasnosci ciagtosci zbioru, jak rowniez brak wystarczajaco formalnie wprowadzonej

399 J. Ferreir6s, E.H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions..., dz. cyt.
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arytmetyki N). Celem Dedekinda nie tyle byto badanie matematycznych probleméw, co

zbudowanie modeli dla ich rozwigzania i wyjasnienia.

Poprawno$¢ budowanych modeli (tj. odpowiedni dobor elementow i zaleznosci, jakie
je lacza) mozemy powigza¢ z ich kategoryczno$cia, rozumiang jako ich efektywnos¢ i
skutecznos¢. W przypadku liczb rzeczywistych byla to trafnie sformalizowana wlasnosé
cigglosci, jednoznacznie wykluczajaca wielkosci infinitezymalne (w konteks$cie teorii ciat
uporzadkowanych), natomiast w przypadku zbioru liczb naturalnych byta na przyktad
wlasciwos¢ nieskonczonosci potencjalnej, wyrazonej w nieprzerwanej samokonstrukcji tego
zbioru przez funkcje nastgpnika, potaczona z wiasciwoscia nieskonczonosci aktualne;,

zapewnionej przez istnienie tego zbioru w catosci.
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4 Zagadnienie realizmu ontologicznego u Cantora i Dedekinda

Rozdziat drugi oraz pierwsza cz¢$¢ trzeciego dotyczyly gldéwnie poznania i metodologii
praktyki matematycznej tworcow — tak Cantora, jak i Dedekinda. Najwigksza zauwazona
roéznica pomig¢dzy oboma matematykami dotyczyta metodologii ich praktyki matematycznej (a
konkretnie ukazywanych przez nich intencji oraz intuicji wzglgdem konstruowania nowych
struktur). Strukturalizm ontologiczny oraz ontologiczny realizm dotycza natomiast ontologii

matematycznych obiektow.

Ponizej przedstawimy propozycje opisu sposobu istnienia matematycznych obiektow,
tak, aby pogodzi¢ ich istnienie z proponowanym konstrukcjonizmem oraz obydwoma
aspektami strukturalizmu, przypisywanymi jak wyzej wskazano odpowiednio rdznie obu
matematykom. Zaproponujemy wewngtrzny realizm ontologiczny, oznaczajacy mozliwosé
abstrakcyjnego istnienia obiektow matematycznych (zarowno wzgledem indywidualnej
praktyki matematycznej, jak 1 wzgledem perspektywy historyczno-spotecznej), poniewaz sg

0 oraz mozemy je efektywnie

wynikiem oraz przedmiotem matematycznego dyskursu®
konstruowaé i bada¢*®. Jak si¢ okazuje, rekonstruowana ontologia nie zawiera wiele réznic
pomiedzy Cantorem i Dedekindem. By¢ moze dlatego, ze rekonstruowana jest w oparciu o

drugi filar PMP — samg matematyke.

Pomimo iz metodologie (a wigc ksztalt praktyki matematycznej) r6éznity si¢ miedzy
sobg pod wzgledem strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego, nie skutkowalo to

zasadniczymi réznicami w przedmiocie teorii matematycznych, a tylko w stopniu

402

dopracowania jej formy™“. Wskazemy mozliwe wytlumaczenie takiego stanu rzeczy poprzez

400 O, Chateaubriand, The Ontology of Mathematical Practice..., dz. cyt.
401 J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt.

402 Nie sposob nie wspomnie¢ w tym miejscu wspolczesnych propozycji odnoénie do nawet nie
konstruktywizmu, a — konstrukcjonizmu spotecznego. Chociaz perspektywa spoteczna nie jest gléwna
perspektywa badawcza niniejszej pracy — taka jest perspektywa dwoch konkretnych matematykéw — nie mozna
pomina¢ tej kwestii w kontekscie dyskusji ontologii matematycznych obiektow. Wydaje si¢, ze takie postawienie
sprawy, ze matematyka jest w jaki§ sposob wytworem kultury, a obiekty istniejgce w tym kontekscie obiektami
istniejacymi w sposob abstrakcyjny, ale tez w sposéb ciagly w kontekscie perspektywy historyczno-spotecznej,
jest rzetelng alternatywa dla wyidealizowanych, czesto oderwanych od samej praktyki matematycznej
metafizycznych stwierdzen tradycyjnej filozofii matematyki (np. z punktu widzenia platonizmu, fikcjonalizmu).
Por. M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt.; S. Kaufman, On the Emergence of a New Mathematical Object:
An Ethnography of a Duality Transform, w: Mathematical Cultures, red. B. Larvor, Cham 2016, 91-110; E.
Piotrowska, Dokqd zmierza filozofia matematyki? ..., dz. cyt.
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potaczenie ich praktyk z obiektywna, juz wytworzong wczesniej wiedza. Bedziemy korzystac

z pragmatycznej propozycji PMP, jak i z koncepcji trzech $wiatow Poppera?®,

W kontekscie Tezy 1 istotne jest to, ze poprzez analizy niniejszego rozdzialu mozna
nieco ostabi¢ skrajny realizm Cantora oraz sprobowaé przypisa¢ pewien rodzaj realizmu

Dedekindowi.

4.1 Realizm ontologiczny Cantora

Jesli chodzi o Cantora, istotnym punktem wyjscia analiz sg jego wlasne przekonania.
Uwazal on, iz odkrywa matematyke, ze umyst ma dostep a priori do matematycznych
obiektow. Wiedze matematyczng traktowal rowniez jak catkowicie pewng (episteme).
Postulowal nawet stosowanie teorii mnogosci do $wiata zewnetrznego. Za realistycznym
podejsciem Cantora przemawia roOwniez uzycie przez niego argumentoOw pozamatematycznych
na istnienie nieskonczono$ci aktualnej, nad ktérg zaczat si¢ zastanawia¢ w kontekscie

rozwijanej przez siebie teorii mnogosci®®,

Jednakze mozna zauwazy¢ jednoczesnie, iz to, jakim obiektom przyznawatl (i jaka)
ontologi¢, byto zwigzane z pewnymi czynnikami poza-matematycznymi. Na jego praktyke
matematyczng miaty wptyw é6wczesnie panujgce przekonania i paradygmaty, ktore uformowaty
jego przednaukowe zatozenia. Dodatkowo przednaukowe zatozenia Cantora byty ksztaltowane
przez jego przywigzanie do teorii mnogosci — podejmowal pozamatematyczng obrone
twierdzenia o istnieniu nieskonczonosci aktualnej, probowat udowodnic¢ (bez skutku) Hipoteze
Kontinuum, jak i podejmowat préby udowadniania niemozliwosci istnienia wielkosci aktualnie

nieskonczenie matych.

W zwigzku z powyzszym, mozna wnioskowaé, ze nie wszystkie elementy jego
tworczosci mogty by¢ czystym odkrywaniem matematyki, zwigzane bylty bowiem z wptywem
pewnych przedzalozen, a nawet pewnego rodzaju przywiazan ideologicznych. Cantor nie
potrafil rozpozna¢ racjonalnych zwiazkow tych przedzatozen z rozwazanymi problemami

matematycznymi 1 konstruowanymi strukturami. Problematyczno$¢ filozoficznych,

403 K R. Popper, Epistemology Without a Knowing Subject (pl: A. Tonalskiei (t.) ,, Literatura na Swiecie”
161, 1984), w: Objective Knowledge: An Evolutionary Approach, Oxford 1972; K.R. Popper, Wiedza
obiektywna..., dz. cyt.

404 Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii
mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt.
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teologicznych i1 innych przedzalozen Cantora wskazuje, ze mozna ostabi¢ platonizm
przypisywany przez niego obiektom matematycznym, zwilaszcza w teorii mnogosci. W
zwigzku z czym podejmiemy analiz¢ wskazujaca, na ile ostabiamy dla celéw niniejszej pracy

deklarowane przez niego zalozenia platonistyczne.

Trzeba tu zastrzec, ze nie uwazamy, iz obiektom matematycznym w praktyce
matematycznej Cantora nie mozna przypisa¢ zadnego rodzaju realizmu ontologicznego.
Rozwazania dotychczas zaprezentowane w rozprawie ukazuja doniosly role konstrukcji
matematycznej, rozumianej jako czynnos$¢ umystowa w praktyce matematycznej Cantora i
Dedekinda. Oznacza to, iz ontologia matematycznych przedmiotow powinna by¢ uzalezniona
od owej konstrukcji. Jako ze do pojecia konstrukcji, rozumiane; wedlug zalecen PMP,
zaliczamy rozumowanie, matematyczne intencje oraz matematyczng intuicj¢ (pewien oglad
wizualnych reprezentacji odpowiadajacych i1 opisujacych matematyczne obiekty), nalezy je

uwzgledni¢ przy rozwazaniu ontologii matematyki u Cantora 1 Dedekinda.

Biorac pod uwagg jedynie intencje¢ oraz intuicj¢, moglyby sie¢ wydawac, ze najbardziej
stosownym moégltby by¢ sposob istnienia okreslony przez Romana Ingardena na potrzeby opisu
przedmiotow sztuki — chodzi o istnienie przedmiotoéw intencjonalnych. Za taki przedmiot
zostaly uznane przez Btaszczyka konstrukcje zbioru liczb rzeczywistych Cantora i
Dedekinda®®. Nalezy zaznaczyé, ze nie bedziemy argumentowacé przeciwko tej propozycji jako
interesujacej mozliwosci interpretacyjnej, jednakze nie zajmujemy si¢ formalnym opisem
ontologii, ale raczej proba odpowiedzi na pytania, jak jest mozliwe istnienie obiektow
matematycznych oraz jak moga one istnie¢ w $cistym kontekscie praktyki matematycznej
(zaréwno indywidualnej, jak i historyczno-spotecznej). Z powodu argumentéw wskazujacych

)406

roéznice pomiedzy sztuka a nauka (tu matematyka)™ czy z powodu niejasnosci jaka jest relacja

407

migdzy obiema perspektywami®’, mozna przeprowadza¢ oczywiscie bardziej szczegotowe

analizy.

405 p_ Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt.

406 Por. ,,matematyka rozni sie od fikcji literackiej tym, ze postacie fikcyjne sg zwykle ograniczone do
jednego dzieta fikcyjnego, podczas gdy te same byty matematyczne pojawiaja si¢ w réznych teoriach
matematycznych”. J. Burgess, Mathematics and Bleak House, ,,Philosophia Mathematica” 12, (2004), 37-53; L.
Horsten, Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

407 Mozna podjaé pogtebione analizy tego, jak roznig si¢ formalne struktury przedmiotu intencjonalnego
oraz proponowanych w niniejszej pracy ogoélnych ram dla praktyki matematycznej: konstrukcjonizmu
epistemologicznego i pragmatycznego realizmu. Dodatkowa kwestia jest specyfika dzieta sztuki, ktére mimo
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Jak juz zostato wskazane, 6w realizm ontologiczny bedzie oznaczatl raczej mozliwos¢
istnienia abstrakcyjnych obiektow w sposdb obiektywny (tj. ze obiekty te w swej istocie sg
intersubiektywnie poznawane 1 komunikowane, a takze odtwarzane przy pomocy
matematycznych tekstéw), powstatych w wyniku praktyki matematycznej konkretnych
matematykow (ale w konteks$cie perspektywy historyczno-spotecznej). Zamierzamy tutaj
opisa¢ t¢ ontologie¢ przy pomocy scharakteryzowania obiektow matematycznych, jakim
przyznajemy istnienie. Dodatkowo wskazemy na mozliwos$¢ — do$¢ ogélnego — opisu wymagan
filozofii praktyki matematycznej poprzez propozycje trzech swiatdow u Poppera. Bedziemy
prezentowac¢ elementy wiedzy, ktore Cantor 1 Dedekind przejeli (,,0odziedziczyli”) w ramach
wiedzy przez siebie zastanej, oraz elementy, ktére wprowadzili w oparciu o kontekst swojej
matematycznej praktyki. Ontologi¢ obiektéw rozpatrywanych wzgledem indywidualnej (jak
réwniez historyczno-spolecznej) praktyki matematycznej bedziemy nazywac ,,wewnetrzng”, w

opozycji do ontologii rozpatrywanej przy pomocy argumentoOw poza-matematycznych.
Wiedza tta u Catora

Problem ciggte-dyskretne

Przede wszystkim mozna wskaza¢, iz Cantor przyjmowat bez zastrzezen pewne
matematyczne elementy, ale rowniez podejscia. Miaty one znaczacy wpltyw na rozwijane przez
niego teorie 1 przyjmowane postawy wzgledem matematycznych problemow. Czegs¢ z tych
postaw nie miata charakteru $cisle naukowego, a wynikaty one z ogélnych, czasem intuicyjnych
przekonan na temat konkretnych zagadnien. Kwestia ta zostanie omowiona szerzej w rozdziale
dyskutujacym Tezg¢ II, niemniej juz teraz mozna wspomnie¢, iz gtdéwnymi, przyktadowymi
kwestiami matematycznymi, wzgledem ktérych rekonstruujemy takie podej$cie Cantora, jest
kwestia nieskonczenie matych wielkoéci (zwigzana z programem Weierstrassa)*®® oraz kwestia

Hipotezy Kontinuum.

Znaczace wpltywy zastanego $rodowiska naukowego oraz wplywy przywiazania do
skonstruowanej teorii mnogosci raczej nie wskazuja na bezposrednie odkrywanie idealnych
bytow sfery transsubiektywnej (nawet poprzez definiowanie poj¢¢ w sferze intrasubiektywnej).

Oczywiscie nalezy zauwazy¢, iz powyzsze stwierdzenie nie stanowi dowodu na niemozliwo$¢

genezy w tworczosci ludzkiej przeznaczone sa do innych celow niz stworzone przez matematykow obiekty i
struktury matematyczne.

408 ¥ Klein, The arithmetizing of mathematics..., dz. cyt.
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zastosowania radykalnego stanowiska platonistycznego, a jedynie podkresla brak
wystarczajaco mocnych dowodéw naukowych na jego poparcie i wskazuje na brak
koniecznosci jego przyjmowania (jako stanowiska zewngtrznego wzgledem ogolnie pojetej
praktyki matematycznej). Poprzez analizy praktyki matematycznej Cantora zamierzamy
pokaza¢ pragmatyczno$¢ zatozenia jedynie o pewnym minimalnym realizmie wewngetrznej

ontologii matematycznych obiektow.

Jak twierdzi Steward Shapiro, filozofia matematyki powinna odnosi¢ si¢ do samej
matematyki, do podmiotu matematycznego, jak rowniez do swiata, w ktorym matematyka jest

stosowana*®®

. Mozna rowniez doda¢, ze chodzi o §wiat, w ktorym ta matematyka powstata 1 si¢
rozwija — najscislejszym tego kontekstem jest sama praktyka matematyczna. Stad na kwestie
matematyczne, analizowane w niniejszej pracy, nalezy spojrze¢ z perspektywy tak
indywidualnej, jak 1 historycznej praktyki matematycznej. Ponizej przedstawimy kolejno
przyktady obszaré6w matematycznej wiedzy, jakie zostaly przez Cantora zaadaptowane jako

jego zatozenia i podstawy jego praktyki matematyczne;.

Kwestia konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych wigze si¢ u swoich podstaw ze
starozytnym kryzysem oraz przewrotem w starozytnej mysli greckiej, jakie dokonaty si¢ pod

410

wplywem odkrycia problemu niewymiernosci przez Hippasosa z Metapontu™. Wczesniej,

?4L oraz ze

przyjeta zostala przez pitagorejczykéw zasada, ze ,,wszystko odpowiada liczbie
,liczby wydaja si¢ pierwszymi w catej naturze™*'?. Zasada ta wynikala z potrzeby poszukiwania
sposobu wyrazenia idealnej harmonii stworzonego $wiata. Scislej rzecz biorac pitagorejczycy
wyznawali tzw. punktualizm — poglad, zgodnie z ktorym $§wiat jest zbudowany z punktow,
natomiast kazda zbudowana z punktéw struktura wyraza pewng okreslong liczbe, a kazda liczba

z kolei jest rzecza*'®.

409 S, Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics, Oxford 2000, VII-VIIL
410 B, Dembinski, Powstanie i upadek pitagorejskiego punktualizmu..., dz. cyt., 23.

41 Jamblich, Jamblich, Vit. Pyth. 162, w: Die Vorsokratiker. Griechisch/Deutsch, red. J. Mansfeld,
Stuttgart 1987, 146.

412 Arystoteles, Metafizyka, w: Arystoteles ,, Dziela wszystkie", ttum. K. Le$niak, t. I, Warszawa 1990,
cz. 1 986a.

413 Jako ze przyjmowano iz zadania filozofii polegaja na zgtebianiu zasady ,,0graniczone (népac) natozone
na nieograniczone (dnelpov)”’ — poniewaz odpowiednie zestrojenie (oppovia) byto zrodtem wszelkiego tadu i
porzadku — ostatecznie liczba, jako warunek matematycznej proporcji, zdobyla najwyzsze uznanie, jako narzedzie
do badania i wyrazania owej poszukiwanej przez starozytnych filozofow harmonii. B. Dembinski, Powstanie i
upadek pitagorejskiego punktualizmu..., dz. cyt., 24-25. Do tego stopnia liczba byla traktowana na powaznie w
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Powyzszy poglad czy wrgcz wiara pitagorejczykdw w tzw. aritmetica universalis
zostaty zburzone, gdy odkryto wielkos$ci, niebedace ilorazem dwoch liczb naturalnych (a wiec
niedajace si¢ wyrazi¢ stosunkiem tych liczb, niebedace wigc zadng proporcja umozliwiajaca
opisywanie harmonii w $wiecie)***. U podstaw tego kryzysu lezalo przekonanie, ze w takim
razie istnieje wigcej odcinkow (wielkosci geometrycznych) niz liczb (wielkosci
arytmetycznych), co oznaczalo rowniez, ze istnieja ,rzeczy”, ktorych nie da si¢ opisac
liczbami*®®. Emocje, jakie budzito owe odkrycie w pitagorejczykach, a takze okres, jaki uptynat

do pelnego rozwiazania problemu niewymiernosci, moga budzié obecnie zdziwienie*!®.

Jednak nalezy pamigtac, iz problem ten osadzony byl w szerszym kontekscie niz same
wielkosci niewymierne. Po pierwsze, do samej konstrukcji liczb rzeczywistych (zbioru
zawierajacego rowniez liczby niewymierne) potrzebne sg w jednej z metod (Cantora) ciagi
nieskonczone, a w drugiej (Dedekinda) zbior nieskonczony oraz jego nieskonczone podzbiory
— a wiec struktury bardziej skomplikowane niz proste stosunki liczb wymiernych. Po drugie,
kwestia nieskonczonych rozwinig¢ dziesigtnych liczb zawsze pocigga za soba problem
nieskonczonoéci — zaréwno potencjalnej, jak i aktualnej*’. Po trzecie za$, problem

niewymiernosci u starozytnych Grekow byt osadzony w ich braku rozrézniania perspektyw

$wiecie pitagorejczykow, iz wyrazano przekonanie: ,,elementy liczb sa elementami wszystkich rzeczy, a cate niebo
jest harmonig i liczba”. Por. Arystoteles, Metafizyka..., dz. cyt., cz. 1, 986a.

414 Por. B. Dembiniski, Powstanie i upadek pitagorejskiego punktualizmu..., dz. cyt., 26. Platon owo
odkrycie niewymiernosci okreslit bardziej szczegdtowo jako odkrycie ,,przekatni nie dajacej si¢ wypowiedziec”.
Platon, Panstwo, thum. W. Witwicki, Kety 1997, cz. VIII 546¢. Mialo to zwiazek z tym, iz wielko$¢ niewymierna
zostata odkryta w ramach badan wlasnosci trojkata prostokatnego rownoramiennego (gdzie, jak wiadomo dzis,
korzystajac z rownania 2a* = b*, gdzie a jest dtugo$cig przyprostokatnych zas b dtugo$cig przeciwprostokatnej,
otrzymujemy, w stosunku do dhugosci przyprostokatnej, niewymierng dtugos¢ przeciwprostokatnej b = ay/2).
Zob. K. von Fritz, Die Entdeckung der Inkommensurabilitit durch Hippasos von Metapont, w: K. von Fritz,
Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschaft, Berlin, New York 1971, 545-576. Odkrycie to
przypisane zostalo Hippasosowi z Metapontu, za ujawnienie za$ tego odkrycia ponie$¢ miat kare, ginac $miercia
tragiczng.

415 7. Jordan, O matematycznych podstawach systemu Platona, Poznah 1937, 35.

416 Warto wspomnie¢ w kontekécie starozytnej, hellenistycznej perspektywy o propozycji Russo, ktory w
Dedekindzie widzi kontynuatora mysli hellenistycznej. L. Russo, Zapomniana rewolucja. Grecka mysl naukowa
a nauka nowoczesna, thim. 1. Kania, Krakoéw 2005. Jednakze jego propozycja nie do konca wpisuje si¢ w przyjeta
w niniejszej pracy. Niektdrzy zauwazaja, rozumienie paradygmatu przez Russo niejako wyklucza mozliwos¢
przelomow naukowych w trakcie jej rozwoju — jedyne, jakie wskazuje, sa paradygmaty, ktory powstaja wraz z
narodzinami mysli (np. hellenistycznej). S. Zamecki, Na marginesie ksigzki: Lucio Russo : Zapomniana rewolucja.
Grecka mysl naukowa a nauka nowoczesna. Przetozyl Ireneusz Kania. Krakow 2005 Towarzystwo Autorow i
Wydawcow Prac Naukowych UNIVERSITAS, 469 s., ,,Kwartalnik Historii Nauki i Techniki” 52, (2007) nr 1, 225—
237.

417 Liczby niewymierne w pewnym sensie ,,staja si¢” (jak np. liczba m czy e, ktorych az do teraz w

,calosci” nie znamy). Aby wziac taka liczbe w catej jej okazatosci, jako gotowa ,,rzecz”, nalezy dopusci¢ istnienie
aktualnej nieskonczonosci.
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geometrycznej i arytmetycznej. Tak bardzo utozsamiali oni liczby z ich geometryczng
interpretacja (i na odwrot), ze w konsekwencji odkrycie niewymiernych wielkosci w geometrii
utozsamili z ostrym, radykalnym rozdzieleniem tych dwodch, przenikajacych si¢ w ich
mniemaniu dziedzin.

Wiek XIX przyniost rozwigzanie problemu niewymiernosci poprzez konstrukcje liczb
rzeczywistych, w tym brakujacych liczb, tj. liczb niewymiernych. Zaréwno Georg Cantor*'8,

jak 1 Richard Dedekind stworzyli i1 przedstawili swoje propozycje konstrukeji liczb

rzeczywistych*'®.

Georg Cantor swojg przygode z teorig mnogosci, ale réwniez z podstawami
matematyki, do ktorych nalezy zaliczy¢ takze konstrukcje¢ liczb rzeczywistych, zaczal jeszcze
w trakcie prac nad rozwigzaniami probleméw z zakresu dziedziny analizy matematycznej. Jego
»zbiory wyjatkowe”, ktore stojg u podstaw catej teorii mnogosci, jak rowniez w pewnym sensie
u podstaw teorii zbioru liczb rzeczywistych (tj. konstrukcji tego zbioru), o czym pisat juz w
1872 roku*?®, powstaty w trakcie pracy nad analizowaniem i rozwijaniem wynikéw Riemanna

w dziedzinie szeregdéw trygonometrycznych*?!.

Matematyk ten rozwazal przedstawienia
pewnych funkcji przy pomocy szeregéw trygonometrycznych, gdzie sprawdzano, jakie zbiory
mozna wykluczy¢ z dziedziny tych funkcji (najpierw skonczonych, a nastgpnie rowniez

nieskonczonych).

W prace nad podstawami tej teorii byli zaangazowani m.in. Augustin Cauchy, Johann
Dirichlet, Georg Riemann, Rudolf Lipschitz czy Heinrich Heine*??. Jednym z probleméw teorii
szeregow trygonometrycznych, ktory zainteresowal Cantora, byto zagadnienie jednoznacznosci

reprezentacji funkcji przez szereg trygonometryczny. Zwrdcit on na nie uwage dzigki

418 4, Meschkowski, Probleme des Unendlichen. Werk und Leben Georg Cantors, Braunschweig 1967.

419 W przypadku Georga Cantora byta to praca: G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt.; w przypadku Richarda
Dedekinda: R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt.

420 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt.

421 ] Dadaczynski, Elementy filozofii przyrody Georga Cantora, ,Slaskie Studia Historyczno-
Teologiczne” XXII/XXIV, (1990), 135-145; J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w
kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt. Wiecej na temat pracy Cantora nad szeregami
Fouriera, a takze na temat historii szeregéw trygonometrycznych w matematyce mozna znalez¢ w: J.W. Dauben,
The trigonometric background to Georg Cantor’s theory of set, ,,AHES” 11, (1971) nr 7, 181-216; A. Sachse,
Essai historique sur la representation d’une fonction arbitraire d’une seule variable par une serie
trigonometrique, ,,BulSMatAst” 15, (1880), 43—64, 83—112.

422 ] W. Dauben, Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite..., dz. cyt.
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artykutowi Heinego z 1870 roku*?

, gdzie zawarte bylo twierdzenie ustalajace jednoznacznos¢
reprezentacji funkcji przez szereg trygonometryczny, gdy byty spelnione dwa warunki: funkcja
byla prawie wszedzie ciagla, a szereg jednostajnie zbiezny. Jeszcze w tym samym roku Cantor
udowodnit twierdzenie o jednoznaczno$ci dla szeregu trygonometrycznego reprezentujacego

funkcje oraz zbieznego w kazdym punkcie przedziatu®?*

. Nastepnie postawit problem, czy
mozna tak uogolni¢ twierdzenie o jednoznacznos$ci reprezentacji funkcji przez szereg
trygonometryczny, aby moc zrezygnowac z silnego zatozenia o zbieznosci w ,.kazdym punkcie
przedziahu”*?°, Otoz okazalo sie, ze mozna. Co wigcej, nastepnym krokiem Cantora byta proba

pokazania, Ze mozna zrezygnowa¢ z zatozenia o skoficzone;j liczbie punktéw osobliwych?*2,

Tak wyklarowatly si¢ wczesne pojecia punktu granicznego (skupienia) oraz pochodne;j
zbioru, bedace podstawa teorii zbioréw — teorii mnogosci*?’. Wprawdzie nie mozna zapominac,
ze teoria liczb rzeczywistych zostata opracowana i1 opublikowana wtedy, gdy Cantor zaczynat
roOwniez zajmowac si¢ na powaznie teorig mnogosci — a wiec nie mozna wykluczy¢, ze obu tych

.. . . . . . , ;428 .o ;. . .
teorii nie tgczylo nic wigcej] w jego tworczosci™“° poza zbieznoscig czasowa — to jednak nalezy
w miar¢ mozliwosci przeanalizowac te dwie kwestie osobno (majac na uwadze ich mozliwe
przenikanie si¢). Niemniej jednak, warto zauwazy¢, 1z wprowadzenie konstrukcji liczb

rzeczywistych miato miejsce w kontekscie tego, co Cantor zastal w srodowisku naukowym,

czym si¢ tam zainteresowal 1 nad czym pracowat.

423 Heine w 1870 roku opublikowat wspomniane twierdzenie, natomiast dopiero w 1872 jego dowdd por.
E. Heine, Uber trigonometrische Reihen, ,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik” 71, (1870), 353—
365; E. Heine, Die Elemente der Functionenlehre..., dz. cyt.

424 G. Cantor, Beweis dap eine fiir jeden reelen Wert von x durch eine trigonometrischen Reihe gegebene

Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen ldft, w: Gesammelte Abhandlungen
mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1870, 80-83.

425 G. Cantor, Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, daf eine fiir jeden reelen Wert von x durch eine
trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen 1dft, w:
Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1871, 84-86.

426 Czyli tych punktéw, gdzie nie ma zbieznoéci. Chodzi caty czas o uogdlnianie zatozeh zwigzanych z
twierdzeniem o jednoznacznosci reprezentacji funkcji przez szereg. W tym przypadku najbardziej o artykut: G.
Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische
Annalen™ 5, 123—132)..., dz. cyt.

427 ] W. Dauben, Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite..., dz. cyt., 30-37.

48 Chodzi w zasadzie o kwestie filozoficzne i metamatematyczne, majace zwigzek z praktyka
matematyczng, a wigc z procesami umyslowymi i metodologia dzialan naukowych (zamierzonych i
nieuswiadomionych); poniewaz wspolnych dla teorii mnogosci i1 teorii liczb rzeczywistych kwestii
matematycznych jest do$¢ duzo (pojecie zbioru/liczby, problem przeliczalnosci i nieprzeliczalnosci — a wige
Hipoteza Kontinuum, kwestia nieskonczonosci).
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Rola teorii mnogosci

W przypadku teorii mnogosci jako istotng wiedzg tta Cantora mozna wskazaé typowa
dziewietnastowieczng postawe wobec zbiorow jako pojgcia (lub obiektu) pierwotnego w
matematyce. W przeciwienstwie do kontekstu praktyki matematycznej Dedekinda, u Cantora
znajdujemy oprocz elementéw wiedzy zastanej réwniez wyrazne $lady pewnego rodzaju

przywiazania do odkrytej (stworzonej) przez siebie teorii.

Przywigzanie Cantora do stworzonej przez siebie teorii mnogos$ci, a przez to
wynikajace z tego pozamatematyczne zalozenia, mozna zaobserwowac na przykladzie jego
wielu (nieudanych) prob udowodnienia Hipotezy Kontinuum, ale réwniez na przykladzie
niedopuszczania do wiadomosci tego, co stalo w sprzecznosci ze sformutowang przez niego
teorig mnogosci — jak byto ze wspomnianymi wielkosciami nieskonczenie matymi.

Wedhug Ernsta Zermelo pierwsza i najstabsza forma stynnej Hipotezy Kontinuum byta

zawarta w przypuszczeniu Cantora, wyrazonym w artykule z 1878 roku*?°

0 rozrdznianiu mocy
zbioréw nieskonczonych. Chodzito w istocie o przypuszczenie, ze kazdy zbior nieskonczony
jest rownoliczny (istnieje odpowiednio$¢ ,jeden do jednego™) albo ze zbiorem liczb

naturalnych, albo ze zbiorem liczb rzeczywistych.

Cantor pisze:

»pojawia si¢ wiec pytanie, na ile 1 na jakie klasy dzielg si¢ rozmaitosci liniowe, gdy
rozmaito$ci jednakowej wielko$ci s3 umieszczone w jednej i1 tej samej klasie,
rozmaito$ci roznej wielkosci w roznych klasach. Za pomocg metody indukcyjnej, ktorej
nie bedziemy tutaj szczegdétowo omawiac, wysuwa si¢ na §wiatto dzienne twierdzenie,
ze liczba klas rozmaitosci liniowych wynikajaca z tej zasady klasyfikacji jest

skofczona, jest rowna dwa’*3.

49 G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt.

430 Por. ,,s0 fragt es sich, in wie viel und in welche Klassen die linearen Mannigfaltigkeiten zerfallen,
wenn Mannigfaltigkeiten von gleicher Maichtigkeit in eine und dieselbe Klasse, Mannigfaltigkeiten von
verschiedener Michtigkeit in verschiedene Klassen gebracht werden. Durch ein Induktionsverfahren, auf dessen
Darstellung wir hier nicht ndher eingehen, wird der Satz nahe gebracht, daB die Anzahl der nach diesem
Einteilungsprinzip sich ergebenden Klassen linearer Mannigfaltigkeiten eine endliche und zwar, daf} sie gleich
Zwei ist”. G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik”
84, 242-258)..., dz. cyt., 132.
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Jak zauwaza w komentarzu pod artykulem Zermelo, Cantor po raz pierwszy formutuje
tutaj Hipoteze Kontinuum**!. Nalezy zaznaczy¢, ze Cantor sformutowal owa hipoteze w
kontekscie odkrycia policzalnosci zbioru liczb naturalnych czy wymiernych oraz
niepoliczalnosci zbioru liczb rzeczywistych (tj. zbioru liczb wymiernych uzupetnionych o zbioér

liczb niewymiernych).

Jednak biorac pod uwagge jej geneze, mozna réwniez stwierdzi¢, ze samo rozroznienie
»licznosci” zbioréw przeliczalnych (np. N) oraz nieprzeliczalnych (R) bylo jaka$ jej —
przynajmniej czeSciowg — formg (mowa o artykule oraz korespondencji z lat 1873/1874)%32,
Rozréznienie licznosci zbioréw, w naturalny sposob zdeterminowato poszukiwanie odpowiedzi
na pytanie: czy tak jest w przypadku kazdego zbioru, czy tylko tych konkretnych, ktore badat
(tj. zbioru liczb naturalnych lub z nim réwnolicznych, 1 zbioru liczb rzeczywistych lub z nim
rownolicznych), 1 co w takim razie pomiedzy tymi ostro rozréznionymi nieskonczonymi

wielko$ciami z matematycznego punktu widzenia ,,si¢ dzieje”?

W pracy z 1884*% roku Cantor (bez powodzenia) zajat sie ponownie rozwazaniem i
proba udowodnienia Hipotezy Kontinuum. Nalezy zauwazy¢, ze prawdopodobnie niemoznos¢
znalezienia rozwigzania dla Hipotezy Kontinuum byta duzym obcigzeniem psychicznym dla
Cantora, wzigwszy pod uwagg jego histori¢ leczenia w szpitalu psychiatrycznym i przypisang
mu diagnoze choroby afetywnej, dwubiegunowej***. Twierdzi sie rowniez, ze jesli Hipoteza
Kontinuum bytaby prawdziwa, oznaczatoby to, ze zbior R liczb rzeczywistych moze by¢ dobrze

uporzadkowany*®® — co zreszta bylo przez Cantora (blednie, bo w sposob nie tylko

431 Por. ,,Hier duBert Cantor zum ersten Male seine Vermutung, daB dem Linearkontinuum die ,,zweite
1y

Maichtigkeit" zukomme: die Cantorsche ,KontinuumHypothese’”. G. Cantor, FEin Beitrag zur
Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt., 133 przyp.2.

432 Mozna si¢ odnie$¢ do pracy Cantora z 1874 roku, w ktorej uzyskat formalng pewno$¢ (przeprowadzit
pierwszy dowdd) tego, iz zbidr liczb rzeczywistych R jest wigkszy/r6znoliczny od zbioru liczb naturalnych N. Por.
G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal f.
Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt.

433 G. Cantor, Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten (6)..., dz. cyt.

434 W 1884 roku miat on przerwe w dziatalnoéci naukowej, spowodowang kryzysem psychicznym. Por.
J. Dadaczynski. Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora. Wydawnictwo Naukowe Papieskiej Akademii Teologicznej. Krakéw 1994, s. 20, przypis 55.

435 Notice too that the Continuum Hypothesis, if true, would entail that the set R of real numbers can

indeed be well-ordered”. J. Ferreirds, The Early Development of Set Theory, w: The Stanford Encyclopedia of
Philosophy (Summer 2020 Edition), red. E.N. Zalta, URL =
https://plato.stanford.edu/archives/sum2020/entries/settheory-early/. Uogolniona Hipoteza Kontinuum pociaga za
soba Aksjomat Wyboru (por. P. Koellner, Continuum Hypothesis, w: Stanford Encyclopedia of Philosophy,
https://plato.stanford.edu/entries/continuum-hypothesis/, CSLI, Stanford University, 22 maja 2013), jednak
wystarczy przyja¢ sam Aksjomat Wyboru (réwnowazny z twierdzeniem Zermelo o dobrym uporzadkowaniu, por.
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egzystencjalny) zaktadane. Wyrazal on wrecz przekonanie, iz kazdy zbidor mozna
uporzadkowaé jako pewne fundamentalne i donioste prawo mysli”*%®. Moze to §wiadczyé
dodatkowo za zamierzenie intencjonalnym stosunkiem Cantora (przedzatozeniowym) do

samych prob udowadniania Hipotezy Kontinuum.

Przy pomocy pozaskonczonych liczb porzadkowych Cantor ustalil dobrze okre§long
skale rosnacych pozaskonczonych liczb kardynalnych. Notacja ,,alefow” zostala wprowadzona
dopiero w 1895 roku, gdy porzadkowat 1 ,,formalizowal” calg teori¢ mnogosci. Umozliwito to

doktadniejsze sformutowanie problemu kontinuum**’.

Hilbert pdzniej zwrocil uwage zardéwno na Hipoteze Kontinuum, jak i na problem
porzadku na swojej stynnej liscie ,,Mathematische Probleme” (1900)*3. Oprocz podkreslenia
wagi problemu, jakim si¢ stala Hipoteza Kontinuum, chcial on podkreslic w ten sposob

znaczenie samej teorii mnogosci oraz jej metod i problemow**°.

Nalezy pamigta¢, iz Cantor nawigzywat do teorii mnogos$ci znacznie wczesniej,
rowniez w pracach niedotyczacych bezposrednio tej dziedziny matematyki. Mowa tu na
przyktad o niejawnym wprowadzeniu teorii liczb porzadkowych w jego dziele z 1872 roku®4°.

Przechodzac do poZniejszej, bardziej formalnej**! teorii liczb pozaskonczonych, nalezy zwrocié

Th. Jech, The Axiom of Choice, Amsterdam 1973, https:/www.gwern.net/docs/math/1973-jech-
theaxiomofchoice.pdf.*

436 J. Ferreirés, The Early Development of Set Theory, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy
(Summer 2020 Edition), red. E.N. Zalta, URL = https://plato.stanford.edu/archives/sum2020/entries/settheory-

early/.

437 Chodzi o prace z lat 1895/97. G. Cantor, Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2,
Math. Annalen nr 46 s. 481-512 (1895); nr 49, S. 207-246 (1897);, w GA: s. 282-356.

438 D. Hilbert, Mathematische Probleme.Vortrag, gehalten auf dem internationalen Mathematiker-
Kongref zu Paris 1900, w: Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-
Physikalische Kl,.. Gottingen; 1895, 1933, https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6d/Hilbert -

Mathematische Probleme.pdf (11.03.2022). Wéréd wymienionych przez Hilberta problemow byly jeszcze np.
problem niesprzecznos$ci aksjomatdéw arytmetyki (czeSciowo rozwigzany przez Godla), problem aksjomatyzacji
fizyki (uznany za niematematyczny), hipoteza Riemanna (otwarta) czy (roéwniez otwarty) postulat badan nad
topologia powierzchni algebraichnych i krzywych.

439 J. Ferreirés, The Early Development of Set Theory, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy
(Summer 2020 Edition), red. E.N. Zalta, URL = <https://plato.stanford.edu/archives/sum2020/entries/settheory-
early/>.

40 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt.

441 Oprocz metodycznego formalizmu, przypisywanego Cantorowi (J. Dadaczyniski, Heurystyczne funkcje
zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt.), mowa tu o zwigkszeniu
poziomu formalizacji w pracach Cantora na przestrzeni czasu. Chodzi o t¢ formalizacje, jaka zawsze (lub prawie
zawsze) byta wymagana w matematyce ze wzglgdu na jej naukowa specyfike (potrzeba przejrzystosci, precyzji),
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uwage na proces nie tyle samego S$cistego ich wprowadzenia przez Cantora, co réwniez na
kontekst ich wprowadzenia najpierw pod postacig nieskoficzonych zbioréw**?. Dopiero w takiej
postaci mozemy spojrze¢ na pelen zakres tego, co kryje si¢ pod pojeciem liczby
pozaskonczonej. Mozemy wtedy dostrzec chronologie powstawania poszczegdlnych
elementow teorii mnogosci, rowniez w pracach Cantora, ktdre te teori¢ mnogosci poprzedzaty
czy po niej nastgpowaty (w drugim przypadku bedzie to raczej jego ogdlne odniesienie do
arytmetyki liczb naturalnych oraz do mozliwosci zredukowania jej do teorii mnogosci). Tak
mozemy S$ledzi¢ pewng cigglos$¢ oraz przyczynowos¢ przemian, ktore nastepowaty w praktyce
matematycznej Cantora oraz w jego podejsciu filozoficznym, a przede wszystkim w kontekscie

ontologii matematycznych obiektow, opartych na obiektach podstawowych.

Tym, co najistotniejsze z filozoficznego punktu widzenia, jest po pierwsze
zaskoczenie Cantora, jakie okazal gdy odkryl nierownoliczno$¢ zbiorow nieskonczonych

)443

(gtownie N 1 R)™, po drugie zas$, jego usilne proby dowiedzenia postawionej przez siebie tezy

0 nieistnieniu zbioru, ktérego moc jest wieksza od mocy N oraz mniejsza od mocy R**4.

Obie te kwestie moga potwierdza¢ przekonanie Cantora o istnieniu rzeczywistosci
matematycznej, ktérej poznanie implikowatoby wiedze na temat wszystkich matematycznych
twierdzen, obiektéw 1 takih problemow jak np. Hipoteza Kontinuum. Jego préby usilnego
udowadniania tej hipotezy, mogly swiadczy¢ o dgzeniu do poznania prawdy na ten temat, jak
rowniez mogly $swiadczy¢ o jego przywigzaniu do stworzonej przez siebie teorii mnogosci.
Badat ten problem przez okres 1878—1895, a takze — pomimo niepowodzen — publikowat
wyniki pracy nad tg kwestiag. Mozna nawet dopusci¢ elementy intuicji (rozumianej w tym
wypadku jako pozaracjonalne przekonanie)*?°, ktora motywowata Cantora do badania takich
problemoéw, jak wtasnie Hipoteza Kontinuum (albo np. problem istnienia nieskonczenie matych

wielkos$ci). Nie przedstawial on bowiem konkretnych wynikdéw, powodoéw ani tez konkretnych

cho¢ standardy pozioméw owej formalizacji rowniez byly rozne dla rdéznych okresow historycznych. Z. Krol,
Uwagi o stylu historycznym matematyki i rozwoju matematyki..., dz. cyt., 203.

442 Lub sumy nieskonczonego procesu ,,powickszania” zbioru/zbioréw.

43 Por. ,und ich schliesse daraus, dass es unter den Inbegriffen und Werthmengen

Wesenverschiedenheiten gibt, die ich bis vor kurzem nicht ergriinden konnnte ”. Por. G. Cantor, List do R.
Dedekinda z 9.12.1873, w: Briefweschel Cantor-Dedekind, red. J. Cavailles, E. Noether, Paris 1937, 16.

444 Opracowywanie kwestii roznolicznosci zbioréw nieskoficzonych byto zwigzane — jak zauwazyt sam
Zermelo w przypisie do pracy Cantora z 1878 roku — z pracami nad Hipotezg Kontinuum. Por. G. Cantor, Ein
Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt.,
133 przyp. 2.

445 R. Temhof¥, Intuitionism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.
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kierunkow analiz tych problemow. Jednakze z jakich§ powodéw chciat to badac i bardzo si¢ w

to zaangazowat.

Drugga istotng kwestig jest zagadnienie aktualnie nieskonczenie matych wielkosci. Karl
Weierstrass formalnie wykluczyt owe wielko$ci z analizy, zastepujac je pojeciem granicy, co
wida¢ u Cantora i Dedekinda i co potwierdza np. Hilbert. Jednak ostatecznie nie sg one
wykluczone w catosci z matematyki: obecnie istnieje wiele opracowan, opisujacych systemy
niestandardowe, tj. zawierajagce nieskonczenie mate wielkosci. Posiadajg one interesujacy

zwiazek z ontologicznymi kwestiami, dotyczacymi geometrycznej linii proste;.

Na przyktad John L. Bellprzyktad pisze: ,,nieskoniczenie mata wielko$¢ mozna uznac za

to, co pozostaje po poddaniu kontinuum wyczerpujacej analizie”*46.

Weczesniej wspomniano, ze w XIX wieku odchodzono w matematyce od intuicji 1
dowodéw geometrycznych na rzecz arytmetyzacji matematyki. Na przyktadzie nieskonczenie
matych wielko$ci mozna dostrzec, 1z te dwie plaszczyzny (arytmetyka i geometria) nie musza
by¢ od siebie catkowicie odseparowane. Widac¢ to rowniez w konteks$cie podstaw matematyki,
nawet analizy**’. Z punktu widzenia analizy poréwnawczej istotne jest, ze cho¢ Cantor
deklarowat naukowg nieche¢ do nieskonczenie matych wielkosci, nazywajac je pejoratywnie

7448 \wlasno§¢ zupetosci, charakteryzujaca zbior liczb rzeczywistych,

,bakcylami cholery
moze by¢ spelniona przez zbiory zawierajace te wielkosci (nieskonczenie mate). Natomiast
wilasnos¢ ciaglosci, ktorg zdefiniowal Dedekind, aby scharakteryzowa¢ zbior liczb
rzeczywistych, nie jest spelniana w systemach niestandardowych®*®. Temat tej interesujace;
roznicy pomiedzy zarowno podejsciem, jak 1 wynikami uzyskanymi przez obydwu

matematykow zostanie omowiony w dalszej czesci.

To, ze Cantor nie przyznawal nieskonczenie matym istnienia (w przeciwienstwie do

np. nieskonczonych liczb porzadkowych), zwigzane bylo nie tylko z jego osobistymi

446 1 L. Bell, Continuity and Infinitesimals, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta,
2017.

47 Oprécz tego, ze zauwazymy pewne aspekty tego na przykltadzie analizy praktyki matematycznej
Cantora i Dedekinda, mozna poda¢ przyktad konstrukcji zbioru niestandardowego Paula du Bois-Reymonda, ktory
wykorzystywat analize tempa wzrostu funkcji. P.D. Bois-Reymond, Sur la grandeur relative des infinis des
fonctions, ,,Annali di matematica pura ed applicata” 4, (1870), 338—353.

448 G. Cantor, Letter from Cantor to Vivanti, December 13, 1893. Aus den Briefbiichern Georg Cantor...,
dz. cyt.

449 P, Blaszezyk, O ciatach uporzqdkowanych..., dz. cyt.
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preferencjami, ale i z ogdlnie przyjetymi 6wczesnie przekonaniami i postawami §rodowiska

naukowego (jak program arytmetyzacji analizy).

Zestawiajac u Cantora kwestie teoriomnogosciowe z problemem nieskonczenie
matych*?, nalezy uzna¢ role ontologii teorii mnogosci za punkt odniesienia dla dziatalno$ci

! nie podejmujemy analizy samych

matematyka. Z perspektywy przyjetej w rozprawie®
deklaracji Cantora, gdyz sa dobrze znane. Jednakze nalezy zaznaczy¢, ze owo przywigzanie do
teorii mnogosci nie wyklucza zwigzku tej teorii 1 wprowadzanych w niej struktur z kontekstem
historyczno-spotecznym, chocby poprzez pewne odniesienia do obiektow topologicznych,
jakie byly fundamentami tej teorii, a ktore byly Owcze$nie uzywane w Srodowisku
matematycznym. Jako najprostszy przyktad mozna tu podac¢ pojecie punktu skupienia, ktore
Cantor przejat od Karla Weierstrassa*®2, a ktore staneto u podstaw jego zbioréw pochodnych, a

w konsekwencji nieskoficzonosciowych symboli 1 liczb.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze zarOwno zastana wiedza, jak i przekonania
srodowiska naukowego mialy znaczacy wpltyw na Cantora i jego matematyczng praktyke.
Dodatkowo, zauwazalne jest jego przywigzanie do teorii mnogosci, co moze niejako uzalezniac¢
ontologi¢ matematyki Cantora od postrzegania ontologii tej dziedziny. Kwestia ta bedzie go

réwniez rozni¢ od Dedekinda.

450 Obserwujemy zmiennoé¢ zatozen filozoficznych u Cantora w przypadku dwéch réznych aspektow
nieskonczonosci — tj. wielkosci aktualnie nieskonczenie duzych (jak liczby kardynalne/moce zbiorow
nieskonczonych) oraz wielkosci aktualnie nieskonczenie matych, ktére Cantor nazywat potocznie ,,bakcylami
cholery” w matematyce. Pomimo iz mozna argumentowac za tym, ze podejscie Cantora do nieskonczenie matych
wynikato bezposrednio z uzyskanych przez niego wynikow badan matematycznych, to jednak po pierwsze owe
dowodzenia wskazuje si¢ jako btedne (por. np. z: P. Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and
modern perspective..., dz. cyt., 155; J. Dadaczynski, Pojecie nieskorczonosci w matematyce, ,Slaskie Studia
Historyczno-Teologiczne™” 35, (2002) nr 2, 267 przyp.3.), a po drugie, nie mozna wykluczy¢ u Cantora potaczenia
przedmatematycznej intencji wykluczenia nieskonczenie matych, z mylng ich intuicja, jako potencjalnie
nieskonczenie matych.

41 W niniejszej pracy: 1. po pierwsze poréwnujemy filozofie matematyki Cantora i Dedekinda, a zeby
bylo to mozliwe, nalezy poroéwnanie to robi¢ w oparciu o analize przede wszystkim ich praktyki matematycznej,
nie za§ w oparciu o artykulowane zalozenia filozoficzne matematykoéw, poniewaz te ostatnie sa rozilozone
nierdwnomiernie (filozoficznych tekstow Cantora jest znacznie wiecej niz filozoficznych tekstoéw Dedekinda, co
nie pozwoliloby, bez szczegdtowej odpowiedzi na pytanie ,,dlaczego Cantor wypowiadat si¢ stosunkowo czesto z
perspektywy matematycznej, za$ Dedekind prawie w ogole?”, na rzetelng analiz¢ poréwnawcza
wyartykutowanych zatozen filozoficznych obu matematykéw); 2. po drugie za$, za posrednictwem analizy
poréwnawczej, a takze poniekad dzigki niej, probujemy odpowiedzie¢ (przynajmniej czgsciowo) na pytanie o
zwigzek miedzy przypisywanymi do danego matematyka zatozeniami filozoficznymi a jego metodologia
naukowa, zwigzang z wyznawanymi pozamatematycznymi szeroko pojetymi intencjami.

452 J. Ferreiros, The Early Development of Set Theory..., dz. cyt.
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Nieskonczenie mate
Badajac praktyke matematyczng, natrafiamy na glgboko w nig uwiklany problem
nieskonczonosci, ktory jest kwestig nie tylko matematyki, ale réwniez filozofii. Od czasow
Arystotelesa w matematyce akceptowano jedynie nieskonczonos$é potencjalna*®®. Nie oznacza
to, ze w zaden sposob nie odwotywano si¢ do tzw. nieskonczonos$ci aktualnej. Niemniej jednak,
zaréwno dla Cantora, jak i dla Dedekinda temat ten stat si¢ powodem zasadniczym, dla ktorego

siggali oni do poza- lub meta-matematycznych argumentow.

W kontekscie rekonstruowanego w niniejszej pracy realizmu przesledzimy stosunek
Cantora 1 Dedekinda do wielkosci aktualnie 1 potencjalnie nieskonczenie matych. Wykazemy,
ze mimo panujacego wtedy paradygmatu ich odrzucania, obydwaj mieli odmienne podejscie
do tych wielko$ci w swojej matematycznej praktyce (moze to wskazywac na wigkszy, z jakich$
powodow, wpltyw paradygmatéw sSrodowiska naukowego na Cantora w porOwnaniu z
Dedekindem), a takze, ze ich konstrukcje liczb rzeczywistych przyjmuja zaskakujaco
nieoczekiwane relacje do systemdéw niestandardowych (tj. systemoéw zawierajacych wielkosci

aktualnie nieskonczenie mate).

Oproécz tego w innym miejscu skupimy si¢ na kwestii tego, jak ,,umystowe zetkniecie”
z nieskonczonos$cig aktualnie duza wptyneto na analizowanych tutaj matematykow, ich

zdolnosci poznawcze oraz stosunek do ontologii matematycznych obiektow.

Po propozycji Weierstrassa (ktory zastgpil nieskonczenie mate wielkosci granicami i

jezykiem ,,delt i epsilonow”), jak zauwazyt Hilbert:

,hieskonczonos$¢ [...] pojawia si¢ w nieskonczonym ciggu liczbowym, ktéry definiuje
system liczb rzeczywistych, oraz w koncepcji systemu liczb rzeczywistych, ktory jest

uwazany za kompletna calo$¢, istniejaca jednocze$nie”*.
9

W kontekscie filozofii wydaje si¢ istotng rzecza, iz akceptacja nieskonczonosci
aktualnej w matematyce przyniosta konkretne efekty, np. w postaci rozwigzania

matematycznego problemu niewymiernosci, ktéry zostat odkryty przez ucznia Pitagorasa®®®.

43 G. Oppy i in., Infinity, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2021.

454 D. Hilbert, Uber das Unendliche..., dz. cyt., 183; @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt.,
62-64.

455 Zob. przypis 407.
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Wiadomo jednak, ze Cantor probowal formalnie zaprzeczy¢ istnieniu wielkosci
nieskonczenie matych, podczas gdy istnienie wielko$ci nieskonczenie duzych uzasadniat nie
tylko narzedziami matematyki, ale i filozofii. O ile Cantor zamierzal wykluczy¢ nieskonczenie
mate wielko$ci z analizy matematycznej, a nawet — jak zostalo wcze$niej wspomniane —
probowat udowadnia¢ ze nie istniejg**®, to nieskonczenie matych zmiennych (potencjalnych)

nie odrzucat.

Co wigcej, traktowat nawet jako pewng oczywistos¢, ze: ,,Z punktu widzenia czystej

analizy arytmetycznej, nie istniejg zadne nieskonczenie mate wielkosci, lecz [istniejg] zmienne

wielkoéci stajace sie nieskonczenie matymi”*’.

Warto zaznaczy¢, ze takie definiowanie nieskonczenie malych zmiennych bylo

wczesniej czym$ normalnym (np. u Cauchy’ego). W stynnym dziele francuskiego

458

matematyka™® znajdujemy juz na samym poczatku wzmiank¢ o zmiennej, ktéra staje si¢

nieskonczenie mata. Cauchy definiuje jg nastgpujaco: ,,MoOwi si¢, ze zmienna wielkos¢ staje si¢

456 K westi¢ wielkoéci aktualnie nieskoficzenie matych podsumowat Bertrand Russell w: B. Russel, Recent
Work on the Principles of Mathematics, ,,International Monthly” 4, (1901), 88—90. Napisat tam, Ze trzy problemy
tradycyjnej filozofii matematyki zostaty rozwigzane: kwestia nieskonczonosci i kontinuum zostaty rozwigzane
przez Cantora i Dedekinda, natomiast kwestia nieskonczenie matych zostata uznana za niespojng i wyrzucona
poza obreb matematyki przez Weierstrassa i reszt¢. Jednakze Ehrlich zauwaza, ze pomimo iz w XIX wieku
infinitesimals zostaty wyparte, to jednak zostaly formalnie ,,przywrocone do task w latach sze§édziesiatych XX
wieku przez Abrahama Robinsona, w ramach narzedzi teorii modeli i logiki. Analiza niestandardowa stworzona
przez Robinsona wprowadzata $cisle liczby nieskonczone (nieskonczenie duze) i nieskonczenie mate. Por. P.
Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-
Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt., 1-2. Co wigcej, niektorzy wyrazajg przekonanie, iz owa analiza
niestandardowa nadata ostatecznie sens pojeciu nieskonczenie matej wielkosci (aktualnie nieksonczenie matej),
ktora jest wicksza od 0, a przy tym mniejsza od kazdej skonczonej liczby. Por. A.W. Moore, The Infinite, London
1990, 69.. Fakt formalnego wprowadzenia aktualnie nieskonczenie matych wielkosci wymagat zrewidowania
stanowiska opozycyjnego wobec infinitesimals w matematyce (por. J.W. Dauben, Arguments, Logic and Proof:
Mathematics, Logic and the Infinite, w: History of Mathematics and Education: ldeas and Experience”; Papers
from the Conference held at the University of Essen, red. H. N. Jahnke, N. Knoche, M. Otte, Géttingen 1992.),
lecz wypada doda¢, ze przede wszystkim 6w fakt wymagat zrewidowania opozycyjnych stanowisk wzgledem
infinitesimals w filozofii. Wypada nadmieni¢, Ze obecnie pojecie wielkosci aktualnie nieskonczenie matej jest
wykorzystywane w zastosowaniach matematyki do problemow pozamatematycznych, jak fizyka czy nawet etyka.
Por. K. Tytko, Modele wartosci godnosci cztowieka i kwestia sprawiedliwosci, ,,Logos i1 Ethos” 55, (2020) nr 2,
167-188, doi: http://dx.doi.org/10.15633/lie.3812; K. Tytko, Wartos¢ godnosci osoby w kontekscie zaleznosci
spotecznych. Modelowanie grafowe, w: Czlowiek w relacji do... Rozwazania o czlowieku jako istocie relacyjnej,
red. G. Wachol, Krakéw 2020; C. Wozniak, Analiza niestandardowa w mechanice newtonowskiej punktu
materialnego, ,,Mechanika Teoretyczna i Stosowana” 19, (1981) nr 3, 355-374..

457 G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische Annalen 20 (1), 113—
121)..., dz. cyt., 156-157; Thumaczenie: G. Cantor, O nieskoniczonych liniowych rozmaitosciach punktowych
(Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. Mathematische Annalen XX, 113-121. 1882), w:
http://www.eudoxos.pl/tlumaczenia/.

458 A L. Cauchy, Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique, Paris 1821.
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nieskonczenie mata, gdy jej warto$¢ liczbowa maleje nieograniczenie, tak ze jest zbiezna do

granicy zero”*°,

Weierstrass, jako matematyk majacy bezposredni wplyw na Cantora (poniewaz byt
przez 30 lat profesorem na Friedrich-Wilhelms-Universitit w Berlinie, tam wtasnie wyktadat
miedzy innymi dla Georga Cantora*®®) byt tworca nowego okreslenia ciaglosci funkcji w jezyku
sepsilon-delta”, ktére wprowadzit w 1861 roku®®, a ktére dalej bylo rozwijane przez takich

matematykow jak Heine, Dedekind czy Cantor*®?

. Oczywiscie mowa tutaj o ciggtosci funkcji.
Jednakze cigglo$¢ zbioru warto$ci, dziedziny, jaka formuluje si¢, aby scharakteryzowac np.
zbi6r liczb rzeczywistych, cho¢ jest czyms innym, podlega podobnym schematom definiowania

(a w XIX wieku uwazano, 1z ciggtos¢ dziedziny jest konieczna dla cigglosci funkeji).
Definiujac relacje kongruencji pomiedzy ciggami, Cantor skorzystal z juz istniejacego
pojecia granicy, ktore zastepowato nieskonczenie mate. Jego definicja relacji kongruencji

miedzy ciggami byla nastepujaca: ,,a, —a’s staje si¢ nieskonczenie mata wraz ze wzrastajaca
l’l”463.

Nalezy zauwazy¢, 1z Cantor, przypisujac temu przypadkowi znaczenie

rOwnowaznosci granic obu ciggdéw, nie moze formalnie wykluczaé, ze nastepujacy przypadek:
b—b'= i, gdzie symbol i oznacza pewng nieskonczenie matg wielkos¢ (aktualng), tj. jest
spetniony poza jego konstrukcjg liczb rzeczywistych.

Btaszczyk na przyktad pisze, ze wystarczyloby, zeby Cantor skorzystat z Aksjomatu

Archimedesa, aby swoim systemie pozby¢ si¢ niechcianych nieskonczenie matych. Jednak

49 Oryginal w jezyku francuskim brzmi nastepujaco: ,,On dit qu’une quantité variable devient infiniment
petit lorsque sa valeur numérique décroit indéfiniment de maniére 4 converger vers la limite zero”. A.L. Cauchy,
Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique..., dz. cyt., 26.

460 G. Iwanowna-Sinkiewicz, Historia dwéch twierdzen analizy matematycznej: M. Rolle, B. Bolzano, A.

L. Cauchy, w: Dzieje matematyki polskiej 11, red. W. Wiestaw, Wroctaw 2013, 177.

461 K. Weierstrass, Differentialrechnung. Ausarbeitung der Vorlesung an dem Konig. Gewerbeinstitut zu
Berlin im Sommersemester 1861, w: H. Schwarz, P. Dugac, Eléments d’analyse de Karl Weierstrass, Paris 1972.

462 G. Iwanowna-Sinkiewicz, Historia dwéch twierdzen analizy matematycznej: M. Rolle, B. Bolzano, A.
L. Cauchy..., dz. cyt., 177.

463 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,

(, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 93; G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii
szeregow trygonometrycznych..., dz. cyt., 170.
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aksjomat ten nie zostal przez matematyka z Halle rozpoznany*%

. Mozna zastanawiac¢ si¢, czy
mozliwe jest, iz Cantor (przynajmniej w zamiarze) w pewnym sensie wykluczyt nieskonczenie
male owg relacja kongruencji. Deklarowat przeciez ich odrzucenie (dopiero pdzniej zbudowat
dowod ich nieistnienia), jednak takie deklaracje, bez formalnego i wystarczajaco zaznaczonego
postulatu o niewystepowaniu nieskonczenie matych w danej konstrukcji liczbowej, przywodza
na mysl réownie ogdélne wypowiedzi Cantora o mozliwosci i potrzebie zredukowania

matematyki do teorii mnogosci. Wydaje si¢, ze w obu przypadkach zabraklo formalnego

wyprowadzenia pewnych wlasciwosci 1 zaleznosci.

Nastepna kwestig, Swiadczaca o podejsciu Cantora do aktualnie nieskoficzenie matych
wielkosci, jest fakt zbudowania formalnego argumentu przeciwko tym wielkosciom. Warto
zaznaczy¢, 1z uwzgledniajac podejscie Cantora do nieskonczenie malych, z technicznego
punktu widzenia mozna przypuszczac, iz w pewnym sensie brat on pod uwage mozliwos¢ ich
»istnienia” na poziomie symbolicznym, jednak wykazywal nieprawdopodobnos$¢ takiego

6

podejscia®®® oraz sprzeczno$é ich wlasciwosci z whasciwoéciami wprowadzonych przez siebie

nieskonczonych liczb porzadkowych.

To, co dla niego (z okreslonych powodéw) oczywiste, nie bylo juz takie dla Benno

Kerry’ego, ktory pisat:
,Okreslone, nieskonczenie mate liczby bytyby odpowiednio oznaczone jako.

1 Fouwve g pomw g "
{2} I.IJ_J. :u.l =

11 1 1 . 466

Cantor przygotowal wigec swdj dowod na to, ze nieskonczenie mate wielkosci sg
wewnetrznie sprzeczne. Wykorzystal przy tym pojecie blizej nieokreslonej ,,wielkosci

liniowej” (lineare Gréssenbegriffe) wzgledem nich 1 stwierdzil, ze symbolu i nie da si¢

pogodzi¢ z pojeciem owej wielkosci*®’. Obecnie wiadomo, Zze dowodd Cantora na nieistnienie

464 p_ Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
Georga Cantora..., dz. cyt., 162.

465 G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt.

466 B, Kerry, Ueber G. Cantors Mannigfaltigkeitsuntersuchungen, ,,Vierteljahresschrift fiir wissensch.
Philos.” 9, (1885), 212.

467 Der Beweis, daB3 Zahlgrdssen von der Art L sich selbst widersprechen, geht von den minimalsten
w

Bedingungen aus, welchen lineare Grossenbegriffe zu gentigen haben und zeigt, dass sie nicht in Einklang mit der
in dem Symbol L ausgedriickten Forderung zu bringen sind.” G. Cantor, Letter from Cantor to Kerry, February 4,
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nieskonczenie malych da sie obali¢ w matematyce, przy zatozeniu odpowiednich warunkow*e,
Wynika to stad, ze Cantor, formulujac tez¢ o nieistnieniu nieskonczenie matych, mogt nie
okresli¢ wystarczajaco doktadnie dwoch pojec, ktore w tym stwierdzeniu oraz w jego dowodzie

odgrywaty istotna role: wielkosci liniowej, ale rowniez nieskonczonej liczby porzadkowe;j*®°.

Sformutowat on dwie zasady (aksjomaty), jakie wielkosci liniowe powinny spetnia¢. Sa

one nastepujace:

1. Po pierwsze, suma dowolnych dwoch wielkosci linlowych sama w sobie jest
wielko$cig liniowg. Philip Ehrlih komentuje, Ze ten aksjomat powoduje, iz zbior
wielkosci liniowych jest uporzadkowang struktura potgrupy L(0,w;) 47°.

2. Po drugie, wartos¢ nieskonczonej sumy, dobrze zdefiniowanych dodatnich
wielkos$ci lintowych x; + x2 + x3 +..., jest rtbwna najmniejszej gornej granicy jej sum

czastkowych x7, x; + x2, x; + x2 + x3. . AL

Swoja argumentacje wewnetrzne] sprzecznosci wielkosci typu 2 oparl Cantor na
(]

zatozeniu, iz sg one niezgodne z koncepcja wielkosci liniowej, zdefiniowanej jak wyzej. Ma to
jednak okreslone minusy. Po pierwsze, argumentacja ta nie wyklucza nieskonczenie matych,
zgodnych z jaka$ inng koncepcji wielkosci, a nawet z koncepcja wielkosci liniowej
zdefiniowana inaczej — i byto to krytykowane*’?. Po drugie, jak zauwazaja Piotr Blaszczyk i
Marlena Fila, wazng motywacja Cantora walki z nieskonczenie matymi bylo jego przekonanie

o tym, iz te wielko$ci zagrazaja jego teorii pozaskonczonych liczb porzadkowych*”3,

1887...,dz. cyt., 275-276; P. Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception
I: The Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt., 29.

468 Wiecej na ten temat w: P. Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern
perspective..., dz. cyt.

469 p_ Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt., 151.

470 G, Cantor, Letter from Cantor to Kerry, February 4, 1887..., dz. cyt.; P. Ehrlich, The Rise of non-
Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-Archimedean Systems of
Magnitudes..., dz. cyt., 30-31.

471 G, Cantor, Letter from Cantor to Kerry, February 4, 1887..., dz. cyt.; P. Ehrlich, The Rise of non-
Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-Archimedean Systems of
Magnitudes..., dz. cyt., 30-31.

472 p_ Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The
Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt., 34.

473 P, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt., 151.
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Jak bowiem twierdzit Cantor: ,Fakt aktualnie nieskonczonych liczb jest zatem tak
mala podstawg dla istnienia aktualnie nieskonczenie matych wielkosci, ze wrecz przeciwnie,

niemozliwo$¢ tych ostatnich mozna udowodnié za pomoca tych pierwszych”44.

Niekoniecznie musial uwaza¢ wielkosci nieskonczenie mate za zagrozenie. Jednak

moégt uwazacd je za niespdjne ze swoja teorig pozaskonczonych liczb porzadkowych.

Kiedy si¢ probuje udowadnia¢ sprzecznos¢ istnienia nieskonczenie matych w catej
matematyce, nie jest jasne, czy Cantor popetnit blad filozoficzny, czy raczej niescistos¢

matematyczng lub logiczng (jak wskazujg Laugwitz, a za nim Ehrlich)*".

Piotr Btaszczyk 1 Marlena Fila w sposob przejrzysty wskazuja, iz dowod Cantora
przeciwko istnieniu nieskonczenie matych wielkosci (aktualnych), przeprowadzony przez

476

niego w 1887 roku™’®, mozna obecnie uzna¢ za bledny z matematycznego punktu widzenia.

Cantor zatozyt najpierw istnienie pewnej dodatniej wielkosci aktualnie nieskonczenie

matej C-v (1. takiej, ze ¥n € N(T < i]]. Nastepnie stwierdzit, ze dla kazdej pozaskonczonej

liczby porzadkowej v, produkt (-v, jest mniejszy niz jakakolwiek warto$¢ (wielkos¢)

skonczona*’’. Symbolicznie mozemy za Fila i Blaszczykiem napisa¢ to nastepujaco:

(Vvn €N) (E < I—j;) == (Vv € Ord)(¥n € N) (ﬂ v = r_];)

Piotr Btaszczyk 1 Marlena Fila skupiaja si¢ przede wszystkim na tym, iz Cantor nie
sprecyzowat, czym byta dla niego wielkos¢ liniowa oraz produkt wielko$ci nieskonczenie matej
oraz pozaskonczonej liczby porzadkowej. Twierdza rowniez, ze wielkos¢ liniowa oznaczata dla

Cantora liczbe rzeczywistg*'®.

474 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt., 408.

475 P. Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The
Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt., 105; D. Laugwitz, Debates about infinity in
mathematics around 1890: the Cantor-Veronese controversy, its origins and its outcome, ,,N.T.M. Neue Serie.
Internationale Zeitschrift Fiir Geschichte und Ethik der Naturwissenscaften, Technik und Medizn” 10, (2002) nr
1-3, 113-114.

478 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt.

417 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt., 408.

478 P, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt., 152.

169



Blaszczyk w oparciu o podej$cie Leonharda Eulera podaje przyktad uporzadkowanego
ciata niestandardowego, (F,+,-,0,1) z porzadkiem liniowym, oraz dzialaniami zgodnymi z

porzadkiem, gdzie wyrdznia m.in. nast¢pujace podzbiory F:

W = {x € F: (3In € N)(Ix| > n)},

n= {x EF:(In € N](le :‘:I—j;)},

w ktorych obowigzuje m.in. jedna z zasad QWY

(Vx # 0)(xe 0 e x7Y € ¥),

Mozna jeszcze inaczej zinterpretowac kolejne zdanie z wywodu Cantora i zamiast
poszukiwac¢ btedu w zatozeniach filozoficznych oraz w eksplikacji matematycznej proébowac
poszukiwa¢ roznic w wizualnej reprezentacji umystowej tych dwoch rodzajow

nieskonczonosci, ktére zwigzane bytyby ze wspomnianymi r6znicami w ich ontologii.
Interpretujac wczesniejsze rozumowanie, Cantor pisze:

,»¢ nie moze by¢ uczynione skonczonym przez zadne aktualnie nieskonczone mnozenie
[Vervielfachung], a zatem z pewnos$cig nie jest elementem o skonczonej wielkosci.
Zatem przyjete przez nas zatozenie jest sprzeczne z koncepcjg wielkosci liniowej, ktora
jest tego rodzaju, ze wedlug niego kazda wielko$¢ liniowa musi by¢ traktowana jako
integralna cze$¢ innej wielkosci, w szczegdlnosci wielkosci skonczonej. Nie pozostaje
wiec nic innego, jak odrzuci¢ zatozenie, ze istnieje wielko$¢ ¢, ktora dla dowolnej

skonczonej liczby catkowitej n bylaby mniejsza niz %, 1 dzigki temu nasze twierdzenie

zostato udowodnione”*"°.

Cantor mogl postrzega¢ nieskonczenie mate wielkosci jako pozostajace w nieustannym
ruchu, ktory powodowat ich ,,zanikanie”, a przez to ich nieuchwytnos$¢, stad zadne ,,aktualnie
nieskonczone mnozenie” nie mogto uczyni¢ z tych wielkosci — wielkosci ,,skonczonych”.
Oznaczatoby to bowiem, iz wielkos$ci te moga przestac si¢ w pewnym momencie ,,zmniejszac”,

a to z kolei przeczyloby intuicji, jaka — jak sadzimy — byta im przez Cantora przypisywana.

419 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt., 408.
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Uwazat on, ze iloczyn (v, gdzie { jest nieskonczenie mata, a v jest dowolnie duza,
pozaskonczong liczbg porzadkowa, jest mniejszy niz jakakolwiek skonczona wielkos¢. To
oznaczalo, ze mogl przypisywac nieskonczonosci matej wieksza ,,site”’, niz miata wedtug niego

nieskonczonos$¢ duza.

Jesli wezmiemy dla przyktadu ciato algebraiczne, jak proponuja Piotr Blaszczyk i
Marlena Fila — stworzone przy pomocy sumy i produktu (iloczynu) Hessenberga liczb
porzadkowych (normal sums and products), a takze ram zbioru liczb nadrzeczywistych (surreal
numbers), oraz podstawowych narze¢dzi teorii ciat uporzadkowanych — mozemy za nimi nada¢

znaczenie iloczynowi (v oraz pokazaé, ze rownowazna alternatywa stwierdzenia Cantora:

(Vvn € N) (¢ :::T—j;:] = (Vve Ord)({-v < 1)

nie jest spelniona, poniewaz:
dla kazdej istnieje ¢V, t.z. (Y jest nieskonczenie duza, a wigc mozemy znalezé

takie o > {7, ze iloczyn C-a jest wiekszy od 1, a iloczyn (-a” jest nieskoficzong liczba

nadrzeczywistg*°.

W powyzszym kontek$cie mozna réwniez przedstawié przypuszczenie, ze formutujac
dowdd przeciwko nieskonczenie matym wielko$ciom, Cantor miat tak naprawde na mysli, iz
wielkosci te nie mogg istnie¢ inaczej niz tylko jako potencjalnie nieskonczenie mate. A jako ze
sa potencjalnie nieskonczenie mate, nigdy nie znajdziemy ,,aktualnie” nieskonczenie duzej

liczby, ktora by takg wielkos$¢ ,,przeprowadzi¢” do — przynajmniej — wielko$ci skonczone;.
Matematyk z Halle, twierdzac, ze iloczyn (v begdzie zawsze nieskonczenie maty (a np.

skonczony lub nieskonczenie duzy), mogt mie¢ na mysli, ze dla zadnej v (réwnej ‘=), nie

mozemy znalez¢é a = v, jeSli  zalezy od czasu (jest opisywana przy pomocy symboli

iteracyjnych — ¢,;), poniewaz je$li w chwili to, wielko$¢ ¢., = ¢, to w chwili t;, wielko$¢

(—1)

{oy < {9, Natomiast w chwili t2, {,, < {,; < .- Mozemy dla kazdego v rownego {,, ~zawsze

480 p. Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt., 174—
176.
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(-1
tn

- {I:_l}

tm

znalez¢ takie n, ze dla czasu tn, ¢, <., a wtedy ¢ Wtedy iloczyn

Con € ;:?;1} = ;i nie bylby skonczony, a tym bardziej nadrzeczywisty.
tm
Cantor jednak powyzszego nie wyartykutowal bezposrednio, chociaz pisat np. ,,w
przypadkach, gdy rownanie ¢ +a = f jest rozwigzywalne dla £ czesto zdarza sig, ze spetnia je
nieskonczenie wiele wartosci liczbowych & ale sposrdd tych roznych rozwigzan jedno zawsze

bedzie najmniejsze”*%L.

Oproécz tego, ze bytoby to podejscie bledne pod wzgledem matematycznym (mozna
pokaza¢, iz taki produkt (v, nie musi by¢ nieskonczenie maty, moze by¢ wigkszy od 1, ale
roOwniez moze by¢ nieskonczenie duzy — wszystko zalezy od tego, jak dobierzemy obydwie

wielkos$ci { oraz v), stad to podejscie jest niepeine pod wzgledem filozoficznym.

Powyzsze spostrzezenie wymaga jednak dodatkowych, odrgbnych badan, w ktorych
zakres wejdg zaréwno analizy matematyczne, jak i1 filozoficzne, okreslajagce rodzaj intuicji,
ktora mogla wptywac¢ na decyzje naukowe Cantora (zawierajace takze poréwnanie intuicji

przypisywanej matematykowi z Halle z tg, jakg mozna przypisa¢ Dedekindowi).

W kontekscie przedstawionych tu analiz zauwazmy kilka istotnych kwestii. Przede
wszystkim Cantor probowal udowodni¢ ,nieistnienie” aktualnie nieskonczenie matych
wielkosci w calej matematyce*® (a nie tylko w zbiorze liczb rzeczywistych lub teorii
mnogosci). Obecnie wiadomo za$, Ze mozna ich uzywaé w matematyce’®. Do tego Cantor

przywiagzany byt naukowo do wprowadzonych przez siebie aktualnie duzych nieskonczonych

8l G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 201-202; P. Ehrlich, The Rise of non-
Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-Archimedean Systems of
Magnitudes..., dz. cyt., 37; W. Ewald, From Kant to Hilbert: A source book in the foundations of mathematics...,
dz. cyt.,t. 2, 913.

482 Njie tylko nazwat nieskofnczenie mate np. ,,bakcylami cholery” (por. G. Cantor, Letter from Cantor to
Vivanti, December 13, 1893. Aus den Briefbiichern Georg Cantor..., dz. cyt.), wyrazajac tym jedynie zgode i
stanowcze poparcie dla paradygmatu opracowania analizy wytacznie na liczbach rzeczywistych. Lecz dodatkowo,
jeszcze wezesniej probowat udowodni¢ niespdjnos¢ owych nieskonczenie matych (G. Cantor, Mitteilungen zur
Lehre vom Transfiniten, (Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik 91, 81—-125)..., dz. cyt. Innymi
stowy, probowat formalnym jezykiem matematycznym pokazaé jako bledne korzystanie z nieskonczonosci
aktualnej zamiast potencjalnej, w przypadku nieskonczenie matych wielkosci.

483 Mozna zapoznac si¢ z cze$cig matematyki niestandardowej np. w pozycji: H.J. Keisler, Foundations

of infinitesimal calculus, Prindle 1976; K.D. Stroyan, W.A.J. Luxemburg, Introduction to the Theory of
Infinitesimals, New York 1976.
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liczb porzadkowych, a w celu uzasadniania ich istnienia si¢gal nawet po argumenty poza-

matematyczne.

W zwigzku z powyzszym, mozna rowniez stwierdzi¢ ze Cantor rozrozniat ontologie
nieskonczenie duzych i nieskonczenie matych wielkosci. Tym pierwszym przyznawat
aktualno$¢, rodzaj zebrania w cato$¢ nieskonczonego procesu (nawet w kontekscie intuicji
wizualnej)*®, te drugie pozostawaly nieskonczonym procesem. Uwazamy, iz nie robit tego na
podstawie racjonalnych przestanek, a raczej na podstawie przejetych postaw oraz przekonan.
Moze to by¢ argumentem bezposrednio przeciwko przypisywanemu Cantorowi i

deklarowanemu przez niego platonizmowi.

Cantor nie okreslit relacji pomiedzy nieskonczenie duzymi wielkoSciami a
wielko$ciami nieskonczenie matymi. Jest to rzecz, jaka nalezato zrobi¢, aby dostatecznie ujaé
1 wyjasni¢ strukturalny (relacyjny) sens nieskonczono$ci matematycznej tak, jak robi to
wspolczesna teoria ciat uporzadkowanych*®. W swoim dowodzie Cantor postrzegal
nieskonczono$¢ w sposdb niesprecyzowany, rowniez pod katem filozoficznym. Nie dookreslit
jak maja si¢ do siebie obie nieskonczonosci, jaki jest cel (sens) ich wprowadzania lub

odrzucania. Stad postulujemy, ze Cantor zasadniczo roznil si¢ w swoim podejsciu od

Dedekinda.

Podsumowujgc, Cantor mogt btednie wnioskowaé, ze nieskonczenie matym
wielkosciom mozna przyzna¢ jedynie aspekt potencjalnosci, jako jedyny sposéb traktowania
takich wielkosci w catej matematyce. Co prawda, nie byto nic dziwnego ani btednego w tym,
ze pozostajagc pod wplywem Bolzano, Cauchy’ego czy Weierstrassa (swojego nauczyciela),
podtrzymywat ich paradygmat, zgodnie z ktorym nie nalezato si¢gaé poza konstrukcj¢ zbioru
liczb rzeczywistych (np. po wielkoSci nieskonczenie mate, ktore miata wykluczy¢

arytmetyzacja analizy). Jednakze pogladem tym probowal ograniczy¢ cala matematyke.

484 Cantor, dyskutujac probg udowodnienia niemozliwosci istnienia aktualnie nieskonczonego odcinka
linii, autorstwa Constantina Gutberleta, pisze: ,,Tutaj wielkos¢ wyobrazonej rzeczywistej nieskonczone;j linii AO
odpowiada najmniejszej liczbie porzadkowej pozaskonczonej oznaczonej przeze mnie przez w, zatem powyzsze
twierdzenie obejmuje rownanie /+w = w, o ktéorym réwniez wiadomo, ze nie zawiera najmniejszej Sprzecznosci,
gdzie 1 = A’A jest po lewej stronie, co oznacza Augendus [augend] i @ = 4O jest Addendus [addend]. Jednak dla
poréwnania w+1... jest liczbg pozaskonczong ré6zng od w, a konkretnie catosciag pozaskonczona, nastepujaca po
najmniejszej liczbie porzadkowej w, jednakze to drugie nie ma zastosowania w twoim przyktadzie, gdzie dla
ciebie Augendus jest skonczong wielkoscia / = 4’4 lezaca w skonczonosci, a Addendus 40 = w jest aktualng
nieskonczonoscia”. G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und
philosophische Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt., 397-398,; P. Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and
the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt., 38.

485 P, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt.
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Swiadczy to o wplywie obowigzujacych paradygmatow, o przywiazaniu do teorii mnogosci i
nawet o wynikajacej z przyzwyczajen, na praktyke matematyczng Cantora, a przez to —

czesciowo — na ontologie jego podstaw matematyki.

Wewnetrzny realizm ontologiczny Cantora

W tym podrozdziale zamierzamy pokazaé, ze tak jak w przypadku Dedekinda, teorie
Cantora zaktadaty podstawowa, wewnetrzng wzgledem indywidualnej praktyki matematyczne;j
ontologi¢, rozumiang jako istnienie podstawowych, pierwotnych obiektoéw matematycznych.
Cantor przede wszystkim zdaje si¢ traktowac jako pojecia pierwotne liczby wymierne, a takze
zbiory. Co prawda z biegiem czasu sktaniat si¢ do twierdzen, iz cala matematyka jest teorig
mnogosci — liczby wymierne mogltyby w tym kontekscie straci¢ miano poje¢ pierwotnych.
Jednakze nie przedstawit formalnie tej propozycji, wigc pokazemy, iz podstawowa ontologia u

Cantora byta oparta zar6wno o liczby wymierne, jak 1 same zbiory.

Obiekty podstawowe

Poczynania Cantora, utrwalone w artykule z roku 1871, umotywowaty i rozpoczety
intensywniejsze prace nad badaniem — w sposob bardzo ogdlny — wtasnosci dziedziny funkc;ji.
Innymi stowy — Cantor zaczal bada¢ wtasnosci i budowe réznych zbiorow 1 podzbioréw, co
zaprowadzito go do pracy nad konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych, jak rowniez liczb
porzadkowych i kardynalnych. Juz w 1872 roku, Cantor opublikowal artykul*®, w ktérym
zamies$cil swoja konstrukcje tego zbioru. Dziedzina funkcji miata by¢ w zamierzeniu ciggla,
wiec oczywistym wydaje si¢ fakt, iz Cantor w pierwszej kolejnosci opracowal formalng
konstrukcje tego ciagglego zbioru (tj. liczb rzeczywistych). Zajal si¢ w tej pracy réwniez
ogolniejsza teorig zbiorow*®’, stad mozna sadzié, iz tak naprawde konstrukcja zbioru liczb
rzeczywistych byla czgscig teorii mnogosci Cantora, a wigc jego zatozenia filozoficzne
dotyczace przedmiotu i podmiotu matematyki, w pdzZniejszym czasie wyraznie przez niego
przedstawiane, mogty dotyczy¢ rdwniez teorii liczb rzeczywistych, naturalnych, a nawet teorii

liczb w ogole.

Cantor zaczyna swa konstrukcje liczb rzeczywistych od uwagi, iz liczby wymierne

stanowig podstawe dla innych wielkosci liczbowych. Pisze on: ,,Liczby wymierne stanowia

48 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt.

487 Chodzi o pierwszy sygnat o zbiorach pozaskonczonych — wigcej na ten temat znajdzie si¢ w rozdziale
nastgpnym, dotyczacym teorii mnogosci.
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podstawe dla ustalenia szerszego pojgcia wielkosci liczbowej; bede je oznaczal jako dziedzing

A (z wlaczeniem zera)*%,

Piszac o szerszym aspekcie pojecia liczby, ma na mysli liczby niewymierne, ktére
konstruuje na podstawie tych przyjetych a priori — czyli liczb wymiernych. Nalezy zauwazyc¢,
7ze W tym miejscu nie robi zadnych filozoficznych odniesien odnos$nie do ontologii i
epistemologii zwigzanej ze zbiorem liczb wymiernych czy tez z pojedynczymi liczbami
wymiernymi. Skupia si¢ na konstrukcji matematycznej, nie za$§ na tym, aby sposob czy
zasadnos$¢ tej konstrukeji pokazywac. Interpretujemy to nastepujaco, ze przyjmuje ich istnienie

a priori*®®.

Matematyczny problem konstrukcji liczb rzeczywistych, inaczej — problem
niewymiernosci — byt zwigzany z filozoficznymi pytaniami o same liczby, wlasnos¢ ciaglosci
ich zbioru oraz kwesti¢ nieskonczonosci. Historycznie w starozytnosci niemozno$¢
rozwigzania problemu niewymiernosci pozostawata w zwigzku czasowym ze specyficznym
rozumieniem i postrzeganiem liczb jako podstawowych elementow, ktére stanowig fundament
nie tylko matematyki, ale otaczajacego swiata zewnetrznego. W XIX wieku, nie tylko juz nie
przypisywano liczbom takiej roli, ale starano si¢ je swiadomie oddziela¢ od geometrycznych

konotacji. Konstruowano je przy pomocy metod arytmetycznych.

Wiasnos$¢ ciggtosci, jakiej oczekiwano w analizie od zbioru liczb rzeczywistych,
roOwniez miata by¢ opisana w jezyku arytmetyki, nie za$ przy pomocy aksjomatéw geometrii.
Stad powstata koncepcja, ktora w starozytnosci nie spotkataby si¢ z entuzjastycznym

% _ byta to koncepcja kontinuum punktowego. Jak zobaczymy, podstawa

przyjeciem*
matematycznej konstrukcji liczb rzeczywistych, zarowno u Cantora, jak 1 u Dedekinda, byta
filozoficzna idea kontinuum, ztozonego z punktdéw. O ile jednak u Cantora liczby rzeczywiste
byly granicami nieskonczonej ilosci, nieskonczonych ciggdéw liczb wymiernych, u Dedekinda

liczby te byly wyznaczane przez przekrdj, bedacy relacja migdzy dwoma nieskonczonymi

488 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 92-93. Ttumaczenie pochodzi z: G. Cantor, O rozszerzeniu
pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych..., dz. cyt.

489 Mozna si¢ w tym miejscu zastanowié, jak Cantor postrzega istnienie liczb wymiernych. Czy jego
podejscie aprioryczne moze §wiadczy¢ o zalozeniach platonistycznych (podobnie jak u pitagorejczykdéw — liczba
jest oczywista podstawa wszystkiego), czy tez jest po prostu konsekwencja pewnego ,,nawyku” umystowego,
oswojenia i przyzwyczajenia umyshu w procesie nauki i powtarzania do pojecia/bytu liczby wymiernej, rowniez z
uwagi na do$¢ prosty kontekst przekazywania o niej wiedzy.

490 J.L. Bell, Continuity and Infinitesimals..., dz. cyt.
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podzbiorami zbioru tych liczb. To ukazuje bardziej skomplikowana nature, jaka w XIX wieku
przypisywano liczbom, w porownaniu do prostej natury pojedynczych elementéw tworzacych
zbidr, jak postrzegano je w matematyce greckiej okresu klasycznego. U Cantora liczba byta
skonstruowana bezposrednio z nieskonczonego zbioru (klasy) réwnowaznych wielkosci

liczbowych albo odpowiadat jej nieskonczony zbior ciggéw kongruentnych.

Jednym z poje¢, na ktore warto zwrdci¢ uwage przy ustalaniu genezy teorii mnogosci
u Cantora, sg zbiory pochodne. Interesujace jest zwlaszcza to, do czego stuzyty one Cantorowi

i w jakim kierunku teoria tych zbioréw byla przez niego rozwijana*®!

. Mozna w tym miejscu
rowniez powiedzie¢, iz Cantor rozpatrywat zbiory punktow (czy punkty) jako odpowiedniki
zbiorow liczb rzeczywistych (tj. w ich miejsce, zanim byly wprowadzone formalnie jako
matematyczne narzg¢dzie). Poczatek badania owych zbiorow byt zwigzany z badaniem zbiorow
wyjgtkowych w twierdzeniu o jednoznacznosci reprezentacji funkcji przez szereg

trygonometryczny*®2.

Cantor modyfikowal warunki, ktore zapewniaty taka jednoznaczng
reprezentacje, skupiajac si¢ w zasadzie na wlasciwosciach jakosciowych dziedziny funkcji (czy
jej zbioru wartos$ci), a w szczegolnosci na zbiorach punktéw, ktére mozna ,,wyjac¢ z dziedziny”,
tak zeby jednoznaczna reprezentacja funkcji przez szereg byta dalej mozliwa. W zwigzku z
takim podejsciem Cantor musiat (lub chciat) si¢ skupi¢ na $cistym 1 formalnym opisywaniu i
charakteryzowaniu zbioréw punktow. Zaczat oczywiscie od ,,wylaczania” skonczonych

zbioréw punktow*®3, natomiast bardzo szybko zapowiedziat uogdlnienie takiego wylaczenia*®*.

491 Wiecej na temat kontekstu tej idei w rzeczywistej analizie, mozna znalez¢é w: J.W. Dauben, Georg
Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite..., dz. cyt.; J. Ferreiros, Labyrinth of Thought. A history of
set theory and its role in modern mathematics, Basel 1999; M. Hallett, Cantorian Set Theory and Limitation of
Size, Oxford 1984; A. Kanamori, The mathematical development of set theory from Cantor to Cohen, ,,Bulletin of
Symbolic Logic” 2, (1996), 1-71; S. Lavine, Understanding the Infinite, Cambridge, MA 1994.

492 Historia problemu jednoznaczej reprezentacji funkcji przez szereg trygonometryczny siega polowy
XVIII, kiedy Euler i Bernoulli badali zagadnienie drgajacej struny. Zadali oni wtedy matematyczne pytanie, czy
funkcje periodyczng o okresie 27, da si¢ rozwing¢ w nastgpujacy szereg trygonometryczny:

% + Yo _pla,cosne + by, simnx ).

Powyzszy problem przez caly czas ewoluowat, a w czasach kiedy Cantor prowadzil dziatalnosé¢
naukowa, przybrat posta¢ pytania o to, jakie coraz ogolniejsze warunki musi spetnia¢ funkcja, aby byta mozliwa
reprezentacja przez szereg trygonometryczny. Por. A. Sachse, Essai historique sur la representation d’une
fonction arbitraire d’une seule variable par une serie trigonometrique..., dz. cyt.

493 G. Cantor, Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, daf eine fiir jeden reelen Wert von x durch eine
trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen ldft...,
dz. cyt.

494 Diese Erweiterung des Satzes ist keineswegs die letzte; es ist mir gelungen, eine ebenfalls auf
strengem Verfahren beruhende, um vieles weitergehende Ausdehnung desselben zu finden, welche ich bei
Gelegenheit mitteilen werde . G. Cantor, Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, daf eine fiir jeden reelen Wert von x
durch eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form
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W 1872 roku rozszerzyl owe skonczone zbiory punktow, ktoére wylaczone z dziedziny, nie
powodowaty, Ze twierdzenie o jednoznaczno$ci przestawato obowiazywaé’®>, na zbiory

nieskonczone.

Praca nad zbiorami punktow, ktéora w latach osiemdziesigtych XIX wieku
doprowadzita Cantora do wymyslenia (czy raczej sformalizowania i skrystalizowania)
pojecia/konstruktu liczb pozaskoficzonych?®, byla jednym z punktow zwrotnych w jego
dziatalno$ci matematycznej. Od tego momentu zaczat pracowac bardziej abstrakcyjnie 1 skupit
si¢ rowniez nad ogdlng teorig mnogosci, niezaleznie od szczegdtowych analiz zwigzanych ze
zbiorami punktéw 1 ich topologia, do jakich wage przywigzywal do potowy lat
osiemdziesigtych XIX wieku. Od tej pory badal wigc pozaskonczone liczby kardynalne,

porzadkowe oraz ogélne typy porzadkow*®’.

To wszystko (owa szersza, bardziej formalna perspektywa prac nad teorig mnogosci,
ale rowniez konstrukcja R) byto mozliwe poprzez wprowadzenie przez Cantora pojec
pierwotnych (mamy na mysli ogdlnie zbiory, liczby wymierne), ktore byly dla niego dane a
priori, a nawet — mozna przypuszcza¢ — ze aprobowane w zwigzku z tym, przez intuicj¢

matematyczna, lub oczami ,,wyobrazni matematycznej”*®. Jak wida¢ jednak, w dalszym

darstellen ldft..., dz. cyt., 85. Polskie thumaczenie: ,,To rozszerzenie twierdzenia nie jest bynajmniej ostatnim;
Udato mi si¢ znalez¢ znacznie szersze rozszerzenie tego twierdzenia, ktore rowniez opiera si¢ na Scistych
procedurach i ktdre bede od czasu do czasu komunikowac” [thum. K.T.].

49 Por. ,,Die hier beabsichtigte Ausdehnung besteht darin, dap fiir eine unendliche Anzahl von Werten
des x im Intervalle (0,2r) auf die Konvergenz oder auf die Ubereinstimmung der Reichesummen verzichtet wird,
ohne daf die Giiltigkeit des Satzes aiithort ”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 92. Niektorzy twierdza, ze pomyst
rozszerzenia zbiorow na nieskonczone mogt by¢ inspirowany pracg H. Henkela, ktory wskazywat na rolg pewnych
charakterystycznych zbioré6w punktow w badaniu funkcji. Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen
filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 27, W. Purkert, H.J. Ilgadus,
Georg Cantor 1845-1918, Leipzig 1985, 35-36.

Lektura tej pracy przez Cantora jest udokumentowana jego recenzja. Por. G. Cantor, Rezension der Schrift
von H. Hankel Untersuchungen tiber die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen, Tiibingen 1870,
,LitZB” 22, nr 7, 150-151.

4% G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 4 (Mathematische Annalen 21 (1), 51—
58)..., dz. cyt.; G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt.; J. Ferreir6s, Labyrinth of Thought. A
history of set theory and its role in modern mathematics..., dz. cyt.

497 J. Ferreiros, The Early Development of Set Theory..., dz. cyt.

4% Nie mamy tu na my$li intuicji potocznej czy tez potocznej wyobrazni z nig zwigzanej, ale intuicje
matematyczna. Z taka intuicja jest zwigzana wizualizacja, wyobraznia matematyczna. Davis i Hersh w kontekscie
rozumienia intuicji przez samych matematykow charakteryzuja intuicj¢ jako pewnego rodzaju niekompletne
przeciwienstwo S$cistosci, ujecie holistyczne i wizualistyczne, w przeciwienstwie do ujgcia analitycznego i
szczegbdtowego. Intuicja wedtug nich jest prawdopodobna lub przekonujaca, a takze oparta na fizycznych
modelach czy charakterystycznych przykladach. (J.P. Davis, R. Hersh, Swiat Matematyki, Warszawa 1994, 340—
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rozwoju teorii mnogosci, jak i w konstrukeji liczb rzeczywistych, zadne z pojg¢ zbiorow oraz
liczb nie zyskuja jednoznacznie przypisanej roli pierwszenstwa (pewnej uprzednio$ci) przed
drugim. Dlatego obydwa moga stanowi¢ pojecia podstawowe w analizowanych fragmentach

matematyki Cantora.

Wydaje sie, ze fakt, iz Cantor nie zdefiniowat formalnie pojecia nieskonczonosci ani
zbioru nieskonczonego*®®, moze $wiadczy¢ o specyficznym elemencie w jego podejéciu do
nieskonczono$ci. Mamy tu na mysli akt woli, kierujacy umyst w kierunku konkretnych
»przedmiotow” matematycznych oraz nadajacy kierunek postepowania w ramach badania
owych przedmiotow. Mozemy stwierdzi¢, ze przedmiotem jego badan, tym, co byto w sposéb
podstawowy obecne w jego praktyce matematycznej w zakresie teorii mnogosci, byly zbiory —
roOwniez zbiory nieskonczone. O podejsciu Cantora do zbioréw nieskonczonych, w tym do
nieskonczono$ci aktualnej, oraz o tym, jak $wiadczylo to o postrzeganiu przez niego
wewngetrznej (wzgledem praktyki matematycznej) ontologii matematycznych obiektow,
napiszemy w kolejnym podrozdziale. Niemniej jednak w ramach catej pracy podtrzymujemy
stanowisko, iz jego podejscie do nieskonczonosci bylo czesciowo pozamatematyczne oraz

silnie platonistyczne.

Nawet jesli pojawiajg si¢ podejscia, ktore stwierdzaja zmiany w zatozeniach
filozoficznych czy w praktyce matematycznej Cantora na przestrzeni jego dziatalnosci, nie
muszag one wyklucza¢ przedstawionego w niniejszej pracy catoksztattu praktyki

matematycznej, dlatego, ze pojecie praktyki matematycznej obejmuje catoksztalt zalozen i

341.). Niektorzy uwazaja, ze intuicja moze by¢ rowniez czescig racjonalnego rozumowania (na styku §wiadomosci
i pod$wiadomosci), wykorzystywang w modelach myslowych. Przejawia si¢ jako sztuka kojarzenia r6znych
wiadomoscli, 1 na tej podstawie prowadzaca do poszerzania wiedzy o nowe fakty, powstale w wyniku potagczenia
wcezesniej znanych (E. Aronson, T.D. Wilson, R M. Akert, Psychologia spoleczna, Poznan 1997, 135.). Jako
zdolno$¢ umyshu do przetwarzania ogromnej ilosci danych, zwazywszy na to, iz umyst cztowieka nie jest
komputerem, ktory te dane moze przetwarza¢ nieporownywalnie szybciej, intuicja przenosi wickszo$¢ danych do
podswiadomosci, a nastgpnie przejawia potencjat przetwarzania i wykorzystywania owych skumulowanych
doswiadczen. D.G. Myers, Intuicja. Jej sita i stabos¢, tham. A. Sosenko, Wroctaw 2004; J. Perikh, Intuition: the
new frontier of management, Oxford UK 1994, 38.

499 W przeciwienstwie do Dedekinda. U Cantora znajdujemy jedynie twierdzenie, w ktéorym wystepuje
wlasnos¢, ktora to w definicji Dedekinda zbioru nieskonczonego dzieli zbiory na skonczone i nieskonczone. G.
Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik” 84, 242—
258)..., dz. cyt., 119. Dopdki Cantor nie zaczat formalizowaé swojej teorii oraz nie zapoznal si¢ z definicjami
zbioréw nieskonczonych Bolzano i Dedekinda, postugiwat si¢ pojeciem nieskonczono$ci/zbioru nieskonczonego
W sposob intuicyjny. Nalezy przypomnie¢, ze Bolzano, cho¢ wczesniej sformutowat owa definicje, nie byt tak
znany, a jego dzieto w ktérym ta definicja zostala zapisana, opublikowane zostato po jego $mierci, dopiero w 1851
roku.
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dzialan (definiuje wlasciwosci praktyki matematycznej danego matematyka), nie za$

poszczegdlne poglady wzgledem okreséw historycznych czy problemow®.

Jesli chodzi o dokladniejszy opis sposobu istnienia wymienionych obiektow
podstawowych w praktyce matematycznej Cantora, mozna zestawi¢ proponowany tu
pragmatyczny realizm z przypisywanym mu przez Dadaczynskiego quasi-nominalizmem,
ktéry kojarzony jest z formalizmem metodycznym Hilberta (Dadaczynski twierdzi, ze w swoim

podejsciu Cantor przejawiat $lady przedhilbertowskiego formalizmu)®®.

W poczatkowej fazie samodzielnej dziatalnosci naukowej Cantor polegat na pewne;j
glebokiej 1 szczegotowej dedukceji (ekstrapolacji ,,w glab”) wybranych zagadnien
matematycznych; co nastepnie prowadzilo do odkrywania i1 przedstawiania nowych poje¢,
struktur 1 zaleznoSci matematycznych. W ramach uzasadniania matematycznych odkry¢
powolywal si¢ rowniez na filozoficzne zatozenia platonistyczne (,,odkrywanie” matematyki).
Jednoczes$nie jednak, zwlaszcza pod koniec swojej dziatalno$ci naukowej, opieral si¢ na
dopracowywaniu formalnych zasad swoich odkry¢. W pewnym sensie wigc formalizacja

wprowadzonej teorii mnogosci byta dla niego istotna.

Jednak jesli 6w pragmatyczny realizm skojarzymy z pogladowoscig i1 praktycyzmem,
to quasi-nominalizm powinni$my skojarzy¢ raczej z odmiang uprawiania matematyki, jako
wysoce abstrakcyjnej i oderwanej od rzeczywistosci otaczajacej cztowieka i jego potrzeby>%2.
Jak wskazuje Piotrowska (za Murawskim), dla samego Hilberta, matematyka jako taka nie byta

jedynie systemem formalnym, zwlaszcza bez zawartosci tresciowej®® — formalizm Hilberta

500 Ogolnie chodzi o cato$é podejécia do matematyki, do jej uprawiania, na ktorg sktadajg sie¢ przerdzne
elementy (jak np. metodologia, zakres zagadnien, sposoby ich rozwigzywania, ich kontekst i rozumienie,
stosowalnos$¢, ogolne kierunki dziatan, poziomy formalizacji, abstrakcji czy uporzadkowania, itd.). Pomocne dla
okreslenia powyzszego mogtoby by¢ pojecie stylu, niemniej jednak nie wykorzystujemy go w niniejszej pracy do
okreslania indywidualnej praktyki matematycznej — wymaga to kolejnych badan. Style w matematyce mozna
rozrézniaé ze wzgledu na okresy historyczne, dany zakres kulturowy i spoteczny, czy whasnie ze wzgledu na sam
podmiot matematyczny. P. Mancosu, Mathematical Style, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N.
Zalta.

501 J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zalozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 1..., dz. cyt.,

%02 Por. z podzialem sposobu uprawiania matematyki, jaki dokonat Ludwig Bieberbach. E. Piotrowska,
Obraz i wizja matematyki Davida Hilberta, ,,Filozofia Nauki (The Philosophy of Science)” 21, (2013) nr 1, 139—
140.

503 R. Murawski, Rozwdj programu Hilberta, ,,Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego” XXX,
(1993), 57; E. Piotrowska, Obraz i wizja matematyki Davida Hilberta..., dz. cyt., 137.
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stuzyt jedynie jako narzedzie do zrealizowania programu, polegajacego na ,,ugruntowaniu’”

matematyki.

Stwierdzenie, ze Cantor zastuzyl na miano przedhilbertowskiego formalisty
metodycznego, nie do konca jest jasne w konteksScie jego przekonan odnosnie do
matematycznego poznania. Oprocz tego, ze — jak wskazujemy w dalszym ciggu pracy —uwazat,
iz zrédlem poznania matematycznego jest wiedza a priori, uwazat roOwniez, iz jest ona w
dodatku w jaki§ sposdb — oderwany niejako od tresci — odkrywana na drodze dedukcyjnego
definiowania pojec¢ (tj. budzenia ich do zycia, poniewaz one istnialy juz wczesniej, niezaleznie
od poznajacego podmiotu). Dodatkowo, pod wzglgdem technicznym, Cantor nie stosowal, jak

Hilbert, na przyktad metody aksjomatycznej (ktora wtedy jeszcze byta niedopracowana).

Niemniej jednak, jesli quasi-nominalizm przypisywany Cantorowi skojarzy¢ z
podejsciem Hilberta, mogloby si¢ okaza¢, iz moze on by¢ kompatybilny z realizmem
pragmatycznym, proponowanym w niniejszej pracy jako podstawowa propozycja ontologii
matematycznych obiektow. Nie wykluczatby wtedy swoistej pogladowosci (rozumianej jako
mozliwos¢ jakosSciowego ,,0gladu” matematycznych obiektow) oraz praktycyzmu
(rozumianego jako konstruowanie matematycznych obiektéw z intencja rozwigzania

konkretnych probleméw matematyki).

Podsumowujac: w tym paragrafie opisaliSmy dwa pojecia (obiekty), jakie mozna
uznac za okre$lajgce podstawowe obiekty wzgledem praktyki matematycznej Cantora — chodzi

o liczby oraz zbiory®*

. Uznajemy réwniez, ze mozna okresli¢ liczby oraz zbiory, traktowane
przez niego jako podstawowe, mianem poje¢ tresciowo wypetionych. Nie zaznaczal w ich
przypadku (jak robit to odnosnie do definiowania granic lub w przypadku opisywania zbioru

pustego), ze sa to ,,tylko” pojecia, symbole.

504 W niniejszej pracy nie bedziemy szerzej zglebiaé tego problemu — wymagatoby to poglebionej analizy
nie tylko tekstow matematycznych Cantora, ale rowniez filozoficznych, ktorych nie potrzebujemy w takim stopniu
do przeprowadzanej analizy poréwnawczej dorobku Cantora i Dedekinda. W ogoélnym sensie chodzitoby tutaj o
relacje pierwotne-wtorne, jesli chodzi o liczby i punkty/zbiory. Wydaje sie, ze u Cantora nie ma wyraznie
zarysowanej opozycji pierwotne-wtérne, mimo ze sam deklaruje che¢ sprowadzenia np. arytmetyki liczb
naturalnych czy w ogdle calej matematyki do teorii mnogosci (w tym sensie teoria mnogo$ci bytaby bardziej
podstawowa, a wigc pierwotna, a reszta matematyki wtorna) oraz zbiory nazywa liczbami (np. porzadkowymi).
Warto pamigtaé, iz teoria mnogos$ci wywodzi si¢ u Cantora w linii prostej z analizy, gdzie uzywano juz liczb
(cho¢by wymiernych), a zbiory sg tworzone z liczb (bez wzglgdu na to, czy mowimy o wielko$ciach mierzalnych,
czy policzalnych — w potocznym znaczeniu). Propozycj¢ Cantora do samego pojgcia liczby w ogole przedstawia
Dadaczynski w: J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii
mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 43—46.
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Ostabienie ontologii w kontekscie wielkoSci nieskonczenie duzych
Jak wspomina Dadaczynski, to ze Cantor formalnie wprowadzil 1 bronit
nieskonczonosci aktualnej w matematyce, nie oznacza, iz wcze$niej matematycy si¢ nig —
cho¢by intuicyjnie — nie postugiwali. Rozroézniano na przyktad zbiory skonczone i

%5 Uwazamy, iz Cantor mogt przeja¢ owo intuicyjne, niedookreslone

nieskonczone w analizie
podejscie do zbioréw nieskonczonych. Oznacza to, iz — jak wskazalismy wczesniej — pojecie
zbioru nieskonczonego mogto by¢ dla Cantora pojeciem pierwotnym, takim, ktorego nie trzeba
definiowac. Jesli chodzi o samo pojgcie zbioru, Cantor probowat je definiowaé w sposob
ogolny, ale robit to w po6zniejszym etapie swojej dziatalnosci naukowe;j. Stad rowniez mozemy

zatozy¢, iz mogto by¢ ono poczatkowo zaliczane przez niego do poje¢ pierwotnych.
W 1882 roku Cantor twierdzit o zbiorze co nastgpuje:

,Rozmaito$¢ (agregat [Inbegriff], zbior) elementdéw, ktore nalezag do dowolnej sfery
pojeciowej, nazywam dobrze zdefiniowang, jesli na podstawie jej definicji 1 w
konsekwencji logicznej zasady wykluczonego s$rodka nalezy ja uznaé, ze jest
wewnetrznie ustalone, czy dowolny przedmiot tej sfery pojgciowej nalezy do
rozmaito$ci, czy tez nie, a takze, czy dwa przedmioty w zbiorze, pomimo formalnych
roznic w sposobie ich podania, sg rowne, czy nie. Ogolnie rzecz biorac, w praktyce nie
mozna dokona¢ z pewnoscig 1 doktadnoscig odpowiednich rozroéznien na podstawie
obecnie dostgpnych mozliwosci lub metod. Ale to nie ma znaczenia. Jedynym
problemem jest wewngtrzna determinacja, z ktorej w konkretnych przypadkach, gdy jest
to wymagane, rzeczywista (zewngtrzna) determinacja ma by¢ rozwijana poprzez

doskonalenie zasobow’*°%.

505 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozer filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 25-26, przyp.72.

%06 Eine Mannigfaltigkeite (ein Inbegriff, eine Menge) von Elemente, die irgendwelcher Begriffsphire

angehoren, nenne ich wohldefiniert, wenn auf Grund ihrer Definition und infolge des logischen Prinzips vom
ausgeschlossenen Dritten es als intern bestimmt angesechen werden muf, sowohl ob irgendein derselben
Begriffsphire angehoriges Objekt zu der gedachten Mannigfaltigkeit als Element gehort oder nicht, wie auch, ob
zwei zur Menge gehorige Objekte, trotz formaler Unterschiede in der Art des gegebenseins einander gleich sind
oder nicht. Im allgemeinen werden die betreffenden Entscheidungen nicht mit den zu Gebotestehenden Methoden
oder Fahigkeiten in Wirklichkeit sicher und genau ausfiihrbar sein; darauf kommt es aber hier durchaus nicht an,
sonder allein auf die interne Determination, welche in konkreten Fillen, wo es die Zwecke fordern, durch
Vervollkommnung der Hilfsmittel zu einer aktuellen (externen) Determination auszubilden ist”. G. Cantor, Uber
unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische Annalen 20 (1), 113—121)..., dz. cyt., 150.
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Natomiast w roku 1895 Cantor pisze: ,,Przez ‘zbidr’ rozumiemy dowolne zebranie w
cato$¢ [Zusammenfassung] M pewnych dobrze zr6znicowanych obiektow m naszej intuicji lub

naszego myslenia (zwanych ‘elementami’ M)’

Pierwsza definicja zwigzana jest z charakterystyka zbioru liczb algebraicznych oraz
problemem wystarczajacej charakterystyki zbioru (zwlaszcza zbioru nieskonczonego)®®.
Druga definicja jest bardziej ogélna, i mozna stwierdzi¢ w jej konteks$cie pewien wplyw
definicji Dedekinda z 1888 roku. Niemniej jednak zadna z definicji nie zaprzecza temu, iz w
poczatkowej fazie dziatalnosci, jak réwniez p6zniej, Cantor mogt traktowac zbior jako pojecie

1 obiekt pierwotny.

Chcemy pokaza¢, ze podobnie Cantor mogt traktowaé rowniez zbiory nieskonczone,
mimo iz jednocze$nie wprowadzal te zbiory w formalny sposéb. Tym bardziej, formalne
wprowadzanie matematycznej nieskonczonosci nie moze ostabia¢ proponowanego tu realizmu
pragmatycznego ani tez podzialu na obiekty podstawowe oraz bardziej zlozone (struktury).
Zbior nieskonczony mogt by¢ ogdlnym pojeciem-obiektem podstawowym dla Cantora, a
struktury nieskonczone (réwniez zbiory, lecz z okre§lonymi na nich relacjami i
wlasciwosciami) bedg obiektami bardziej zlozonymi niz ogoélne pojecie zbioru
nieskonczonego. Co wigcej, takie podejscie Cantora do zbioru nieskonczonego, ktore
prowadzilo go do przedstawiania pozamatematycznych argumentéw na istnienie
nieskonczonos$ci aktualnej, moze wrecz sugerowacé, iz posiadatl pewne intuicyjne Anschauung
wprowadzonej przez siebie matematycznej, ,,duzej” nieskonczonosci (tj. wielkosci, zbioru,
liczby nieskonczenie duzej). Po pierwsze dlatego, ze siggajac po argumenty
pozamatematyczne, nie wyjasnial matematycznych zasad i prawidtowosci nieskonczonych
struktur, a zasadno$¢ istnienia ich istoty (tresci), nawet je$li uwazat je za apriorycznie
odkrywane tre$ci matematyczne. Po drugie dlatego, ze jak mozna zauwazy¢ na przyktadzie jego

dowodu przeciwko nieskonczenie matym wielko$ciom, Cantor rozrdzniat ,.tres¢” wielkosci

%07 Por. ,Unter einer ‘Menge’ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten

wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ‘Elemente’ von M
genannt werden) zu einem Ganzen. In Zeichen driicken wir dies so aus:

M={m}”.

G. Cantor, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512;
49, S. 207—246)..., dz. cyt., 282.

508 W.W. Tait, Cantor’s Grundlagen and the Paradoxes of Set Theory, w: Between Logic and Intuition:
Essays in Honor of Charles Parsons, red. G. Sher, R. Tieszen, Cambridge 2000, 272.
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nieskonczenie duzych od ,,tresci” wielkosci nieskonczenie matych, tym drugim przyznajac
jedynie charakter potencjalnych (a wiec w konsekwencji odmawiajac przypisywania im owej

Htresci” — podkreslajac tym samym owg ,,tre$¢” odnosnie do wielkosci nieskonczenie duzych).

Pierwszym momentem, w ktorym mozna zaobserwowaé u Cantora formalne
odniesienie do nieskonczonosci aktualnej, jest uzycie symbolu nieskonczonosciowego,
okreslajacego nieskonczong ilos¢ iloczynéw mnogosciowych zbioréw potggowych. Drugim
momentem jest definicja zbioréw drugiego gatunku. Jeszcze innym jest jego odniesienie do
wlasciwosci rownolicznosci podzbioru wlasciwego 1 samego zbioru nieskonczonego. Ponizej
przeanalizujemy te najwazniejsze (cho¢ nie jedyne) przyklady, aby pokaza¢, ze Cantor
bezposrednio nie definiowat i nie udowadnial matematycznie nieskonczonos$ci aktualnej,

chociaz dochodzit do niej na drodze konstrukcji umystowych.

Przypomnijmy tutaj symbol, ktorego Cantor uzyt po raz pierwszy, aby okresli¢ iloczyn

mnogosciowy nieskonczonej liczby poteg zbiorow:

(=)

(n) def plea)
VP ﬂ p'n) & pl=)
n=1

Jak mozna zauwazy¢, same zbiory potegowe, majace przynajmniej jeden punkt

9 musiaty by¢ nieskonczone. Tak wigc Cantor nie mial problemu z intuicyjnym,

skupienia®
matematycznym odniesieniem do nieskonczono$ci aktualnej (jak w przypadku zbiorow
potegowych), ale z jej formalnym wprowadzeniem i oznaczeniem. Przypomnijmy, ze w
kontek$cie powyzszego symbolu nieskonczonosciowego napisal pdzniej, iz zastuguje na miano
510

liczby

509 Cantor definiowat punkt skupienia podobnie jak wspoiczesnie sie to robi: ,jako punkt skupienia
pewnego zbioru punktéw P, rozumiem punkt prostej o takiej wlasnosci, ze w dowolnym otoczeniu tego punktu
znajduje si¢ nieskonczenie wiele punktow z P, przy czym moze si¢ zdarzy¢, ze on sam nalezy do zbioru”. G.
Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische
Annalen” 5, 123-132)..., dz. cyt., 98; J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie
odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 32. Przy czym przypomnijmy, ze pochodna zbioru P (P’), to
byl zbiér wszystkich punktow skupienia zbioru P

510 W roku 1883, Cantor przypisuje symbolom nieskoficzono$ciowym (wprowadzonym w 1872 roku)
miano wielkosci liczbowych — tak jakby liczby (i rowniez zbiory) nie mogty by¢ rozpatrywane bez odniesienia do
semantyki. Por. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 4 (Mathematische Annalen 21 (1),
51-58)..., dz. cyt., 160.
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Odwotujac si¢ do opisywanej symboliki, przypomnijmy tez Cantora definicje zbiorow
IT gatunku. Chociaz zarowno zbiory I, jak i II gatunku mogly by¢ nieskonczone, te drugie

posiadaly nieskonczong liczb¢ pochodnych.

Zbiory pierwszego gatunku byty zbiorami, gdzie dla kazdego zbioru X zawsze istniata

taka liczba naturalna n, ze n-ta pochodna zbioru X, X™ byla ztozona ze skonczonej liczby
punktéw, a wiec juz nie istniata pochodna ¥™**. Natomiast zbiory drugiego gatunku (Y) Cantor
okreslit jako zbiory, dla ktorych nie istnieje zadna liczba naturalna », taka ze ¥™ ma skonczong
liczbe punktow®L.

Ostatecznie nalezy przytoczy¢ opis Cantora tej wlasciwosci zbioréw nieskonczonych,
ktora byla traktowana przez Bolzano i Dedekinda jak definicja tych zbioréow. Dadaczynski

twierdzi, iz Cantor traktowat ten opis jak twierdzenie®?

. My jednak uwazamy, ze traktowal te
wypowiedz jak stwierdzenie oczywistego faktu, tworzacego podstawy matematyki. Nie

oznacza bowiem tej wypowiedzi ani jako definicji, ani jako twierdzenia, ani jej nie dowodzi:

»Sktadnik skonczonej rozmaito$ci ma zawsze mniejszg wielko$¢ niz sama rozmaitos¢;
zwiazek ten ustaje catkowicie z nieskonczonoscia, tj. z rozmaitosciami ztozonymi z
nieskonczonej liczby elementow. Z samego faktu, ze nieskonczona rozmaitos¢ M jest
czescig innego N lub moze by¢ jednoznacznie i catkowicie przypisana do takiego N, to
w zadnym wypadku nie nalezy wnioskowaé, ze jego rozmiar jest mniejszy niz rozmiar
N; wniosek ten jest wazny tylko wtedy, gdy wiadomo, ze rozmiar M nie jest rowny
rozmiarowi N, ani tez fakt, ze N jest cze$cig M lub moze by¢ do niej jednoznacznie i
catkowicie przypisany, nie powinien by¢ uwazany za wystarczajacy, aby liczno§¢ M

byta wieksza niz licznoéé N2,

11 G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—-132)..., dz. cyt., 98.

12 J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozer filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt., 26, przyp.73.

513 | Ein Bestandteil einer endlichen Mannigfaltigkeit hat immer eine kleinere Michtigkeit als die
Mannigfaltigkeit selbst; dieser Verhéltnis hort génzlich auf bei den unendlichen, d. i. aus einer unendlichen Anzahl
von Elementen bestehenden Mannigfaltigkeiten. Aus dem Umstande allein, daf3 eine unendliche. Mannigfaltigkeit
M ein Bestandteil einer andern N ist oder einem solchen eindeutig und vollstandig zugeordnet werden kann, darf
keineswegs geschlossen werden, dafl ihre Maichtigkeit kleiner ist als.die von N; dieser Schluf} ist nur dann
berechtigt, wenn man weif3, dafl die Méachtigkeit von M nicht gleich ist derjenigen von N; ebensowenig darf der
Umstand, daf3 N ein Bestandteil von M ist oder einem solchen eindeutig und vollstdndig zugeordnet werden kann,
als auBreichend dafiir betrachtet werden, dal3 die Méachtigkeit von M grofer sei als die von N°. G. Cantor, Ein
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Jako przyktad zbioru nieskonczonego, réwnolicznego ze swoim podzbiorem
wiasciwym, podaje Cantor zbior liczb dodatnich catkowitych oraz zbior liczb dodatnich

catkowitych parzystych®,

Na podstawie wyzej przedstawionych elementow matematycznej praktyki Cantora, w
ktérych obserwujemy jakis rodzaj odniesienia do nieskonczonosci, mozemy potwierdzié, ze
Cantor bezposrednio nie definiowal i nie udowadnial matematycznie nieskonczonosci
aktualnej. Jego odniesienia odbywaty si¢ w duzej mierze na drodze konstrukcji oraz poprzez
negacje wilasciwosci skonczonosci. Mozliwe, iz przejmowal matematyczng intuicj¢ o
mozliwosci istnienia i korzystania z aktualnej nieskonczonosci, mimo wielu roznych zastrzezen
filozoficznych 1 teologicznych. By¢ moze dlatego jego linia obrony istnienia nieskonczonosci
aktualnej byta skoncentrowana nie na matematyce, a na filozofii i teologii. Niemniej jednak, to
roOwniez pozwala nam uznac nieskonczonos$¢ aktualng za pewnego rodzaju przyjmowany przez
Cantora obiekt podstawowy (nie mowimy tu o bardziej skomplikowanych strukturach
nieskonczonych, jak np. liczby porzadkowe czy kardynalne). Jednak nalezy zauwazy¢, iz
sposob konstruowania nieskonczonosci aktualnej nie odnosit si¢ zasadniczo do jej tresci.
Dlatego — pomimo wzmacniania przez Cantora ontologii nieskonczonosci aktualnej
argumentami teologicznymi i filozoficznymi, analizujgc samg jego praktyke matematyczna,
chociaz przyznajemy jej podstawowg realistyczng ontologig, nie utozsamiamy jej istnienia z

formg radykalnego realizmu, a zwlaszcza platonizmu.

4.2 Realizm Dedekinda

W przypadku Dedekinda przede wszystkim nalezy wskaza¢ na dwie rzeczy — po
pierwsze na wewnetrzne, ontologiczne aspekty jego teorii mnogosci, a takze na odniesienia do
wczesniejszych aspektow teorii dziatan liczbowych (tj. do teorii stosunkow wielkosci
Eudoksosa-Euklidesa) w konstrukowaniu liczb rzeczywistych. Oczywiscie sprobujemy opisac
kwestie wiedzy tta (dziedziczonej) oraz ontologii wzgledem praktyki matematycznej zard6wno
w przypadku konstrukcji liczb rzeczywistych, jak i przedstawionej przez matematyka z

Brunszwiku teorii mnogosci.

Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt.,
119.

4 G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt., 119-120.
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Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze sam Dedekind nie komentowat specjalnie ontologicznych
aspektow tworzonej przez siebie teorii matematycznej, a jego dwie analizowane wcze$niej
wypowiedzi o liczbach sg czasem interpretowane w perspektywie konstruktywizmu, co z kolei
moze rodzi¢ konotacje konceptualistyczne. Jednakze w tej rozprawie nie opieramy si¢ na
deklaracjach pozamatematycznych, a na samej dziatalnosci matematykdéw. W oparciu o nig
dopiero rekonstruujemy zatozenia i przestanki filozoficzne w duchu programu filozofii w
nauce. Dlatego nalezy wzia¢ pod uwage rowniez wczesniej poczynione analizy, ktore ukazuja
wypowiedzi w perspektywie metody modelowania matematycznych probleméw (nie
postulujemy, ze to byta jedyna jego metoda pracy naukowej w ogole, a tylko w konteksScie
dwoch przedstawionych w niniejszej pracy modeli: N i R). Bedziemy u Dedekinda wykazywac
pewna zalezno$¢ wewngetrznej, matematycznej ontologii od tej metody, jak réwniez od juz

istniejacej wiedzy tla, czyli wiedzy wiedzy dziedziczonej, (zastanej).
Wiedza tta u Dedekinda

Problem ciggte-dyskretne

Jesli chodzi o kwestie oryginalnego rozwigzania problemu niewymiernosci przez
Dedekinda, nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, iz mdglt on si¢ inspirowac starozytng teorig
stosunkéw wielkoéci Eudoksosa-Euklidesa®®®, ale przede wszystkim wprowadzit brakujaca
cze$¢ — wlasnos¢ cigglosci. Propozycja Dedekinda byla wiec w jakim$ sensie bazowata na
starozytnym dziedzictwie (odniesienie to dotyczylo rowniez geometrii, na ktdrej opierata si¢
teoria stosunkow wielkosci) — jednakze nie twierdzimy, ze Dedekind opierat si¢ na tym
dziedzictwie w sposob formalny, zachowujac peilng cigglos¢ wiedzy matematycznej. Jednakze
mozna powiedzie¢, ze na poziomie indywidualnej praktyki matematycznej jego tworczosc
zawierala oprocz kontekstu potencjalnie wytworzonej (,,pomyslanej”) wiedzy rowniez kontekst
tzw. ,wiedzy dziedziczonej”, stanowigcej wiedz¢ tlta. Taki argument umozliwia
interpretowanie dziatalno$ci Dedekinda w dwodch wymiarach realizmu pragmatycznego (na
ksztatt II 1 III $wiata Popperowskiego) — tj. w konteks$cie istnienia matematyki w perspektywie
historyczno-spotecznej, jak 1 jej istnienia w perspektywie indywidualnej praktyki

matematyczne;j.

515 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt.; P. Blaszczyk, Eudoxos versus Dedekind, ,,Filozofia Nauki (The Philosophy of Science)” 15, (2007) nr 2,
95-113; H. Stein, Eudoxos and Dedekind: On the ancient Greek theory of ratios and its relation to modern
mathematics, ,,Synthese” 84, (1990), 163-211, doi: https://doi.org/10.1007/BF00485377.
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Cho¢ Dedekind w swojej pracy nad teorig liczb rzeczywistych odwotywat si¢ do teorii
stosunkéw wielkoéci Eudoksosa czy Euklidesa®'®, nalezy zwrécié uwage na fakt, iz
fundamentalnym elementem, ktéry Dedekind wprowadzit, byta wlasnosé¢ ciagtosci °.
Analizowat on t¢ wlasno$¢ zardwno pod katem filozoficznym, jak réwniez podat formalna,

matematyczng jej definicjg, obowigzujaca dla zbioru wielkosci.

Niektorzy historycy matematyki, jak Robert Bunn twierdza, ze podstawowym celem

Dedekinda w rozprawie Stetigkeit und irrationale Zahlen byto:

»zastapienie niezdefiniowanych poje¢ (mniej lub bardziej geometrycznych) i opartych
na nich tak zwanych intuicyjnych uzasadnien, dowodami wyprowadzonymi z jasno
sformutowanych definicji. Szukal on przede wszystkim takich definicji, z ktorych
mozna wyprowadzi¢ podstawowe twierdzenia o istnieniu granic. W tym celu

potrzebowat zdefiniowa¢ system w pewnym sensie zupetny czy tez ciaghy”8.

Zauwazmy, ze cho¢ celem obydwu matematykéw (tak Cantora, jak 1 Dedekinda), byto
oczyszczanie matematyki z intuicji geometrycznej, to Dedekind albo nie traktowal samej
geometrii jako dziedziny czysto intuicyjnej, albo uwazat za dopuszczalne odwotanie si¢ do
pewnej intuicyjnej rzeczywistosci, u samych podstaw budowania teorii matematyczne;.
Pokazemy w ramach podrozdziatu, ze Dedekind w pewnym sensie zbudowal model liczb

h519

rzeczywistych™”, poprzez polaczenie wyabstrahowanej z geometrii wlasnosci cigglosci z

516 Chodzilo o prosty geometryczng, na ktérg si¢ powolywal, i tworzenie na niej przekrojow,
odpowiadajacych liczbom (rzeczywistym). Nalezy jednak pamigtaé, Ze prosta geometryczna nie byla doktadnie
tym samym, co prosta ciggta w sensie Dedekinda, a przekroje tym samym w swej istocie, co liczby.

517 R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych..., dz. cyt., 151-152.

518 Por. R. Bunn, Developments in the foundations of mathematics, 18701920, w: From the Calculus to
Set Theory 1630—-1910. An Introductory History, red. 1. Grattan-Guinness, Princeton 2000, 222. Blaszczyk robi w
tym miejscu dwie krytyczne uwagi. Obie dotycza pojgcia granicy — pierwsza z nich brzmi, ze Dedekind nie
wymienia tego pojecia; druga, ze bledem Bunna jest przyjecie, iz granica byta 6wczesnie jasno okreslona. Por. P.
Btaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 20. Z
filozoficznego punktu widzenia jednak nie do konca jest prawda to, co pisze Blaszczyk. Po pierwsze dlatego, ze
tworca stynnego Aksjomatu Ciaglosci (niekoniecznie dostownie, poniewaz Dedekind nie przedstawit wlasnosci
cigglosci jako aksjomat), poszukujac istnienia owych nienachodzacych na siebie ,,punktéw” (przekrojow) w
kazdym miejscu prostej rzeczywistej, upatrywal w tym spetnienia wlasciwosci zupetnosci, ktorej nazwe stosowat
zamiennie z wlasciwoscia ciaglosci. Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych...,
dz. cyt., 151-152. Wihasciwos¢ zas$ zupelno$ci zwigzana byta juz (np. u Cauchy’ego) z istnieniem granic. Dedekind,
zbaczajac z dobrze znanego kierunku analizy ciggéw Cauchy’ego i ich granic oraz konstruowania przy ich pomocy
zbioru liczb rzeczywistych, probowal skonstruowaé je, zapewniajac istnienie tychze granic-punktow wedlug
wlasnego przepisu. Poza tym rachunek infinitezymalny owcze$nie oznaczatl po prostu rachunek catkowy i
roézniczkowy (jego aspekt badz catos¢). Por. H. Fergo (red.), Infinitezymalny, w: Encyklopedia Gutenberga,
Krakow 1929.

%1% Co mogtoby by¢ zbiezne w pewnym sensie z przedstawiong w pracy: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna
rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt. koncepcja przedmiotu intencjonalnego
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podstawowymi wiasciwosciami zbioru gestego uporzadkowanego (jakim byt zbior liczb
wymiernych). Konsekwencje filozoficzne, jakie beda tego nastgpstwem, to przede wszystkim
uzasadnienie dla strukturalistycznej perspektywy Dedekinda, ale rowniez proba pokazania, ze
ten, odwolujac si¢ do geometrycznej wlasnosci cigglosci prostej, uwzgledniat jaki$ rodzaj

zrédta poznawczego (przynajmniej) w intuicyjnej pogladowosci.

Dedekind przyjat a priori (podobnie jak Cantor, cho¢ z pewnymi réznicami) system
liczb wymiernych, a takze jego niezupetnos¢, ktora oznaczata, 1z nie kazda granica ciagu liczb
wymiernych byla wyrazalna przy pomocy zbioru (liczb wymiernych). W tym kontekscie
zainteresowat si¢ wtasnoscig cigglosci, jako fundamentalng, ktéra optymalnie pozwalata opisac

konstruowany zbior liczb rzeczywistych.

W drugim paragrafie pracy z 1872 roku Dedekind odwotuje si¢ do linii prostej, aby
,.zilustrowaé” budowe zbioru liczb wymiernych®?. W paragrafie trzecim opisuje ciagtos¢ linii
prostej geometrycznej®?t. Robi to w celu ukazania niezupetnosci systemu ztozonego z samych
liczb wymiernych. Cho¢ nalezy zatozy¢ ze oprocz odwotywania si¢ do prostej geometryczne;,
dobrze znal rowniez 6wczesny sposob definiowania zupetnos$ci zbioru liczb (rzeczywistych)
przy pomocy granic ciagéw Cauchy’ego®?2. Stad mozna nazwaé jego propozycje oryginalna,
jak réwniez postulowac, iz jako punkt wyjscia do wtasnej konstrukcji przyjat on ,,juz istniejace,

gotowe” granice ciaggow. Bez komentarza pozostawil jednak konstrukcje tych granic.

Nalezy zauwazy¢, ze pomimo iz Dedekind traktowal geometri¢ jako odrebnag
dziedzine matematyki, nasuwajaca intuicyjne skojarzenia i wyobrazenia®?3, nie wprowadzit w
taki sposob, pochodzacej z tych wyobrazen i1 funkcjonujacej w analizie, wtasciwosci cigglosci.
Nie podwazat jej geometrycznego pochodzenia, ale wprowadzit j3 w kontekscie panujacych

owczesnie, arytmetyzujacych matematyke trendow.

wedhug Ingardena. Jednakze z racji pewnych uwag krytycznych, tj. zwlaszcza wskazujac na rodzajowa rdznice
miedzy sztukg a nauka (tu matematyka), nie bg¢dziemy si¢ dalej poshugiwac ta analogia.

520 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 319-320.
521 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 320-323.

522 Tak jak zostato wspomniane, metoda stworzenia zbioru R — liczb rzeczywistych, jakiej uzyt Cantor,
byta uzywana (w catosci, lub cze§ciowo) réwniez przez Cauchy’ego, Bolzana, Weierstrassa, Heinego czy Meraya.

52 Mowigc w pracy o intuicji, mamy na mysli gléwnie wizualizacjg. Przy czym nie musi ona dotyczyé
obiektow rozciaglych, ale rowniez moze opisywac struktury, ktorych poszczegélnym elementom takiej
rozciaglosci nie przypisujemy. Moze opisywacé rowniez matematyczne procesy. Por. M. Giaquinto, Visualizing in
Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.
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W przeciwienstwie do Cantora, Dedekind, odwotujac si¢ do pojecia prostej (czy jej
wlasciwos$ci), nie robil tego w celu ukazania izomorfizmu migdzy linig prosta a juz
skonstruowanym zbiorem liczb rzeczywistych (nawet po to, aby te pierwszg zarytmetyzowac).
Jego celem byla analiza cigglosci, wyabstrahowanej z takiego bytu matematycznego, ktory te
rozwazang przez niego wtasnos¢ ciggtosci posiadal, i oparcie na niej konstrukcji zbioru liczb
rzeczywistych. Rozwazajac ciaglo$¢ prostej, razem z wlasnoscia zbioru ggsto
uporzadkowanego, korzystat z wyobrazenh oraz intuicji geometrycznych czy tez
topologicznych. Na takie wskazuje 1 do nich si¢ odnosi np. Jerzy Mioduszewski, analizujagc w

aspekcie topologii geneze powstania oraz sam obiekt przekroju Dedekinda®?*,

Mioduszewski interpretuje wizualnie, w kontekscie topologicznym zbidr ciggly w
sensie Dedekinda jako zbior punktow lezacych $cisle jeden obok drugiego (dostownie — w linii
prostej), niemajacy luk (miejsc pustych), ale rowniez niemajacy zadnego miejsca zajgtego przez
wiecej niz jeden punkt. Owa cigglos¢ charakteryzujaca zbior liczb rzeczywistych byta oparta
na cigglosci wyznaczanej przez zbidr rozwazanych punktéw, ale przede wszystkim na
pierwotnym pojeciu cigglosci, wywodzacym si¢ z geometrii, a w szczegolnosci zwigzanym z
wlasciwosciami prostej. Bez wzgledu na to, czy rozpatrywane przez niego punkty uosabiaty
granice ciggoéw, nalezy pamietac¢ o tym, ze tak jak Dedekind abstrahowatl pojecie cigglosci z
geometrycznego kontekstu, tak owe punkty, nawet jesli byly odpowiednikami granic, byly w
pewnym sensie od nich abstrahowane. Natomiast jego przekroje zbioru jedynie wytwarzaly

liczby rzeczywiste, nie byly z nimi w pelni tozsame®?.

Na tej podstawie stwierdzamy, ze Dedekind musiat zalozy¢ w jaki§ sposob istnienie
takiego abstrakcyjnego bytu, na podstawie ktérego definiowal t¢ wlasno$¢, na jakiej opart catg

526

te konstrukcje®®. Uwazamy, ze tym bytem dla niego byla prosta geometryczna.

Dedekind nie bat si¢ wigc — inaczej niz Cantor — bezposrednio siggnac¢ do intuicji

geometrycznej, aby na jej podstawie formalnie uzupeiié i rozbudowaé konstrukcje liczb

524 J. Mioduszewski, Wyktady z topologii..., dz. cyt., 7, 12.

525 W tym kontekscie nalezy spostrzec, ze Dedekind nie tworzyl bezposrednio liczb rzeczywistych przy
pomocy przekrojow, a jedynie przedstawiat modelowo wlasno$¢ ich catego zbioru — struktury. W tym kontekscie
tworzenie liczb przy pomocy przekrojoéw jest raczej wykazywaniem, iz wlasnos$¢ ciagtosci jest spetniana w zbiorze
liczb rzeczywistych, niz opisywaniem procesu powstawania liczby rzeczywistej. Tym samym, aspekty
konstrukcjonistyczne, wynikaja tutaj z perspektywy strukturalistycznej, obejmujacej cata strukturg liczb
rzeczywistych istniejagcg w pewien obiektywny sposob, tak jak przedmioty Popperowskiego swiata I11.

5% Jak pisze Blaszczyk — Dedekind patrzy na takie byty matematyczne, intelektualne w sposob

intencjonalny (chodzi konkretnie o zbidr liczb rzeczywistych, z okreslonymi na nim dziataniami i relacjami. Por.
P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt.).
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rzeczywistych. Mozna si¢ zastanawiaé, czy aby przypadkiem nie jest to motywowane jego
strukturalistycznym®?’ podejéciem do dzialalnoéci w zakresie poszerzania matematycznej
wiedzy. Niemniej jednak, t¢ ceche praktyki matematycznej Dedekinda mozna tez traktowaé

jako (przynajmniej czgsciowo) niezalezng od metody strukturalistyczne;.

Strukturalistyczne podejscie (objawiajace si¢ dyktowanym przez opracowywane
struktury — a wiec byty i relacje — intencjonalizmem®?®) mogto by¢ przyczyna tego, iz Dedekind
uwzglednil naturalne relacje matematyczne, jakie w historii matematyki faczyly i tacza teorie
liczb rzeczywistych, z wykorzystywanymi w analizie wielkosciami ciagltymi, oraz idac dalej,
rowniez z geometrig. Nie ograniczyt si¢ do czeSci wiedzy, lecz uchwycit ja w znacznie

szerszym kontekscie.

To pozwolito mu skorzysta¢ z okreslonych przestanek, ktore nie wynikaty wprost
jedynie z czysto analityczno-arytmetycznego zasobu wiedzy matematycznej, ale rOwniez z
matematycznej intuicji oraz — postrzeganej owczesnie jako zbyt intuicyjna — pogladowosci

geometrycznej.

Powyzsze analizy pokazuja, ze Dedekind odnidst si¢ w swojej teorii nie tylko do teorii
stosunkow wielko$ci Eudoksosa-Euklidesa, ale rowniez — poprzez odwotanie do wihasnosci
ciggtosci prostej geometrycznej oraz formalne potaczenie tej wlasnosci z wielkoscig dyskretng
(zbiorem) — do problemu ciggle-dyskretne, a takze w pewnym sensie go rozwigzat. W
przeciwienstwie do Cantora, u ktorego zauwazyliSmy wptyw obowigzujacych w $rodowisku
naukowym paradygmatdw, ale rowniez postaw ksztattujacych jego wiasng (czasem intuicyjng)
postawe, u Dedekinda mamy do czynienia raczej z odnoszeniem i czerpaniem probleméw do
rozwigzywania ze zbioru skonstruowanej wiedzy (ktérg mozemy interpretowac jako istniejgca

obiektywnie, jak obiekty Popperowskiego §wiata III) oraz ze swiadomym odwolywaniem si¢

527 Zwazywszy na to, ze Dedekind miat duzo do czynienia z algebra, opracowal tez w sposob quasi-
aksjomatyczny arytmetyke liczb naturalnych (w czym tez wida¢ bylo naturalny rys strukturalistycznego
podejscia), jest czyms$ naturalnym, ze mogt w ten sposob ,,wyrobi¢” u siebie odpowiednia, strukturalistyczng
(calosciowa) metode i podejscie do uprawiania matematyki.

528 W przypadku Dedekinda rowniez mozemy méwié¢ o pewnym intencjonalizmie w kontekécie jego
metodologii czy szerzej — praktyki matematycznej (tak jak zostato to przedstawione odno$nie do Cantora).
Jednakze migdzy intencjonalizmami obu matematykow istnieje powazna réznica. Ot6z w przypadku Cantora,
mieliSmy do czynienia z intencjonalizmem, ktéry dotyczyt do$¢ waskich (pojedynczych) zagadnien, probleméw,
kwestii, opracowywanych przez Cantora — np. kwestii nieskonczenie matych, nieskonczenie duzych czy Hipotezy
Kontinuum (réznoliczno$¢ zbiorow N i R). W przypadku za§ Dedekinda chodzi bardziej o intencjonalizm, ktérego
kryterium jest uzyteczno$¢ danego zagadnienia, pojgcia odnos$nie do danej struktury. A wigc chodzi o
intencjonalizm, ktéry okresla zakres poje¢¢, zagadnien, ktore trzeba/mozna wykorzystaé, a takze sposob, w jaki
nalezy to zrobi¢, aby zbudowaé¢ model. To skomplikowane zagadnienie sprobujemy przeanalizowac przy pomocy
kwestii ogladu w przedostatnim rozdziale.
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do intuicji, co mialo postuzy¢ do wylonienia najwazniejszych aspektow, koniecznych do

opracowania danego problemu.

Rola teorii mnogosci
Jesli chodzi o rolg teorii mnogosci u Dedekinda, nie zauwazamy w tym przypadku
przywiazania do niej, ze wzglgdu na nig sama, co istotnie r6zni to podej$cie od Cantorowskiego.
Mamy tu do czynienia raczej z wykorzystaniem teorii mnogosci, jako formalnego narzedzia do
modelowania matematycznych problemoéw. Mozemy jednak rowniez wskaza¢ w jej kontekscie

na konkretne kwestie, ktore mialy zwigzek z wiedzg dziedziczona.

Jesli chodzi o stwierdzony wczesniej fakt, 1z Dedekind wykorzystywal teori¢ mnogosci
jako narzedzie do rozwigzywania innych probleméw matematycznych (do ich wyjasniania,
opisu 1 wreszcie rozwigzywania), mozna w konsekwencji rowniez powiedzie¢, ze stojace u
podstaw tej teorii Dingen — podstawowe elementy systeméw — mogly by¢ w istocie

wykorzystywane, aby odtwarza¢ i wyjasnia¢ calg matematyke.

Nalezy zauwazy¢, ze u Dedekinda owe podstawowe jednostki niekoniecznie musiaty
by¢ liczbami (na przyktad u pitagorejczykow tym podstawowym elementem byta jednosé¢
reprezentowana przez liczbe 1, ktéra tworzyta wszelkie inne elementy) oraz nie tworzyly z
zatozenia calego $wiata, a jedynie matematyke. Niemniej jednak mozna zauwazy¢, iz w swoim
modelu liczb naturalnych, jakim byt zbiér prosto nieskonczony, potaczyt on kwestie redukcji
pojecia liczby (tj. kwestie formalnego wyjasnienia i opisania zbioru liczb naturalnych) z

przedstawieniem jej przy pomocy podstawowych elementéw teorii mnogosci.

Chcac odpowiedzie¢ na pytanie: ,,Czym byta liczba?” w kontekscie praktyki
matematycznej Dedekinda, nalezy uwzgledni¢ jego strukturalistyczne podejscie. W jego
matematycznej praktyce ontologia podstawowych bytéw matematyki (jednostek czy liczb)
zostalta w pewien sposOb rozwigzana, poprzez strukturalistyczne propozycje w filozofii
matematyki®®®. Jednakze — jak niektérzy wskazujg — struktury nie byty wszystkim, co istniato
w matematyce Dedekinda. Jako przyklad takiej nie-struktury podaje si¢ najprostszy zbior*,

ale w przypadku Dedekinda zbiér wymaga ,,zebrania w cato$¢” pewnej ilosci elementow, tak

2 E. Reck, G. Schiemer, Structuralism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

530 J. Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice..., dz. cyt.
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wiec juz nie jest podstawowym obiektem. Takimi obiektami sg same elementy (obiekty

myslenia), jak rowniez odwzorowania.

W propozycjach strukturalistycznych przyznaje si¢ pewna ontologie (mniejsza lub
wigksza) ,,miejscom w strukturach”®3!. To moze byé rozwiazanie, jesli chcemy uznaé¢ obiekty
podstawowe w praktyce Dedekinda (zreszta podobnie jak w przypadku Cantora) wraz z
konstruowanymi strukturami. Lecz inng opcja pozostaje propozycja Jessiki Carter, ktora

zauwaza pragmatycznie, iz nie wszystko musi byé w matematyce struktura®?.

PowyzZsze moze §wiadczy¢ o tym, iz problem — tak naprawde¢ rowniez filozoficzny —
podstawowych jednostek budujacych rzeczywistos¢ matematyczng (a w kontekscie konstrukcji
R jest to rowniez problem dychotomii ciggle-dyskretne) pozostaje aktualny 1 stanowi jedng z

pierwotnych zasad matematyki.

Nieskonczenie mate w ujeciu Dedekinda

Aby lepiej méc porownac podejscie Dedekinda z podejsciem Cantora, przeanalizujmy
oszczedne, aczkolwiek obfitujgce w tres¢ — zarowno matematyczng, jak 1 metamatematyczng —
przedstawienie wielko$ci nieskonczenie matych (tj. analize¢ infinitezymalng). Nalezy jednak
zaznaczy¢, ze bedzie tu chodzito o wielkosci potencjalnie nieskonczenie mate, uzywane do
opisu granic 1 ciggtosci. Jednakze Dedekind poswigcit im caly rozdzial i mamy nadzieje, ze
jego analiza pomoze w odtworzeniu stosunkow do aktualnego aspektu tych wielkosci. Przede
wszystkim chodzi nam o wskazanie, ze Dedekind — w przeciwienstwie do Cantora — nie tyle
przejmowat panujace podejscia i obowigzujace w Srodowisku naukowym paradygmaty, co

nawigzywat do nich w kontekscie konkretnych kwestii oraz opracowywanych struktur.

W publikacji z 1872 roku Dedekind pisat:

,» Lutaj na zakonczenie powinnismy wyjasni¢ zwigzek miedzy poprzednimi badaniami a
pewnymi podstawowymi twierdzeniami analizy nieskoficzenie matej. Mowimy, ze
zmienna wielko$¢ x, ktora przechodzi przez kolejne okreslone warto$ci liczbowe, zbliza
si¢ do ustalonej warto$ci granicznej a, gdy w trakcie procesu x lezy ostatecznie migdzy

dwiema liczbami, miedzy ktorymi o sama lezy, lub co jest rownoznaczne, gdy rdznica

%81 Chodzi o strukturalizm nieeliminacyjny, np. Shapiro lub Resnika. Por. E. Reck, G. Schiemer,
Structuralism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

532 J. Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice..., dz. cyt.
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x—o wzi¢ta absolutnie staje si¢ ostatecznie mniejsza niz jakakolwiek dana warto$¢ r6zna

od zera®%,

Jak zauwazamy, Dedekind rowniez (tak jak Cantor) korzysta z pojecia nieskonczenie
matej zmiennej, wypracowanej wczesniej w matematyce (np. przez Cauchy’ego), zanim
zaczeto uzywaé weierstrassowskiego jezyka ,,delt 1 epsilonow”, stuzacego do precyzyjnego
okreslania pojecia granicy w analizie matematycznej. Jednak matematyka z Brunszwiku nie
dziwil ani nie niepokoil fakt potencjalnej mozliwosci uczynienia z roéznicy x—a, aktualnie
nieskonczenie matej wielko$ci, poniewaz nie brat tego pod uwage. Jezyk ,.delt 1 epsilonow”
nalezat do paradygmatu analizy uksztaltowanego jeszcze w X VIII wieku, a jego istota polegata
na wyeliminowaniu wielkosci nieskonczenie matych (wielkosci niearchimedesowych). Zaréwo
Dedekind, jak 1 Cantor dziatali w obrebie tego paradygmatu. Cantor wykluczyt nieskonczenie
mate implicite (probowat to uczyni¢ explicite, rtowniez poza owym paradygmatem), natomiast
Dedekind explicite si¢ do nich nie odniost (wykluczyt implicite). W kontekscie opisywanego
tu stylu matematycznego Dedekinda, ktory jest niezwykle precyzyjny i abstrakcyjny, mozna
sadzi¢, iz nie bylo to jego przeoczenie, a skutek tego, ze zaliczyt owe nieskonczenie mate
wielkosci do elementéw zbednych w jego teorii; a co wigcej — wiedzial, iz jego teoria te
wielkosci wyklucza (jego konstrukcja liczb rzeczywistych, analizowana w pierwszym

rozdziale).

Nastgpnie w omawianym rozdziale Dedekind przedstawia dwa stwierdzenia, ktore
okresla jako najwazniejsze z zakresu analizy infinitezymalne;.

Pierwsze z nich brzmi nastgpujaco: ,,Jesli wielkos¢ x rosnie w sposob ciagly, ale nie

powyzej wszystkich granic, zbliza sie do pewnej wartoéci granicznej”>.

%33 Por. ,,Es soll hier nur noch zum Schlup der Zusammenhang beleuchtet werden, welchen zwischen
unseren bisherigen Betrachtungen und gewissen Hauptsitzen der Infinitesimalanalysis besteht. Man sagt, daf eine
verdnderliche Grofe x, welche sukzessive bestimmte Zahlwerte durchlduft, sich einem festen Grenzwert o nihert,
wenn x im Laufe des Prozesses definitiv zwischen je zwei Zahlen zu liegen kommt, zwischen denen « selbst liegt,
oder was dasselbe ist, wenn die Differenz x — a absolut genommen unter jeden gegebenen, von Null verschiedenen
Wert definitiv herabsinkt .

R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332; ttum: R. Dedekind, Continuity and
irrational numbers, w: Essays on the Theory of Numbers, ttum. W. W. Beman, Kegan Paul, Trench, Trubner &
Co 2007.

534 Wichst eine Grofe x bestindig, aber nicht tiber alle Grenzen, so nihert sie sich einem Grenzwert .

R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332; thum: R. Dedekind, Continuity and irrational
numbers..., dz. cyt.
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Natomiast drugie twierdzenie prezentuje tres¢ jak ponizej: ,JJezeli w procesie zmiany
wielkosci x, dla kazdej danej dodatniej wielkosci 6 mozna okresli¢ odpowiedni punkt, od

ktorego x zmienia sie 0 mniej niz 6, to x zbliza sie do wartosci granicznej”>%°.

Drugie, cytowane powyzej twierdzenie — zauwaza Dedekind — jest tozsame z
twierdzeniem do niego odwrotnym®®: , kazda zmienna wielko$¢, ktora zbliza si¢ do warto$ci

granicznej, ostatecznie zmienia sie o mniej niz jakakolwiek dana wielko$¢ dodatnia>’.

Obydwa te twierdzenia Dedekind dowodzi. Nie bedziemy tutaj przytacza¢ doktadnych
dowodéw obu twierdzen, ale zwrocimy uwage na pewne aspekty, zbiezne ze zdaniem, jakim
podsumowuje rozdzial o analizie infinitezymalnej. Ot6z na koncu pisze, jaki byl cel
przedstawienia najwazniejszych wedlug niego aspektéw analizy infinitezymalnej (a wigc
rowniez odniesien do nieskonczenie matych wielkosci): ,, Te przyktady moga wystarczy¢, aby

wydoby¢ zwigzek miedzy zasadg ciggtosci a analizg infinitezymalng™%,

Mozna tatwo zauwazy¢, ze zalezy mu wylacznie na ukazaniu 1 zbadaniu zwigzku
pomiedzy analizg infinitezymalng (nalezy ja rozumie¢ jako zwykta analizg, budowang juz w
paradygmacie ,,zastgpowania” nieskonczenie matych, granicami) a pojeciem cigglosci. Cho¢

nie odnosi si¢ do tego — jak Cantor — wprost, to rowniez wykorzystuje nieskonczenie mate tylko

53 por. ,,L4Bt sich in dem Anderungsprozesse einer Grofe x fiir jede gegebene positive Grofe & auch eine
entsprechende Stelle angeben, von welcher ab x sich um weniger als & dndert, so ndhert sich x einem Grenzwert ”.
R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332; thum: R. Dedekind, Continuity and irrational
numbers..., dz. cyt.

%36 Dedekind nie okre$la, na czym dokladnie ta odwrotno$¢ polega (pisze tylko pod drugim —
podstawowym stwierdzeniem, ze: ,,Diese Umkehrung des leicht zu beweisenden Satzes, daf jede verdnderliche
GroBe, welche sich einem Grenzwert néhert, sich zuletzt um weniger dndert, als irgendeine gegebene positive
GroBe”. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332.). Jednak znajac jego poglady na temat
waznosci kolejnosci przedstawiania pewnych relacji i twierdzen, mozna stwierdzi¢, iz o t¢ kolejnos¢ tu chodzi.
We wezesniejszym twierdzeniu (bgdacym tu podstawowym) mowa o implikacji, gdzie po lewej stronie jest
warunek: 3xp¥8 = 0Wx,, %, = x5t |x, — x.| = &, gdzie x4.%,.x- to wyrazy pewnej zmiennej rzeczywistej X,
natomiast prawa strona to stwierdzenie, ze zmienna x zbliza si¢ do granicy. W twierdzeniu ,,odwrotnym” mamy
do czynienia z zamiang miejsc w implikacji: po lewej stronie jest stwierdzenie, ze zmienna x zbliza si¢ do granicy,
natomiast prawa strona to warunek: 3x W& = 0%x . x. = x4t |x, — x| = &, gdzie x,.%,.%. to wyrazy pewnej
zmiennej rzeczywistej X.

537 Por. ,, Diese Umkehrung des leicht zu beweisenden Satzes, dap jede verinderliche Grofe, welche sich
einem Grenzwert nédhert, sich zuletzt um weniger éndert, als ingerdeine gegebene positive Gro e, kann ebensowohl
aus dem vorhergehenden Satze wie direkt aus dem Prinzip der Stetigkeit abgeleitet werden”. R. Dedekind,
Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332; thum: R. Dedekind, Continuity and irrational numbers..., dz. cyt.
Po czym Dedekind dodaje, ze owo odwrotne twierdzenia: ,,moze by¢ wyprowadzona zar6wno z poprzedniego
twierdzenia, jak i bezposrednio z zasady ciaglosci ™.

538 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 334; ttum: R. Dedekind, Continuity and
irrational numbers..., dz. cyt.
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w ich aspekcie mierzalno$ci zmiennos$ci réznicy/odleglosci. W tym zakresie (tj. w zakresie
nieskonczenie matej zmiennej, potencjalnej, wykorzystywanej przy opisie granicy) sg przez
niego akceptowalne. W szerszym za$ (tj. w zakresie paradygmatu odnoszacego si¢ do aktualnie
nieskonczenie matych, wedlug ktérego Owczesna analiza funkcjonowata) — sa po prostu

zbedne.

W przedstawionych dowodach owych dwoch twierdzen z tego rozdziatu Dedekind
wykorzystuje proces dgzenia do wartosci granicznej (dowod Tw. 1) oraz konstrukcje przekroju
Dedekinda (dowod Tw. 2), rdwniez zwigzang z wartoscig graniczng. Zaznacza ponadto, ze
twierdzenie 1 jest rownowazne zasadzie ciaglosci®®®, natomiast dowod twierdzenia 2 réwniez
opiera si¢ na tym, na czym opiera si¢ ,,podwojny podziat wszystkich liczb rzeczywistych”>*
(czyli przekroj Dedekinda, wykorzystywany do opisu zasady ciaggtosci porzadku zbioru liczb

rzeczywistych).

Wazne jest to, ze Dedekind opisuje kwestie potencjalnie nieskonczenie matych w
kontekscie konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych. Kwestie t¢ omawiamy gléwnie w
niniejszym paragrafie, poniewaz staramy si¢ analizowa¢ przyjmowane filozoficzne przestanki,
odnoszace si¢ do ontologii, w ramach ktorej (cho¢ nie tylko) analizujemy obie nieskonczonosci
— mamy na mysli zaréwno nieskonczenie duze, jak 1 nieskonczenie mate wielkosci

(nieskonczone aktualnie).

W przypadku aktualnie nieskonczenie matych wielkosci u Dedekinda na pierwszy rzut
oka wydaje si¢, ze nie ma zadnej podstawy, aby wycigga¢ jakie§ wnioski filozoficzne.
Analizujac rozdziat o analizie infinitezymalnej w Stetigkeit und irrationale Zahlen, mozemy
zauwazy¢ fakt, iz Dedekind zwigzal definicjg cigglosci wielkosci potencjalnie nieskonczenie
mate (wielko$ci zmienne, uzywane w analizie jako pojecia pomocne dla definiowania granicy).

Stad mozna wnioskowac, ze zdawat sobie spraweg, iz skonstruowany przez niego zbior liczb

539 To twierdzenie obowiazuje tylko w kontekécie petnego zbioru liczb rzeczywistych — tj. tylko gdy
rozpatrujemy zbior spetniajacy t¢ zasade ciaglosci (mozna powiedzieé, ze to ta sama zasada, tylko opisana innymi
stowami). Twierdzenie to traci za$ ,,wazno$¢”, gdy wyjmiemy z tego zbioru (R) cho¢ jedng liczbe. Por. ,,Dieser
Satz ist dquivalent mit dem Prinzip der Stetigkeit, d. h. er verliert seine Giiltigkeit, sobald man auch nur eine reelle
Zahl in dem Gebiete als nicht vorhanden ansieht”. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332.

%40 Dedekind opiera dowdd drugiego stwierdzenia na przyjeciu cigglosci zbioru liczb rzeczywistych, w
szczegolnosci na samym pojeciu przekroju. Por. ,.Ich lasse nun einstweilen die urspriingliche Annahme fallen, und
halte nur die soeben bewiesene Tatsache fest, dafl alle spiteren Werte der Verdnderlichen x zwischen zwei
angebbaren, endlichen Werten liegen. Hierauf griinde ich eine doppelte Einteilung aller reellen Zahlen.” R.
Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 332.
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rzeczywistych, posiadajacy te wlasno$¢ ciggtosci, nie jest zwigzany z wielko$ciami aktualnie

nieskonczenie matymi.

Powyzsze rozumowanie potwierdza strukturalistyczne podejscie Dedekinda. Jak juz
kilka razy wspominali$my, zajmowal si¢ tylko obiektami i wlasnosciami bezposrednio
zwigzanymi z konkretng, opracowywang przez niego struktura, ktorg mozna traktowaé jak
pewnego rodzaju abstrakcyjny model. W zwiazku z tym, aktualnie nieskonczenie mate
wielkosci byly przez niego wykluczone, ale tylko ze struktur, ktore opracowywatl. Dedekind
nie probowat wykazac¢ ich sprzeczno$ci w catej matematyce, co istotnie rdzni jego podejscie od
metodologii Cantora. Mozna réwniez na tej podstawie sadzi¢, ze Dedekind nie rozrdzniat
ontologii aktualnie nieskoficzenie duzych i aktualnie nieskonczenie matych wielkosci. Nie brat
po prostu tych drugich pod uwagg, jak innych matematycznych elementow, obiektow, ktore nie

byly bezposrednio powigzane 1 konieczne dla opracowywanych przez niego struktur.

W celu lepszego zrozumienia stanowiska Dedekinda warto poréwnac¢ je do nieco
poZniejszego stanowiska innego niemieckiego matematyka — Davida Hilberta. Przyjmuje sie®*,
ze Hilbert ostatecznie zaksjomatyzowat pojecie liczby w roku 1900, w artykule: Uber den
ZahlbegrifP*. Wedtlug Dadaczynskiego®®®, poniewaz Hilbert kojarzony byt w pdzniejszym
okresie swojej matematycznej dziatalnosci ze stanowiskiem metodologicznego nominalizmu,
mozna na podstawie jego matematycznej praktyki takie samo podejscie zalozy¢ rowniez w
poczatkowym okresie jego tworczosci. Stad fakt, iz traktowal analogicznie geometri¢ i
arytmetyke liczb rzeczywistych, nie powinien by¢ zaskoczeniem. Skoro bowiem dla Hilberta
nie liczyla si¢ semantyka (warto$¢ tresciowa znakow), co gtownie syntaktyka (znaki i relacje
miedzy nimi) — pomimo iz byt §wiadomy tego, ze za znakami kryje si¢ zazwyczaj jakas tres¢ —
wedlug tego (jeszcze nieujawnionego przekonania) uporzadkowat analogicznie, w sposob

aksjomatyczny zaréwno geometrig, jak i arytmetyke liczb rzeczywistych.

Hilbert przedstawia nastgpujaco metode aksjomatyczng w teorii liczb:

541 P, Blaszczyk, Nota o Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta, ,,Annales Universitatis Paedagogicae
Cracoviensis Studia ad Didacticum Mathematicae Pertinentia” IV, (2012), 195-198; P. Btaszczyk, Nota o
Lehrbuch der Algebra. Einlaitung Heinricha Webera, ,,Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia
ad Didacticam Mathematicae Pertinentia” VII, (2015), 117-127.

%42 D, Hilbert, Uber den Zahlbegriff..., dz. cyt. Byta to jedna z trzech prac Hilberta, opublikowanych w
latach 1899-1900, a takze jedna z dwoch zapowiadajacych program Hilbertowskiego formalizmu.

3 J. Dadaczynski, Ontologia matematyki wczesnego Hilberta (The Early Hilbert’s Ontology of
Mathematics)..., dz. cyt., 80—81.
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,»Myslimy o systemie rzeczy; nazywamy te rzeczy numerami i oznaczamy je przez a, b,
¢,... Myslimy o tych liczbach w pewnych wzajemnych relacjach, ktorych doktadny i
pelny opis daja nastepujace aksjomaty:

I. Aksjomaty zwigzkow (1-6),

IT Aksjomaty dziatan (1-6),

III. Aksjomaty porzadku (1-4),

IV Aksjomaty cigglosci (1-2)°%,

Przy czym aksjomaty z grupy I dotycza podstawowego wyjasnienia zasad 1 kontekstu
wykonywanych w zbiorze liczb operacji (tj. dzialan). Dalsze grupy aksjomatow okreslaja
odpowiednio zasady dziatan (II) 1 porzadku (III). Aksjomaty grupy IV okreslaja zasade
cigglosci — Hilbert wymienia tu Aksjomat Archimedesa oraz Aksjomatyczng Zasadeg

Zupehosci.

Aksjomat Archimedesa u Hilberta brzmi nastepujaco:

»IV 1. (Aksjomat Archimedesa.) Jesli @ > 01 b > 0 s3 dowolnymi dwiema liczbami,
zawsze mozna doda¢ do siebie a tak czesto, ze otrzymana suma ma wlasno$¢

a+ta+.. +a>b"®,

O Aksjomacie Zupetnosci w systemie liczb rzeczywistych wypowiedziat si¢ Hilbert

nastepujaco:

»IV 2. (Aksjomat zupelnosci) Do systemu liczb [rzeczywistych] nie jest mozliwe
dodanie innego systemu przedmiotéw tak, by w powstalym w ten sposob systemie

przedmiotow byly spelnione réwnoczesnie wszystkie aksjomaty I, II, III [chodzi o

%44 Por. ,,Wir denken ein System von Dingen; wir nennen diese Dinge Zahlen und bezeichnen sie mit a,
b, ¢, ... . Wir denken diese Zahlen in gewissen gegenseitigen Beziehungen, deren genaue und vollstdndige
Beschreibung durch die folgenden Axiome geschieht:

L. Axiome der Verkniipfung (1-6),
1L Axiome der Rechnung (1-6),
I1I. Axiome der Anordnung (1-4),
Iv. Axiome der Stetigkeit (1-2)”.
D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff..., dz. cyt., 180—183.

%4 Por. ,,IV 1. (Archimedisches Axiom) Wenn a > 0 und b > () zwei beliebige Zahlen sind, so ist es stets
maoglich, a zu sich selbst so oft zu addiren daf die entstehende Summe die Eigenschaft hat

ata+..+a>b".

D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff..., dz. cyt., 183.
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pewne zbiory aksjomatow] i aksjomat IV 1; lub krotko: liczby [rzeczywiste] tworza
system przedmiotow, ktory, przy zachowaniu wszystkich aksjomatow, nie moze by¢ w
zaden sposob rozszerzony [...]. Watpliwosci, ktore w ogole byly podnoszone co do
istnienia calo$ci wszystkich liczb rzeczywistych i co do istnienia wszelkich zbiorow
nieskonczonych, tracag wobec zaprezentowanego wyzej ujecia wszelka prawomocnosé:
jako zbioru liczb rzeczywistych nie traktowalismy wyzej ogétu wszystkich mozliwych
praw, wedhug ktérych nastepuja po sobie elementy jakiego$ ciggu podstawowego, lecz
— wiasnie jak to wyzej zostato przedstawione — jako system przedmiotow, ktérych
wzajemne relacje dane sg przez wskazany wyzej skonczony i domknigty system
aksjomatéw I-IV. Wypowiedzi o przedmiotach owego systemu majg wazno$¢ tylko
wtedy, gdy mozna je wyprowadzi¢ z aksjomatéw na drodze skonczonej liczby

wnioskowan logicznych”%4,

Nalezy zwroci¢ w tym miejscu uwage na fakt, iz u podstaw swojej aksjomatycznej
teorii Hilbert §ladem Dedekinda sigga do czynnosci umystowej, jaka jest ,,myS$lenie o systemie
rzeczy”. Jednak w odroznieniu od matematyka z Brunszwiku, nie pisze, iz elementy danego
zbioru (systemu) sg rowniez rzeczami. Mozna to interpretowac nastepujgco: wprawdzie Hilbert
zdawat sobie sprawe z zawartosci poje¢ w kontekscie semantycznym, chciat mimo to unikngé
odwotania do zawartos$ci innej niz sama zawartos¢ syntaktyczna. Dlatego tez nie odwotywat
si¢ do istnienia w umysle samej rzeczy (Dinge), ktora mogta zawiera¢ dowolng tres¢, ale
potozyt akcent na myslenie o systemie rzeczy, ktory to system zawieratl bezposrednio owe
numerowane rzeczy. Mozna powiedzie¢, ze odseparowat tym samym pojecie zbioru od
konotacji semantycznej. Jak wiadomo, Dedekind az takiej wyraznej potrzeby nie widzial, jesli
juz wiec posadza¢ go o przejawy metodologicznego nominalizmu, to raczej s3 one dos¢

umiarkowane w porownaniu do stanowiska Hilberta.

Drugi istotny fakt dotyczy grupy IV aksjomatow, tzw. aksjomatow cigglosci Hilberta.
Jak przedstawiono wcze$niej, skladaty si¢ na te grupe dwa aksjomaty. Pierwszy z nich
uzupehnial teori¢ liczb rzeczywistych, wypracowana przez Cantora, o zasad¢ wykluczenia
nieskonczenie matych (ktérej Cantor, mimo swojego sprzeciwu wobec ich istnienia — w swojej
teorii formalnie nie zamie$cit), natomiast drugi dotyczyt kwestii zupetnosci. Lecz nie byla to

zupelnos$¢ przestrzeni metrycznej (matematyczna), a raczej okre§lenie metamatematycznej

56 D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff..., dz. cyt., 183—184. Thumaczenie za: J. Dadaczyfski, Ontologia
matematyki wczesnego Hilberta (The Early Hilbert’s Ontology of Mathematics)..., dz. cyt., 80-81 przyp.5.
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zasady zupetnosci teorii liczb rzeczywistych Hilberta. Zdanie w aksjomacie IV 2. odnosito si¢

do zbioru samych aksjomatdw, nie za$ do zbioru wszystkich twierdzen tej teorii.

Nalezy stwierdzi¢, iz wspodlczesnie w matematyce klasycznej uznaje si¢, ze obie
konstrukcje liczb rzeczywistych sa rownowazne, choé sformutowane na dwa rozne sposoby>*.
Co jest jednak interesujace z punktu widzenia filozofii matematyki, a takze w konteks$cie
analizy poroéwnawczej dzialalnosci naukowej Cantora i Dedekinda®*®, to fakt, iz w przypadku
matematyki niestandardowej odkrywamy jednak do$¢ istotng réznice miedzy nimi. Réznica ta
odnosi si¢ do definiowania wtasciwosci ciggtosci 1 zupelnosci zbioru. W szczegdlnosci chodzi
o fakt, iz wlasno$¢ zupetnosci zbioru, wskazywana w ramach konstrukcji liczb rzeczywistych
przez Cantora, jest spelniana rowniez w zbiorach (czy tez ciatach) niestandardowych, natomiast

wlasnos¢ ciggtosci zbioru w sensie Dedekinda — juz nie®*°.

47 Btaszczyk zwraca uwage na fakt, iz wspotczesna konstrukcja liczb rzeczywistych, nazywana

konstrukcjg Cantora, jest w rzeczywistosci tym, co przedstawit Heine. Nie jest to jednak zadna przeszkoda dla
przeprowadzenia porownawczych analiz pomigdzy Dedekindem oraz Cantorem w kontekscie wspotczesnej teorii
matematycznej. Gtownie z uwagi na to, ze Cantor w gldwnych aspektach swojej teorii mial wiele wspolnego,
podobnie jak Heine oraz Méray, z Weierstrassem czy tez z Cauchy’m i Lagrange’em.

548 Fakt ten moze by¢ istotny dlatego, ze pomimo dosy¢ duzych réznic migdzy zamiarami, metodami,
oraz pewnymi kierunkami dziatania naukowego obu matematykow, kwestia nieskonczenie matych wielkosci byta
w sposob nieoczywisty (w przeciwienstwie np. do kwestii konstrukcji liczb rzeczywistych, teorii mnogosci czy
tez arytmetyki, ktore nalezaly do oczywistych owczes$nie podstaw arytmetyki) czyms, co nie tylko potaczyto ich
pracg, ale rowniez, dzieki pewnej przekrojowosci prac Cantora i Dedekinda reprezentujacej XIX wiek, stworzyto
mozliwos¢ oceny Owczesnego podejscia matematykow do formalizacji matematyki (rugowania z niej
nieskonczenie matych wielkosci), zwtaszcza w kontekscie wspotczesnej wiedzy matematyczne;j.

*9 W teorii cial uporzadkowanych (a wige w teorii ujmujacej liczby — rowniez rzeczywiste — w sposob
aksjomatyczny, ktorego pionierem byt Hilbert w 1900 roku (D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff..., dz. cyt.) istnieje
siedem wersji Aksjomatu Ciaglosci. Dwie z tych wersji zawieraja odpowiednio:

a. wlasnos¢ cigglosci w sensie Dedekinda — aksjomat C1 —,,Zaden przekroj Dedekinda zbioru (F, <)
nie wyznacza luki” (P. Btaszczyk, O ciafach uporzqdkowanych..., dz. cyt., 23.) oraz

b. wlasnos¢ zupelnosci w sensie Cauchy’ego (nalezy pamigtaé, ze wihasnos¢ ta odnosi si¢
wspotczesnie do przestrzeni metrycznych, jednak w zbiorze liczb rzeczywistych wystarczy zadaé¢
modut réznicy miedzy dwiema kazdymi liczbami rzeczywistymi f=|a-b|, bedacy tzw. funkcja
odlegtosci, aby uzyskacé przestrzen metryczng liczb rzeczywistych; nalezy jednak zauwazy¢, ze
zadajac funkcje odleglosci, w pewien sposob — cho¢ co prawda do$¢ naturalnie —
rozbudowywujemy strukture samego zbioru liczb rzeczywistych z zadang jedynie relacjg porzadku)
— aksjomat C4 — ,(F,+,-0,1,<) jest ciatem archimedesowym oraz dla dowolnego ciagu {x,} = F
spetniajacego warunek Cauchy’ego istnieje takie o € F, ze rEL_'rri x, = a" (P. Blaszezyk, O cialach

uporzgdkowanych..., dz. cyt., 23.). Innymi stowy, aksjomat C4 brzmi: (F,+,.0,1,<) jest ciatlem
archimedesowym oraz kazdy ciagg Cauchy’ego w tym ciele ma granice.

Pierwsza wtasno$¢ jest zawarta w konstrukceji (rowniez wspotczesnej) Dedekinda liczb rzeczywistych,
natomiast druga wtasnos¢ (cho¢ dotyczy wspotczesnie przestrzeni metrycznych) byta wykorzystana przez Cantora
do scharakteryzowania jego konstrukcji liczb rzeczywistych. Wspolczesnie wskazuje si¢ na istnienie ciat
niearchimedesowych, w ramach ktorych kazdy ciag Cauchy’ego ma granicg, jednak nie istnieja ciata
niearchimedesowe, w ktorych zaden przekroj nie wyznacza luki. Wynika to z tego, ze Aksjomat Ciagglosci wedtug
Dedekinda, zawiera ukryty Aksjomat Archimedesa. Natomiast wilasnos$¢, ktora Cantor wykorzystat, aby
scharakteryzowa¢ ciagto$¢ w zbiorze liczb rzeczywistych, nie jest wystarczajaca do scharakteryzowania tego
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Jest to istotne o tyle, o ile wezmiemy pod uwage takze podej$cie (matematyczne, ale
réwniez kazde inne) Cantora i Dedekinda do wielkosci nieskonczenie matych. W zwigzku z
réznicami w ich podejsciu do tych wielkosci, wyniki, jakie wspolczesnie otrzymujemy w
kontekscie wypracowanych przez nich teorii, mogg by¢ istotne z punktu widzenia analizy
porownawczej przeprowadzanej w niniejszej pracy, jak i ogélnych wnioskow, jakie bedzie
mozna wyciggnaé na temat praktyki matematycznej (zwlaszcza procesoOw umystowych czy

rozstrzygni¢¢ metodologicznych podmiotu matematycznego).

Podsumowujac: bardzo istotnym punktem analizy pordwnawczej zatozen>*° Cantora i
Dedekinda jest kwestia stosunku do wielko$ci nieskoficzenie matych (czyli do tzw. analizy
infinitezymalnej). Analizujac podej$cie Dedekinda, a nastepnie odnoszac si¢ do podejscia
Cantora, mozna stwierdzi¢, ze ten pierwszy nie mial problemow z wielko§ciami nieskonczenie
matymi, poniewaz sam ich nie tworzyt w ramach uzywanych struktur. Nie miat zatem potrzeby
udowadnia¢, ze nie istniejg w calej matematyce ani w jakiejkolwiek teorii, bo w ogole si¢ do
nich nie odnosit wprost. Niektorzy moga ttumaczy¢ to podejscie konstruktywistyczng (tu
konstrukcjonistyczng) zasada konstruowalnosci obiektow™>!. Jednakze opowiadamy sie tutaj
raczej za strukturalistyczno-metodologicznymi zatozeniami Dedekinda, ktore mogly
motywowa¢ takie dzialania matematyczne. Jak wskazywalismy, Dedekind modelowat
matematyczne problemy przy pomocy struktur, a jego intencjonalna dziatalnos$¢ skierowana
byta tylko na te elementy, jakie wchodzity bezposrednio w opracowywane struktury. Jesli
mieliby$my okresli¢ krotko matematyczng praktyke Dedekinda, to — pamigtajac, ze style

matematyczne oscyluja pomiedzy stylami lokalnymi a metodologicznymi®®? — musieliby$my

zbioru — wystepuje w aksjomacie ciaglosci jako jeden z cztondéw koniunkcji, obok niezbednej wiasciwosci
archimedesowosci. Por. P. Blaszczyk, O cialach uporzqgdkowanych..., dz. cyt., 24; P. Blaszczyk, M. Fila, Cantor
on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt., 155.

%50 Probujgc zestawié réznice miedzy praktykg matematyczng oraz wykorzystywanymi ($wiadomie badz
nie§wiadomie) zalozeniami filozoficznymi dwoch matematykoéw, pordwnujemy nie tylko poszczegdlne metody,
wypowiedziane zatoZenia czy oczekiwania. Bo w ten sposdb mozna bytoby pominac¢ réznice zasadnicze (whasciwe
dla glebokiego rozumienia probleméw matematycznych, a takze wystepujace pomiedzy szeroko rozumianymi
postawami naukowymi wobec tych problemdéw) oraz uzna¢ za podobiefistwa aspekty, ktore rozpatrywane w
szerszym konteks$cie podobienstwami nie s3.

INp. Murawski w: R. Murawski, O czym rozprawiajqg matematycy, czyli o statusie bytowym
przedmiotow matematyki..., dz. cyt.

%52 Dodatkowo nawigzuja do stylow adekwatnych dla konkretnego okresu historycznego. Jest to zwigzane
ze spolecznym i kulturowym wymiarem matematyki. Poprzez komunikacj¢ matematyka istnieje w Scistej
zaleznosci od kontekstu tej komunikacji, a wigc jest zwigzana z podobnym rozumieniem sensu, z podobnymi
uzywanymi metodami oraz zrozumialymi dla wszystkich (i przez wigkszo$¢ oczekiwanymi), kierunkami
prowadzonych badan. Por. P. Mancosu, Mathematical Style..., dz. cyt.
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wzig¢ przede wszystkim pod uwage jego indywidualng, dominujaca perspektywe

strukturalistyczng®®®.

Mozna w zwiazku z powyzszym, po pierwsze, zauwazy¢ zwigzek miedzy postawami
Cantora 1 Dedekinda, na ktére miaty wplyw obowigzujace w oOwczesnym sSrodowisku
paradygmaty 1 podejscia. Jednakze w przypadku Dedekinda obserwujemy typowe
skoncentrowanie si¢ na konkretnych problemach, oraz rozpatrywanie ich wobec konkretnych,

opracowywanych struktur — czego nie zauwazamy u Cantora.
Wewnetrzny realizm ontologiczny Dedekinda

Obiekty podstawowe

Pierwsza kwestia, czyli przedstawienie przedmiotéw myslenia (rzeczy — Dingen) jako
podstawowych jednostek budujacych catg teori¢ mnogosci, w polaczeniu z nawigzaniem do
»swiata mysli”’, w kontek§cie udowadniania istnienia zbioru nieskonczonego, stanowi
wystarczajacg przestanke, aby uznac teori¢ mnogosci Dedekinda za mozliwg do interpretacji w
ramach ontologicznego realizmu wewnetrznego. Wydaje si¢, ze realizm ten jest bardziej
wyrazny niz u Cantora. Rozpatrujgc te elementy rownoczesnie, mozna wnioskowac o istnieniu
(wedlug Dedekinda) $wiata mysli, gdzie podstawowe jednostki teorii mnogos$ci istniejg
wszystkie aktualnie — poniewaz jest ich nieskonczona ilos¢, a ich istnienie nie zalezy od umystu.
Jednak Dedekind niekoniecznie utozsamia 6w $§wiat mysli z umystem, a tym bardziej z jakims
wydzielonym obszarem rzeczywistosci, w jakim w dodatku moglyby te obiekty istnie¢
niezaleznie od cztowieka. Nasuwa to mysl, ze pomocna do interpretacji moze by¢ Popperowska

koncepcja trzech §wiatow.

Chociaz pierwsze akapity pracy Dedekinda byly omowione jako przyktad jego
precyzji i konsekwencji oraz metody jego dziatania, jakg bylo matematyczne modelowanie,
tekst ten stanowi rOwniez podstawe rozwazan na temat ontologii matematycznych bytow z jego
teorii. Uwazamy, Ze to podejs$cie moglo zawiera¢ akceptacj¢ podstawowej, nieskomplikowanej
ontologii realistycznej matematycznych obiektéw. Chodzi w zasadzie o Dingen —rzeczy bedace

podstawowymi elementami, jednostkami w Systemach.

%53 Dodajac owe indywidualistyczne cechy do okreslajacych dang praktyke, wiasciwosci lokalnych i
metodologicznych, nalezy mie¢ $wiadomos¢, iz zakrawa to na pewien rodzaj (czeSciowego przynajmniej)
psychologizmu w filozofii matematyki. Pomimo kontrowersji krazacych na temat psychologizacji nauki, nalezy
zdawac¢ sobie sprawe, ze w kontekscie coraz bardziej zdobywajacej popularno$¢ filozofii praktyki matematycznej,
a takze teorii o matematyce ucielesnionej, psychologizacji (indywidualizacji) pewnych zagadnien nie da si¢
catkowicie unikna¢ czy wykluczy¢.
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Dlatego przytoczymy tu fragment jego wypowiedzi:

Lfozumiem przez rzecz kazdy przedmiot naszej myS$li. Aby moc tatwo mowi¢ o
rzeczach, oznaczamy je symbolami, np. literami i o$mielamy si¢ moéwi¢ krotko o rzeczy
a lub po prostu a, kiedy mamy na mysli rzecz oznaczong przez a, a nie samg literg a.
Rzecz jest calkowicie zdeterminowana przez wszystko, co mozna o niej powiedzie¢ lub
pomysle¢. Rzecz a jest tym samym, co b (tozsame z b), oraz b tym samym, co a, kiedy
wszystko, co mozna pomysle¢ o a, mozna tez pomyslec o b, 1 kiedy wszystko, co mozna

pomysleé o b, mozna tez pomysleé o @,

Mozna zaobserwowac¢ odniesienia Dedekinda do swiata mysli, w szczegolnosci do
tych elementow™>®, ktére nazwat rzeczami (Dingen)>*®, a ktére w jego ujeciu, tworzyly whagnie

matematyczne zbiory, poprzez ,,pomyslenie ich w calo$ci” (czy zebranie ich w cato$¢)®’.

Jesli przeanalizujemy kwestie ontologiczne — wspdlnie — zarowno w konteksScie jego
odniesien do podstaw teorii mnogosci, a takze (dalej przedstawionego) dowodu na istnienie
zbioru nieskonczonego, mozemy stwierdzi¢, iz przedmioty myslenia, o jakich wspomina na
poczatku pracy z 1888 roku, sg przedmiotami ,,$§wiata mysli” (w dodatku nieskonczonego), o
ktorym pisze w dowodzie istnienia zbioru nieskonczonego. Ponizej przedstawione zostanie
doktadniej owo odniesienie Dedekinda, jednak juz teraz mozna wspomnie¢, ze cho¢ nie
tlumaczyt si¢ z tego, by¢ moze wcale nie musiat, jesli zalozymy, iz rzeczywiscie zaliczat ,,Swiat
mysli”, a wigc bedacy immamentny wzgledem umystu ludzkiego, do swiata matematyki (czy

nawet to zawieranie si¢ byto rozumiane przez niego w odwrotnym porzadku)®°8.

%54 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344.

%5 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344. Nalezy zauwazyé, iz Dedekind nie
opisuje specjalnie tego $wiata, nie odnosi si¢ tez do niego jako do konkretnego rodzaju rzeczywistosci. Lecz w
niniejszej pracy postulujemy jego uznanie, poniewaz Dedekind pisze na samym poczatku wyraznie o ,,rzeczy”, a
dopiero potem o tym, co mozna o niej pomysle¢ lub powiedzie¢ (mimo ze rzecz tez jest dla niego wszystkim tym,
co moze by¢ obiektem mysli). W tym kontekscie przyjmujemy, ze dla Dedekinda ,,rzecz” nie byta jedynie zbiorem
swoich wlasnosci, a wige w jaki$ sposob istniata i byta mozliwa do uchwycenia mys$leniem — istniata ptaszczyzna
wspolna dla ,,rzeczy” i my$lenia.

%56 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344.
%57 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 344.

%58 Chodzi tu konkretnie o to, ze Dedekind mégl uwazaé swoje odniesienia do $wiata myséli (w kontekscie
takich poje¢ pierwszych jak przedmioty-elementy, funkcje czy wlasnosci — np. ciagltosci) zard6wno za oczywista
cze$¢ matematyki (wtedy powiedzielibysmy, ze jego logicyzm, tj. sprowadzanie matematyki do teorii mnogosci
czy logiki — w zaleznos$ci od interpretacji — byt bogatszy niz standardowa logika czy teoria mnogosci), jak i cala
matematyke mogt uwazac za pewien wytwor umystu cztowieka, i w tym sensie przychyli¢ mozna by si¢ byto do
jego konstruktywizmu (tu konstrukcjonizmu), czasem mu przypisywanego (wtedy mozna by bylo traktowac
matematyke jako wypadkowa lub przedtuzenie ,,$wiata my$li” podmiotu matematycznego).
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Oczywiscie, nalezy zaznaczy¢, iz jest to jedna z propozycji, poniewaz Dedekind,
rozwazajac jako element zbioru przedmiot mysli Ding, nie wyjasnial, czy wzial si¢ on z same;]
mys$li, czy powstal w konsekwencji jakiego§ oddzialywania §wiata zewngtrznego. Dlatego
podejécie Dedekinda do matematyki mozna sklasyfikowaé jako proponowany przez nas
pragmatyczny realizm ontologiczny, wewnetrzny wzgledem praktyki matematycznej
(odpowiadajacy pod pewnymi wzgledami platonizmowi deflacyjnemu)>®® lub po prostu rodzaj
jakiego$ wewnetrznego realizmu, okreslajacego zapatrywania Dedekinda na ontologi¢ bytow
matematycznych. Co odpowiada proponowanemu w niniejszej pracy — dwuwymiarowemu —
pragmatycznemu realizmowi.

Wydaje sie, ze mozemy stwierdzi¢, i1z dla Dedekinda czynnosci, ktéore wykonywat

umyst matematyka, mogty byé czeécia tej matematyki°®

. Wydaje si¢ rowniez, ze taki poglad
mozna u niego bez problemu obroni¢, wiasnie np. ze wzgledu na owo odwotanie si¢ do ,,$wiata
mysli”, ale i do whasnos$ci cigglosci prostej, omdwione wczesniej, rozwazane wlasnie w tym

Swiecie mysli”°®?.,

Podstawowymi obiektami, obiektami ,,wewnetrznymi” wzgledem praktyki
matematycznej Dedekinda, na pewno byly elementy zbioru, jak i same zbiory. Jak wynika z
wczesniejszych analiz, do obiektéw podstawowych zaliczal roéwniez odwzorowania. Przez
wzglad na dynamike tych drugich (nie rozpatrywat ich jako zbiory argumentoéw i1 wartosci, a
jako funkcj¢ przypisujaca wartosci argumentom) czyni to jego ontologi¢ podstaw matematyki

odmienng od Cantorowskiej.

%59 1. Horsten, Deflating Platonism, w:L. Horsten, Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

%60 Niektorzy twierdza, ze Dedekindowska ,,redukcja ostatecznie sprowadzata sie do ‘praw mysli”. J.
Ferreiros, E.H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers, Sets, and
Functions..., dz. cyt. Jednakze, nawet jesli tak byto (cho¢ my nie taczymy owej redukcji z okreslaniem Dedekinda
jako logicysty, ze wzgledu na wspotczesng definicje logiki), to nalezy uwzgledni¢ rowniez fakt, ze do owego
»Swiata mysli” odwotywatl si¢ on rowniez, aby siggnac po znajdujace si¢ tam ,,rzeczy” (Dingen) oraz wyobrazenie
o ciagtosci prostej. Ostatecznie wiec owa redukcja sprowadzala si¢ rowniez — oprocz praw — do elementow tego
$wiata. Przypisujac Dedekindowi czysty konceptualizm, mozemy popetni¢ btad. Dedekind nie okresla bowiem
tego, jak wedlug niego 6w S$wiat mysli istnieje. Czy jako efekt solipsystycznej ontologii matematycznego
podmiotu, czy tez w wyniku interakcji tego podmiotu ze $wiatem rzeczywistym, w tym innymi podmiotami, a
takze ostatecznie wplywajac na wptywanie trzeciego, abstrakcyjnego $wiata (jak u Poppera, por. K.R. Popper,
Wiedza obiektywna..., dz. cyt.).

%1 Przypominajac, iz Dedekind nie odnosil si¢ do owej plaszczyzny wspdlnej dla przedmiotow
matematycznych i myslenia, nie konkretyzowal jej w kontekscie podstaw teorii mnogosci czy podstaw konstrukcji
liczb rzeczywistych, zaktadamy mozliwo$¢ nazwania jej ,,§wiatem mys$li”. Rostrzygajacym argumentem jest tutaj
fakt, iz definiujac oraz udowadniajac istnienie zbioru nieskonczonego, $wiat ten zostal przez niego dokladnie tak
nazwany. Por. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 357.
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Odwzorowanie systemu wedtug Dedekinda to pewne prawo, reguta (Gesetz), ktora
moéwi, ze kazdemu okres§lonemu elementowi s z systemu S przynalezy okres§lona rzecz (Ding),
ktoérg symbolicznie opisujemy jako ¢(s) i nazywamy obrazem (Bild) s°%2. Jednoczesnie pisze
tez, ze przyktadem odwzorowania systemu moze by¢ przypisanie symboli i nazw do elementow

563

systemu>°°. Chociaz wigc odwzorowanie jest prawem, w praktyce wymaga wykonania pewnej

umystowej czynnosci — zarowno do stworzenia tego prawa, jak i do jego odtworzenia.

Wspolczesnie rowniez czasem wskazuje si¢ na fakt, ze funkcja (jako pojecie
stosowane wymiennie z odwzorowaniem) jest pewnym okreSlonym przyporzadkowaniem
warto$ci do kazdego elementu pewnego zbioru. Niemniej jednak znana jest tez definicja funkcji
podana przez Giuseppe Peano w 1911 roku, gdzie funkcja nazywamy pewna relacje okreslong
na gotowych zbiorach X1 Y, taka ze kazdemu elementowi ze zbioru X jest przyporzadkowany
doktadnie jeden element ze zbioru Y°%4. Nalezy zauwazy¢, ze Dedekind nie dazy do ukazania
odwzorowania jako relacji miedzy elementami wybranymi z danych zbiorow. Mozna
powiedzie¢, ze odréznia on odwzorowanie jako pewna zasade determinujgaca czynno$¢
przyporzadkowywania pewnemu zakresowi elementow, pewnych wartosci bedacych obrazami
tych elementow, od skutku wprowadzenia tej zasady w czyn, tj. relacji migdzy
odpowiadajacymi sobie elementami ze zbioru wyjsciowego (zbioru argumentéw) oraz ze
zbioru bedacego obrazem zbioru wyjsciowego wzgledem danego odwzorowania (tj. zbioru

wartosci).

Wskazanie na czynnosciowe znaczenie poj¢cia odwzorowania (lac. functio —
dziatanie, wykonywanie) wspiera przypisywany Dedekindowi aspekt konstrukcjonizmu, jego
poczatkowe okreslenie, iz jest to zasada, regula, pozwala sadzi¢, iz przyjmowat on je jako
podstawowy przedmiot matematycznej refleksji oraz praktyki. Nie bylo to przelomowe

podejscie — byto to raczej zgodne z dziewigtnastowiecznym pojmowaniem podstaw teorii

%62 Por. ,, Unter einer Abbildung ¢ eines Systems S wird ein Gesetz verstanden, nach welchem zu jedem
bestimmten Element s von S ein bestimmtes Ding gehort, welches das Bild von s heiflt und mit ¢(s) bezeichnet
wird”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 349.

%63 Por. ,, Als ein Beispiel einer Abbildung eines Systems ist schon die Belegung seiner Elemente mit
bestimmten Zeichen oder Namen anzusehen ”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 349.

%64 G. Peano, Giuseppe Peano, Sulla definizione di funzione, ,,Atti della Reale Accademiadei Lincei” 20,
(1911), 3-5.
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mnogos$ci 1 logiki, gdzie zaliczano do nich (jak np. Frege) zarowno zbiory, ich elementy

(przedmioty), jak i funkcje, oraz ttumaczono je doniostym prawem mysli®®.

Z ontologicznego punktu widzenia, poprzez funkcje nalezaloby w takim wypadku
rozumie¢ nie tyle obiekt statyczny, co raczej zwigzany z pewng dynamika, poniewaz
determinujacy okreslone dziatania i operacje na catkowicie podstawowych obiektach (tj.
elementach 1 zbiorach). Zwlaszcza, ze Dedekind wyraznie rozrézniat odwzorowanie od jego

)°%¢. Chodzitoby rowniez o taki obiekt, ktory niejako taczy elementy

wyniku (tj. zbioru wartosci
1 obiekty ze sobg (poprzez relacje¢ element—obraz elementu oraz zbidr—obraz zbioru), a takze
pozwala tworzy¢ nowe. Wydaje si¢ wigc, ze odwzorowanie, chociaz zaliczane przez Dedekinda
do obiektéw podstawowych jak np. zbidr (powstajacy poprzez zebranie w mysli wszystkich
elementéw w jedng cato$¢), miatloby inny rodzaj ontologii niz sam zbidr czy jego elementy.
Zarysowany problem przekracza ramy niniejszego opracowania, powinien by¢ wigc tematem
odrebnych, szerszych badan. W pracy pozostaniemy przy ogolnym zaliczeniu odwzorowania

do grupy podstawowych elementow matematyki Dedekinda razem z Dingen — elementami

zbioru oraz zbiorem okreslanym jako System.

Nalezy doda¢, ze wydaje si¢, iz wyzej wymienione obiekty (jednakze bez pojecia
odwzorowania) byty rowniez obiektami podstawowymi w odniesieniu do konstrukcji zbioru
liczb rzeczywistych. Co prawda Dedekind zaczat rozwazania w pracy z 1872 roku od whasnosci
systemu liczb wymiernych, rozpatrywanych jako struktura ztozona z samego zbioru, ale i z
okreslonymi na nim dzialaniami 1 relacjg porzadku. Niemniej jednak, odnidst si¢ gtownie do
zbioru liczb wymiernych, aby na ich przyktadzie pokaza¢ brak wtasnosci cigglosci. Owa
wlasno$¢ za$ zdefiniowat przy pomocy odniesienia do prostej ztozonej z punktow (tj. przy

pomocy zbioru punktowego).

%65 B, Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

%66 Dodatkowo Dedekind pisze, iz owo odwzorowanie z T, zawarte w odwzorowaniu ¢ z S, mozemy
nazwa¢ dla uproszczenia tak samo, czyli ¢p. Dopuszcza wiec, ze moze istnie¢ inne odwzorowanie ¢ rézne od ¢,
ktére jednak ,,wykonane” na systemie 7, daje w efekcie te same rzeczy (Ding), co odwzorowanie ¢. Rzeczy te
opisywane symbolami ¢(2), ¢(t) spetniajg rownanie: ¢(2)=¢(?) dla kazdego elementu t nalezacego do systemu 7.
Por. ,,Ist nun T irgendein Teil von S, so ist in der Abbildung ¢ von S zugleich eine bestimmte Abbildung von T’
enthalten, welche der Einfachheit wegen wohl mit demselben Zeichen ¢ bezeichnet werden darf. [...] jedem
Elemente ¢ des Systems 7 dasselbe Bild ¢(?) entspricht, welches ¢ als Element von S besitzt. [...] zugleich soll das
System, welches aus allen Bildern ¢(?) besteht, das Bild von T heiflen und mit ¢(7) bezeichnet werden, wodurch
auch die Bedeutung von ¢(S) erklért ist” R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 349.
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Wzmocnienie ontologii w kontekscie wielkosci nieskonczonczonych

Tak jak wczes$niej zostato wspomniane, Dedekind odnoszac si¢ do ,,$wiata mys$li”
odnos$nie zbioru nieskonczonego (w dowodzie na jego istnienie), wzmocnil ontologi¢ swojej
teorii mnogosci (tj. bardziej podkreslit jej role, w przeciwienstwie do Cantora, u ktérego w
analogicznych okolicznos$ciach wskazywalismy na ostabienie tej roli). Jesli chodzi o stosunek
Dedekinda do zbioréw nieskonczonych, nalezy wspomnie¢, iz zauwazal on po pierwsze
(podobnie jak Bolzano), iz paradoksalna wtasciwos¢ zbiorow nieskonczonych (ze cato$¢ zbioru
nieskonczonego jest rowna swojej odpowiedniej czesci — wlasciwemu podzbiorowi) moze je
definiowaé. Przeprowadzit nawet oryginalng analiz¢ skonczonosci w kategoriach

nieskonczonosci®®’

. Dodatkowo, udowodnit twierdzenie, ktore mowi, ze istnieja zbiory
nieskonczone. Wspominamy o podejsciu Dedekinda do zbioréw aktualnie nieskonczenie
duzych w tym miejscu, aby zestawi¢ to stanowisko ze stanowiskiem wzgledem wielkos$ci
nieskonczenie matych, a takze aby lepiej porownac je w efekcie ze stanowiskiem Cantora do

tego rodzaju obiektow matematycznych.

Dedekind traktowat teori¢ mnogosci jak narzedzie do formalnego objasniania i1
ugruntowania sensu matematycznych tresci, stad mozemy sadzi¢ iz ontologia akceptowana
przez niego odno$nie do teorii mnogosci byta rowniez podstawowg ontologia dla pozostatych
matematycznych tresci, jakimi si¢ zajmowat. Ponizej przedstawimy w zarysie dowdd istnienia

zbioru nieskonczonego i potrzebne objasnienia.

Rozdziat 5 Was sind und was sollen die Zahlen? zawiera teori¢ zbiorow skonczonych i
nieskonczonych. A takze znang definicj¢ zbioru nieskonczonego, od ktorej zreszta si¢ zaczyna.
Dedekind pisze: ,,O systemie S mowi si¢, ze jest nieskonczony, jesli jest podobny do
odpowiedniej czesci samego siebie (32); w przeciwnym przypadku S nazywany jest systemem

skonczonym™ 2%,

Nalezy zauwazy¢ w tym miejscu zaréwno precyzje, jak i1 zwieztos¢. Dedekind
wydobywa takg cechg zbioréw nieskonczonych, ktora w wystarczajacy sposob odrdznia zbiory
nieskonczone od skonczonych. Wiecej Dedekind napisze na temat dowodu istnienia zbioréw

nieskonczonych. Nie bedziemy tu przytacza¢ catego dowodu, poniewaz zostat on zacytowany

%67 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.
%8 Por. ,,Ein System S heiBt unendlich, wenn es einem echten Teile seiner selbst dhnlich ist (32); im

entgegengesetzten Falle heifit S ein endliches System”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz.
cyt., 357.
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wczesniej, jednakze zwrocimy uwage na trzy najwazniejsze rzeczy — 1. Dedekind odwotuje si¢
do pewnego $wiata mysli, 2. $wiat ten jest nieskonczony, 3. jest on gotowa, aktualng catoscia
wszystkich jego elementow. Wiemy, ze liczba tych elementéw byta nieskonczona, stad chodzi
w tym dowodzie o nieskonczono$¢ aktualng. Dedekind stwierdza w (okrojonym w tym miejscu)

dowodzie istnienia zbioru nieskonczonego:

,»,M0j Swiat mysli, tj. cato$¢ S wszystkich rzeczy, ktore moga by¢ przedmiotem mojego

myslenia, jest nieskoficzona [...]. W konsekwencji S jest nieskoficzone, c.n.u.”®,

Dalsze stwierdzenia w czterech kolejnych punktach po dowodzie istnienia zbioru
nieskonczonego sg dosy¢ trywialne z punktu widzenia intuicji oraz wspotczesnej matematyki.
Po pierwsze, Dedekind wskazuje na to, ze jesli dwa systemy sa do siebie podobne, to oba musza
by¢ albo skonczone, albo nieskoficzone®™®. Po drugie, stwierdza, ze jesli jakas cze$¢ systemu
jest nieskonczona, to caly system musi by¢ rowniez nieskonczony (lub ze kazda czgs¢ systemu
skohczonego réwniez musi by¢ skonczona)®™. Nastepnie zamieszcza wniosek, wynikajacy z
dwoch wezesniejszych punktow, o tym, ze system podobny do czesci skonczonego zbioru jest
skonczony®’2. I na koficu rozdziatu o nieskonczonosci Dedekind dodatkowo stwierdza z pozoru
trywialny fakt (w jego praktyce matematycznej mozna zauwazy¢ wiele z pozoru trywialnych

twierdzen, ktore okazujg si¢ potem wazniejsze, niz si¢ wydawalo), ze jesli system z

569 Por. ,, 66. Satz. Es gibt unendliche Systeme. Beweis *). Meine Gedankenwelt, d. h. die Gesamtheit
S aller Dinge, welche Gegenstand meines Denkens sein kdnnen, ist unendlich. Denn wenn s ein Element von S
bedeutet, so ist der Gedanke s, da3 s Gegenstand meines Denkens sein kann, selbst ein Element von S. Sieht man
dasselbe als Bild ¢(s) des Elementes s an, so hat daher die hierdurch bestimmte Abbildung y von S die Eigenschaft,
daf} das Bild S’ Teil von S ist; und zwar ist S’ echter Teil von S, weil es in S Elemente gibt (z. B. mein eigenes Ich),
welche von jedem solchen Gedanken s’ verschieden und deshalb nicht in S’ enthalten sind. Endlich leuchtet ein,
daB, wenn a, b verschiedene Elemente von S sind, auch ihre Bilder a’, b’ verschieden sind, daf also die Abbildung
¢ eine deutliche (dhnliche) ist (26). Mithin ist S unendlich, w. z. b. w.”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen?..., dz. cyt., 357. Dedekind w przypisie dodaje, ze podobng uwage mozna znalez¢ w §13 dzieta Bolzano
(Paradoksy nieskonczonosci) z 1851 roku.

50 Por. ,,67. Satz. Sind R, S #hnliche Systeme, so ist R endlich oder unendlich, je nachdem S endlich oder
unendlich ist”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 358.

51 Por. ,, 68. Satz. Jedes System S, welches einen unendlichen Teil T besitzt, ist ebenfalls unendlich; oder
mit anderen Worten, jeder Teil eines endlichen Systems ist endlich”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen?..., dz. cyt., 358.

572 Por. ,,69. Satz. Jedes System, welches einem Teile eines endlichen Systems dhnlich ist, ist selbst
endlich”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 359.
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wylaczeniem jednego elementu jest skonczony, to po dolaczeniu elementu wczesniej

wylaczonego rowniez jest skoficzony®’>,

Nalezy przyjrzec¢ si¢ — jak juz zostatlo wspomniane — pierwszemu zdaniu w dowodzie
Dedekinda. Utozsamia on §wiat mysli z catoscig S wszystkich rzeczy, ktore moga byc¢
przedmiotem jego myslenia. Odwoluje si¢ wigc do pewnych rzeczy, mogacych by¢
przedmiotami myslenia, w sposob uprzedni do samej czynnosci myslenia. To z kolei jest
argumentem, iz nie tylko podstawom teorii mnogos$ci przypisywal on pewnego rodzaju realizm
— jaki$ rodzaj istnienia, ale rowniez przypisywal go bardziej zaawansowanym i

skomplikowanym strukturom.

Dodatkowo Dedekind okresla ,,$wiat mysli” podczas dowodu jako zawierajacy
(aktualnie) nieskonczenie wiele elementow. Mimo iz jest to Swiat mysli, a wigc $wiat bedacy
w jakiej$ zaleznosci od umystu podmiotu matematycznego, jest on nieskonczony. W jakis§ wiec
sposob musi poza umyst wykracza¢ — wszak wedtug intuicjonistéw nawet umyst idealnego
matematyka nie jest w stanie uja¢ nieskonczonosci aktualnej, poniewaz potrzebny bytby do
tego nieskonczony odcinek czasowy, aby moc wykona¢ nieskonczong ilo§¢ krokow danej
operacji. Stad mozna twierdzi¢, ze ow ,,$wiat mysli”, do ktérego Dedekind si¢ odwotuje, nie
oznacza jedynie przyjecia ontologii konstrukcjonistycznej (nie oznacza, iz przedmioty $wiata
mysli sg jedynie dostownym wytworem umystu i istniejg tylko w umysle), ale wzmocnienie
ontologii  ostabiajgcej konceptualistyczny  konstruktywizm — poprzez czesciowe
uniezaleznienie ontologii obiektow matematycznych od umystu matematycznego podmiotu,
np. wskazaniem na pewng cigglo$¢ powstatych (skonstruowanych) obiektow w perspektywie

spoteczno-historyczne;.

Dodatkowo, w kontek$cie tego, co wyzej zauwazone, nalezy przyznaé, iz w praktyce
matematycznej Dedekinda, oprocz strukturalistycznego podejscia do matematycznych badan,
mozna rozpozna¢ roéwniez taka strukturalistyczng ontologi¢ obiektow, jakimi si¢ w tych
badaniach zajmowal. Nie oznacza to, ze wszystkie obiekty w praktyce matematycznej
Dedekinda byly strukturami (co moze potwierdza¢ przypuszczenie, wyrazone przez Jessice
Carter)°’*. Nie oznacza to rowniez, ze badat on dane i gotowe struktury, a raczej intuicje na

temat wymaganych konkretnych struktur oraz konstruowal ich modele. Kierujac sie

578 Por. ,, 70. Satz. Ist a ein Element von S, und ist der Inbegriff T aller von a verschiedenen Elemente von
S endlich, so ist auch S endlich”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, 1888, Fr. Vieweg und Sohn,
Braunschweig, w GW: s. 359.

574 J. Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice..., dz. cyt.
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topologicznym nazewnictwem Bartlomieja Skowrona, zamieszczonym w jego ksigzce: Czes¢ i
catosé. W strone topoontologii®™, mozna stwierdzi¢ iz Dedekind budowal optymalna,

matematyczng przestrzen dla wymaganych struktur (tj. liczb rzeczywistych i naturalnych).

Ostatecznie, analizujac rodzaj strukturalizmu ontologicznego, jakim mozna najblizej
opisa¢ ten Dedekindowski, nalezy zwréci¢ si¢ raczej w kierunku strukturalizmu
nieeliminacyjnego. Jedyna kwestig, ktora moze pozostaé watpliwa, jest to, czy ma by¢ on
bardziej zblizony do propozycji Charlesa Parsonsa (ze wzgledu na niewymagajace silnej
ontologii modelowanie), czy do propozycji Stewarda Shapiro (ze wzgledu na realizm, jaki
mozna zauwazy¢ w kontekécie Dedekinda teorii mnogoséci)®’®. Jesli rozréznimy kwestie teorii
mnogosci jako narzedzia i kwestie¢ modeli tworzonych przy jej pomocy jak kwesti¢ zbiorow
liczbowych, dla ktéorych modele byly tworzone, mozna jednak zasadniczo przychyla¢ si¢ do

obu tych propozycji, w zaleznosci od aspektu, jaki rozpatrujemy.

Bez rozrézniania tych kwestii, patrzac na praktyke matematyczng Dedekinda jak na
pewna calo$¢, mozna uwzgledni¢ réwnoczesnie obydwie perspektywy — zar6wno obiektow
podstawowych (jak elementy-rzeczy), jak i struktur (zbiory liczbowe, teoriomnogosciowe).
Paul Benacerraf podkreslat, ze wspotczesna matematyka nie zajmuje si¢ indywidualnymi
obiektami bez kontekstu struktur, Ze nie rozpatruje si¢ innych wtasciwosci elementdéw 1 relacji
pomiedzy nimi niz strukturalne®’’. Tutaj bedzie chodzito raczej o to, ze Dedekind nie

rozpatrywat ,,wewnetrznej” natury matematycznych obiektow podstawowych (jak okreslit to
Michael Resnik)®°’8.

Dodatkowo mozna rozwaza¢ strukturalizm Dedekinda w perspektywie teorii kategorii
— z uwagi na podkre§lang przez niego role odwzorowania. Takie skojarzenie praktyki
matematycznej Dedekinda, tj. postrzeganie jako podstawowego narzedzia, ale jednoczesnie
podstaw matematyki nie samej teorii mnogosci ale raczej teorii kategorii, proponuja np. Leo

579

Corry, Colin McLarty i1 José Ferreiros®®. Wskazuje si¢ tez strukturalistyczng ontologie jako

575 B. Skowron, Czesé i catosé. W strone topoontologii..., dz. cyt.

576 B, Reck, G. Schiemer, Structuralism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

577 P. Benacerraf, What numbers could not be?, ,,Philosophical Review” 74, (1965), 70.

578 M.D. Resnik, Mathematics as a science of patterns: ontology and reference, ,Nots” 15, (1981), 529.

58 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.
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pewien wynik, ale jednocze$nie wymog strukturalistycznej metodologii, ktorej Dedekind byt

$wiadomy (albo przynajmniej powinien by¢ §wiadomy)®8°.

Interesujace wydaje sie, iz obydwaj matematycy — Cantor i Dedekind — pomimo wielu
réznic w swojej praktyce matematycznej, w konfrontacji z kwestig nieskonczonosci aktualnej
napotykali na podobne poznawcze problemy, ktére probowali rozwigzaé. Uogdlnienie
poznawcze, jakiego dokonal Cantor po raz pierwszy, aby ujaé¢ symbolicznie nieskonczong
wielkos$¢, a takze operowanie pojeciami w celu wytwarzania kolejnych nieskonczonosciowych
symboli powodowato, iz nie byt przekonany, jaka ostatecznie symbole te majg zawartos¢. To
motywowalo go do poszukiwania argumentdow poza matematyka, za istnieniem
nieskonczonos$ci aktualnej, aby odnie$¢ si¢ w jaki§ sposob do ewentualnej tresci symboli
nieskonczonosciowych. Dedekind natomiast udowadnial istnienie zbioréw nieskonczonych w
sposob meta-matematyczny. Odwotywat si¢ do mozliwosci logicznej, potencjalnej zaistnienia
nieskonczenie wielu mysli w swoim $wiecie mysli, ale rowniez — uzywajac pojecia ,,moj swiat
mys$li” — odnidst si¢ do tego, ze owag nieskonczonos¢ mozna uja¢ rowniez tak, ze mozna
uchwyci¢ jej istniejaca aktualnie tres¢ — innymi stowy, okreslenie ,,zbior nieskonczony” nie jest
puste semantycznie. Nawet jesli jego opis formalny zbioru nieskonczonego jest rtownowazny z
mozliwoscig potencjalnie nieskonczonej, umystowej konstrukcji, Dedekindowskie odniesienie
do ,$wiata mysli” pokazuje, ze mozna go uja¢ umystowo, niejako réwniez w sposdb
immamentny (nie wspominajac juz o tym, ze Dedekind nie wypowiadat si¢, czy matematyczne

obiekty istniejg poza dzialalno$cig umystu, czy nie).

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢ iz Dedekind w konteks$cie nieskonczonosci aktualne;j
wzmocnit ontologi¢ obiektow, nad jakimi pracowal. Realizm pragmatyczny wzgledem jego
praktyki matematycznej jest fatwiejszy do opisania niz w przypadku Cantora, poprzez
bezposrednie odniesienia do pewnego rodzaju pogladowosci 1 matematycznego praktycyzmu
(odnosnie do obiektow podstawowych, jak 1 wzgledem konstruowanych modeli liczbowych).
Dodatkowo Dedekind bardziej niz Cantor akcentowal kwestie konstrukcyjne 1 tre$¢ zbioru
nieskonczonego, a nie tylko odniost si¢ do stwierdzonej przez Bolzano juz wczesniej
wiasciwosci, iz cze$¢ wlasciwa zbioru nieskonczonego jest rownoliczna z jego caloscig (do
czego Cantor si¢ glownie odwotywat). Dlatego to praktyce matematycznej Dedekinda, a nie

Cantora przypisujemy mocniejszy aspekt realizmu pragmatycznego.

%80 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.
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4.3 Podsumowanie

Ontologiczny realizm, w jakim proponuje si¢ rozpatrywaé abstrakcyjne byty
matematyczne stosowane przez Cantora i Dedekinda, posiada dwa wymiary. Przede wszystkim
istnieje wymiar wewngtrzny wzgledem tej praktyki matematycznej (tj. obiekty matematyczne
istnieja, w tym sg wprowadzane wzgledem danego matematycznego podmiotu, poniewaz sg
przedmiotem praktyki matematycznej tego podmiotu). Ale podkreslano réwniez wpltyw tzw.
wiedzy tta — wiedzy dziedziczonej, jaka w pewnym stopniu kazdy matematyk na poczatku
przyswoit — dlatego tez wskazujemy, ze realizm nalezy rozpatrywa¢ wzgledem perspektywy
historyczno-spotecznej (tj. obiekty matematyczne istnieja, jako wprowadzone 1 obiektywnie

komunikowalne przedmioty historyczno-spotecznego dyskursu).

Chociaz zostalo wskazane, iz struktury, ktére konstruowali i badali Cantor oraz
Dedekind, moga w $cis$le okreslonym znaczeniu mie¢ przyznany status istniejacych realnie,
wewnetrznie wzgledem matematycznej praktyki (zgodnie z koncepcja wewnetrznego
realizmu®®?), to za Jessica Carter uwazamy, iz nie nalezy ograniczaé ontologii matematycznej
do struktur. Sposobem na to, aby nie ogranicza¢ praktyki matematycznej, jest dopuszczenie
roznorodnos$ci praktyk matematycznych, ktore moga w roézny sposob dotyczyé
matematycznych obiektow>®2. Stad w wymiarze ontologii wzgledem indywidualnej praktyki
matematycznej wyrozniamy dodatkowo obiekty podstawowe (takie ktorych si¢ nie definiuje

badz nie konstruuje).

W przypadku Cantora mozemy jako podstawowe obiekty matematyczne wymieni¢
obiekty teoriomnogosciowe — gldéwnie bedzie chodzi¢ o sam zbior, ktérego Cantor poczatkowo
nie zdefiniowal, ale mozna réwniez zaliczy¢ do tych obiektow same elementy zbioru, o ktoérych
wspomina w definicjach zbioru w podzniejszym okresie pracy naukowej. Jednak oprocz
obiektéw teoriomnogosciowych mozna jeszcze wymieni¢ liczby wymierne, ktére byty w jego
mniemaniu podstawowymi — wzgledem innych (zwlaszcza rzeczywistych) liczb —

wielkos$ciami liczbowymi.

%81 7. Krdl, O platonizmie w teorii mnogosci..., dz. cyt.

%82 Jak to robi np. Keith Devlin, rozrézniajagc nauke wykonywania pewnych procedur, wykonywanie
nowych procedur, ale rowniez poszukiwanie nowych, adekwatnych do danej sytuacji sposobéw rozwiazywania
problemow, a mozliwe jest to wedlug Devlina dopiero po zrozumieniu szerszego sensu i kontekstu tych
problemow — czasem do wykonania tylko przez geniuszy. K. Devlin, Myslenie matematyczne. Twoj nowy sposob
pojmowania Swiata..., dz. cyt., 15,90.
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Wsréd bardziej ztozonych obiektow, jakie odnajdujemy w praktyce matematycznej
Cantora, warto wymieni¢ same liczby rzeczywiste, prosta rzeczywista, liczby kardynalne czy
porzadkowe, jak rowniez — w pewnym sensie — sam zbidr nieskonczony (w tym nieskonczony

iloczyn zbiorow potggowych).

Probujac wymieni¢ obiekty podstawowe z grupy obiektéw omawianych w rozdziale
dotyczacym ontologii Dedekinda, na pewno nalezy wspomnie¢ o rzeczach — Dingen,
stanowigcych najbardziej podstawowe elementy zbioru. Nast¢pnie mozna wspomnie¢ sam
zbior — nazywany przez Dedekinda Systemem — bardziej ztozony, bo powstaty w wyniku
umystowej operacji na bardziej podstawowych obiektach — elementach zebranych przez
pomyslenie w calos$¢. Ostatecznie mozna rowniez odnies¢ si¢ do odwzorowania, jako obiektu-
zasady, zwigzanego z dynamikg praktyki matematycznej, poniewaz okreslajacego
wykonywanie okreslonej operacji umystowej oraz bedacego w konsekwencji narzedziem
faczacym statyczne obiekty matematyczne (poniewaz na nich operujgcym), jak i

wytwarzajacym nowe.

Z bardziej ztozonych obiektow nalezy wymieni¢ wszystkie pozostate struktury
skonstruowane przez Dedekinda, wlacznie z dwoma modelami liczbowymi (R 1 N), oraz takie,
do ktorych si¢ odwotywal, jak na przyktad zbiér liczb wymiernych wraz z dzialaniami i
porzadkiem czy prosta ztozong z punktow, na ktorej okreslit wtasnos¢ ciggtosci. Mniej ztozone
niz same modele obiekty to na przyktad zdefiniowany przez Dedekinda nad-zbior ztozony ze

zbiorow czy tancuch (Kette), bedacy podstawg zbioru prosto nieskonczonego (tj. modelu N).

Jesli chodzi o istnienie obiektow i kwestii matematycznych wzgledem perspektywy
historyczno-spotecznej, przedstawione zostaty elementy matematyki, jakie posiadaja pewnego
rodzaju cigglo$¢ wzgledem tej perspektywy — tj. zostaly wprowadzone wczedniej, 1 nastepnie
sa rozwijane lub wykorzystywane do rozwijania innych obiektow lub kwestii przy pomocy
dostepnych, matematycznych metod. NazwaliSmy te obiekty i kwestie wiedza dziedziczona.
Gléwnymi aspektami owej dziedziczonej wiedzy byta konstrukcja liczb rzeczywistych jako
odpowiedZ na problem niewymiernosci 1 program arytmetyzacji analizy (u obydwu
matematykow) oraz zawierajaca nawigzanie do starozytnej teorii stosunkow wielkosci
Eudoksosa-Euklidesa (u Dedekinda), a takze kwestia samej teorii mnogosci jako pewne
nawigzanie do starozytnej propozycji podstawowych jednostek tworzacych wszystko u Cantora

lub tylko matematyke (ale nie w sposob absolutny) u Dedekinda, oraz wreszcie kwestia
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wielko$ci nieskonczenie matych i nieskonczenie wielkich jako pewien probierz, jak obaj

matematycy w praktyce wykorzystywali wiedze¢ dziedziczong.
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5 Krytyczna ocena i rewizja dominujgcych interpretacji: Cantor-platonik i

Dedekind-konstuktywista (Teza I)
Jednym z zasadniczych celéw niniejszej rozprawy jest krytyczna ocena i rewizja
dominujacego w literaturze radykalnego rozréznienia: Cantor-platonik i Dedekind-
konstruktywista. Uwazamy bowiem w $wietle dotychczasowych analiz, ze nie jest to jedyna

mozliwa interpretacja ich stanowisk filozoficznych, a samo stanowisko moze by¢ ostabiane

(Teza ).
W celu wykonania tego zadania zostaty dobrane trzy tezy pomocnicze::

Teza a: U Cantora mozna zrekonstruowa¢ elementy konstrukcjonizmu poznawczo-
metodologicznego, zwigzanego z ontologicznym strukturalizmem w jego praktyce

matematycznej.

Teza b: U Dedekinda mozna rozpozna¢ przejawy filozoficznej postawy strukturalizmu
epistemiczno-metodologicznego, bedacego przyczyng, a nie skutkiem elementoéw

konstrukcjonistycznych.

Teza c: Tezy a oraz b nie wykluczaja pewnej pragmatycznej rzeczywisto$ci zardwno u
Cantora, jak 1 u Dedekinda, w ktorej moga istnie¢ matematyczne byty (podstawowe, jak 1

konstruowane z nich struktury).

W tym rozdziale zajmiemy si¢ najpierw analizag 1 probg uzasadnienia tych tez

pomocniczych, a nastepnie przejdziemy do omawiania 1 dyskusji tezy gldwne;.

Aby uzasadni¢ Teze a, przypomnimy wybrane, skonstruowane struktury matematyczne
Cantora (takie jak zbior liczb rzeczywistych wraz z izomorficzng z nim linig rzeczywista, sam
zbidr nieskonczony, nieskoficzony zbior potegowy oraz nieskonczone liczby porzadkowe i
kardynalne, a takze zbidr pusty). Przypomnimy rowniez, ze matematyk ten w swojej praktyce
naukowej nie definiowat prostych, narzucajacych si¢ obiektow, ale musiat opisywac takie, ktore
wymagaly intencjonalnych umystowych czynnosci konstrukcyjnych — tj. konstruowat je.
Oprzemy si¢ przy tym na juz omowionych przykladach, korzystajac ze wspodiczesnych
rozwazan na temat intuicji matematycznej (w szczeg6lnosci z propozycji wizualizowania

obiektow matematycznych), jak i na ogélnej definicji intencjonalnosci.

W celu uzasadnienia Tezy b, przypomnimy przyktady skonstruowanych przez

Dedekinda zbioréw liczbowych (tj. zbioru liczb rzeczywistych oraz liczb naturalnych) oraz
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stosowang przez niego metode modelowania teoriomnogosciowego w zakresie podstaw
matematyki. Istotne s tutaj przedstawiane przez niego konkretne zatozenia, precyzja i
konsekwencja wyprowadzania kolejnych elementow struktur oraz efektywnos$¢ budowanych
modeli. Metoda ta — jak przypomnimy — zwigzana byta nie tylko ze strukturalistyczng
metodologia, ale rowniez z epistemologia przyjmowang przez Dedekinda. Pokazemy, iz jego
konstrukcjonizm wynika z przyj¢tej metody budowania strukturalnych, teoriomnogos$ciowych

modeli liczbowych.

Ostatecznie wskazemy na mozliwos¢ przypisania zarowno Cantorowi, jak 1
Dedekindowi pewnego rodzaju konstrukcjonizmu poznawczego, jako podstawowego elementu
indywidualnej praktyki matematycznej. Wskazemy jednak rdéznice miedzy obydwoma

matematykami w tym aspekcie.

Dla uzasadnienia Tezy ¢ przypomnimy obiekty podstawowe (liczby wymierne oraz
zbiory u Cantora, jak 1 Dingen u Dedekinda, stanowigce podstawowe teoriomnogosciowe
jednostki) oraz struktury (zbiory liczbowe N 1 R, a takze struktury teoriomnogosciowe), jakich
dotyczyly ich teorie matematyczne — zardowno w kontekscie ich indywidualnej praktyki
matematycznej, jak 1 ich odniesien do wiedzy obiektywnej. Bedziemy argumentowac, ze taki
rodzaj ontologii jest mozliwy, poniewaz wspomniane obiekty stanowily przedmiot
analizowane] praktyki matematycznej. Jako ze owag ontologi¢ rozpatrujemy nie tylko w
perspektywie obiektow podstawowych, ale rowniez struktur, mozna bedzie przypisa¢ obydwu
matematykom strukturalizm ontologiczny (w przeciwienstwie do metodologiczno-
epistemologicznego). Dodatkowo przedstawimy argumenty rozrdzniajace ontologie obiektow

matematycznych Dedekinda oraz Cantora.

Aby uzasadni¢ Teze 1, rozpatrzymy kolejno wnioski, jakie zostaty otrzymane w ramach
uzasadniania tez a, b oraz ¢. Przede wszystkim przedyskutujemy konstrukcjonizm poznawczy,
jaki przypisany zostal w niniejszej pracy obu matematykom. Nawigzemy w tym celu do
propozycji Kanta oraz wspolczesnych uwag na temat intuicji matematycznej. Bedziemy
twierdzi¢, ze matematyka, jaka uprawiat Cantor, nie byla jedynie w prosty sposob odkrywana
poprzez pewna forme¢ naocznosci, ale istotne byly réwniez §wiadome i zamierzone umystowe
operacje konstrukcyjne, wraz z towarzyszacym im celem. Bedziemy argumentowac réwniez za
stanowiskiem, ze operacje te nie dotyczyly jedynie jezyka i warstwy pojeciowej, ale takze

semantyKki (tresci tych pojgc).
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Przedyskutujemy rowniez strukturalizm epistemologiczno-metodologiczny Dedekinda.
Przeanalizujemy przypisywang Dedekindowi metod¢ modelowania teoriomnogos$ciowego w
zakresie podstaw matematyki, w kontekécie metody matematycznego modelowania
wykorzystywanej do badania problemdéw pozamatematycznych. Pokazemy, ze celem
Dedekinda nie bylo bezposrednio konstruowanie liczb rzeczywistych i naturalnych jako
samych w sobie obiektow, ale opracowanie optymalnych struktur teoretycznych, w jakich
mozna uwzgledni¢ wszystkie niezbedne wilasnosci tych zbiorow liczbowych, a takze przy

pomocy ktorych mozna owe zbiory liczbowe opisa¢ formalnie.

Rozwazymy tez realizm, przypisywany obiektom praktyki matematycznej Cantora i
Dedekinda. Pomimo abstrakcyjno$ci matematycznych obiektéw, wskazemy po pierwsze na
realizm, bedacy pochodng indywidualnej praktyki matematycznej (tj. realizm wewngtrzny
wzgledem matematyki). Pokazemy rowniez, ze realizm ten mozna opisa¢ przy pomocy
propozycji Poppera, poniewaz ontologia obiektéw indywidualnej praktyki matematycznej jest
Scisle zwigzana z ontologig obiektywnej wiedzy matematycznej, do jakiej zard6wno Cantor, jak

1 Dedekind nawigzywali, jak i w jakiej ich naukowy dorobek zostal utrwalony.

Ostatecznie wskazemy — w kontekscie opozycji do skrajnych wizji platonizmu Cantora
oraz konceptualistycznego konstruktywizmu Dedekinda — ze mozna zrekonstruowaé podobne
aspekty filozofi matematyki u tych matematykéw. Sa to konstrukcjonizm dotyczacy
poznawczego budowania matematycznych struktur oraz ontologiczny realizm Popperowski w
zakresie II 1 III $wiata, zawierajacy czgsciowo ontologiczny strukturalizm. Pozwoli to na
zrekonstruowanie alternatywnej wobec rozroznienia platonik—konstruktywista propozycji
filozofii matematyki Cantora 1 Dedekinda. Nie podwazy to bezposrednio dyskutowanej
tradycji, jednakze posrednio alternatywg tg wskazemy na pewne podstawowe podobienstwa w
filozofiach matematyki obu wuczonych domagajace si¢ rewizji dotychczasowych

dychotomicznych interpretacji ich dokonan.

W rozprawie gléwnym celem jest ostabienie niemozliwej w pelni do utrzymania
opozycji platonizm—konstruktywizm, kojarzonej w niektérych kregach z Cantorem 1
Dedekindem, oraz zaproponowanie dla niej alternatywy. Jako propozycje wyjSciowe
rozwazaliSmy platonizm deklarowany przez Cantora w kontekscie nieskonczonosci aktualnej
oraz opracowany przez Dadaczynskiego, a takze konstruktywizm przypisywany Dedekindowi
przez Lukasiewicza, jak i Murawskiego, oparty na wypowiedziach na temat tworzenia liczb

(rzeczywistych i naturalnych).
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W zwiazku z tym, rozdziat zaczniemy od omowienia tych dyskutowanych w niniejsze;j
pracy stanowisk (tj. od omdéwienia opozycji Cantor-platonik vs. Dedekind-konstruktywista i
konceptualista). Nastepnie omowimy rekonstruowane kwestie epistemologiczne i zwigzane z
nimi metodologiczne, to jest konstrukcjonizmu Cantora oraz strukturalizmu epistemiczno-
metodologicznego Dedekinda, przypisujac im obydwu pewien rodzaj konstrukcjonizmu
poznawczego, ktory u drugiego z matematykow uzalezniony jest $ciSle od wskazanego
strukturalizmu jako nadrzgdnej (ale nie zastepczej) perspektywy. W ostatniej czesci omoéwimy
rekonstruowang kwesti¢ ontologii, wskazujac po pierwsze na realizm wewnetrzny wzgledem
praktyki matematycznej obydwu matematykow, oraz, po drugie, na zwigzany z nim realizm
wiedzy obiektywnej, wytworzonej w danym konteks$cie spoleczno-historycznym. Kwestia
strukturalizmu omdwiona w jednym z wczesniejszych rozdzialdéw dotyczy réwniez ontologii,
dlatego wskazemy na rdéznorodno$¢ wymienionych obiektow istniejacych, dzielac je na
podstawowe 1 na konstruowane z nich struktury — dotyczy¢ to bedzie zar6wno Cantora, jak i
Dedekinda. W podsumowaniu postaramy si¢ zestawi¢ dyskutowang perspektywe filozofii

matematyki z perspektywa rekonstruowang w tej rozprawie.

5.1 Krytyczna analiza dychotomicznego obrazu Cantor-platonik vs. Dedekind-

konstruktywista i konceptualista

Deklarowany platonizm Cantora

Istnieje wiele opracowan, ktore omawiajg platonizm Cantora (jak rowniez kwesti¢
innych, przypisywanych mu zatozen filozoficznych)*®. Z uwagi na wielo$¢ podobnych uje¢ w
niniejszej pracy skupimy si¢ na interpretacjach autorstwa polskich filozofow i matematykow,
w ktorej przypisuje si¢ Cantorowi platonizm jako wiodace zatozenie filozoficzne w

4

matematyce®®®. Istnieje roéwniez wiele opracowan, omawiajacych sam matematyczny

platonizm, jego rodzaje, jak i jego zwigzek z oryginalng filozofig Platona, stad nalezy

%83 K. Hauser, Cantor’s concept of set in the light of Plato’s Philebus, ,,The Review of Metaphysics” 63,
(2010) nr 4, 783-805; J.E. Hester, Metaphysics in Mathematics, ,arXiv’ 2103.10512, (2021), doi:
https://doi.org/10.48550/arXiv.2103.10512.; @. Linnebo, Platonism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.

%84 J. Dadaczyniski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.; J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt.; Z. Krol,
Platonizm w matematyce a platonizm w naukach matematyczno-przyrodniczych..., dz. cyt.; R. Murawski, Filozofia
matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.; K. Wojtowicz, Problem istnienia we wspoiczesnej filozofii matematyki,
,.Przeglad Filozoficzny — Nowa seria R. VI 21, (1997) nr 1, 55-78.
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podkresli¢, ze bedziemy si¢ opiera¢ gldwnie na interpretacji zalozen filozoficznych Cantora w

duchu platonizmu dokonanej przez Jerzego Dadaczynskiego®®.

Dadaczynski zauwaza, ze odniesienia Cantora do filozofii platonskiej miaty miejsce
zasadniczo w kontekscie zbiorow nieskonczonych, a konkretnie liczb pozaskonczonych. Jest to
istotny aspekt rozwazan dotyczacych nieskonczonosci w ogole, a takze rozwazan dotyczacych
reakcji na nig opisujacego ja (badz natrafiajacego na nig) podmiotu. Jak jednak Dadaczynski
zauwaza dalej, mozna pod pewnymi wzgledami przypisa¢ Cantorowi platonistyczne zatozenia
w odniesieniu do reszty jego dzialalnoSci matematycznej — chodzi gléwnie o podstawy
matematyki (jak konstrukcja liczb rzeczywistych), jednakze mozna tez bez problemu przypisac

Cantorowi te zatozenia na tle catosci jego praktyki matematyczne;j®e®.

Najwazniejszym aspektem zalozen filozoficznych Cantora, ktéry jest poddawany
krytycznej analizie w niniejszej pracy, jest watek radykalnego platonizmu. Dadaczynski ujmuje
kwesti¢ w bardziej wyrafinowany sposob. Wskazuje on, iz przypisywanie Cantorowi wylacznie
stanowiska platonskiego jest uproszczeniem. Rekonstruuje on watek spinozjansko-fichteanski,
a takze watek pre-formalizmu metodycznego. Jednakze opiera on swoje analizy gtownie na
filozoficznych uwagach (deklaracjach) Cantora. Mozna powiedzie¢, ze analizy niniejszej pracy
sg uzupetnieniem prac Dadaczynskiego o komplementarng analiz¢ praktyki matematycznej
Cantora w zakresie podstaw matematyki. Uwzglednimy tutaj alternatywng propozycje
przestanek filozoficznych towarzyszacych jego praktyce matematycznej, a takze
przeprowadzimy analize poréwnawczg z praktyka matematyczng Dedekinda. To pierwsze jest
zwigzane z — niekoniecznie uswiadomionymi — nowymi zatozeniami filozoficznymi,
uwiktanymi w analizowane fragmenty matematyki. To drugie za$§ pozwala wytonié
charakterystyke praktyki naukowej Cantora, jego przed-naukowe zatozenia i cele, ktore

niekoniecznie musiat lub chciat komunikowaé wprost.

Korzystajac z wnioskéw przedstawionych przez Dadaczynskiego, mozna oprze¢ si¢ na
dwoch kwestiach. Pierwsza z nich jest zatozZenie o istnieniu sfery transsubiektywnej, w ktorej
matematyczne przedmioty juz istniejg w pelni, niezaleznie od matematycznego podmiotu i jego

dzialalnosci. Nieistotna jest budowa tej sfery i jej konsekwencje, mogace powodowaé

%85 J. Dadaczyniski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.

588 J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zatozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. ..., dz. cyt.,
1-2.
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antynomie (tj. ze sfera ta jest ustrukturyzowana teoriomnogosciowo, przede wszystkim jesli
chodzi o abstrakcyjne byty, oraz ,,nie jest ‘uwarstwiona’ wedlug zasad Russellowskiej teorii
typow’ 7). Wazny jest jednak zwiazek ze sferg intersubiektywna, tj. ze sfera poje¢, a takze to,
ze jednym z podstawowych abstrakcyjnych obiektow w filozoficznych deklaracjach Cantora
byt zbi6r*®,

Szczegolnie wazny — ale tu podwazany — jest fakt, iz istnienie sfery transsubiektywne;j
z perspektywy platonistycznej w pewien sposob determinuje sfer¢ intrasubiektywna, a wiec w
konsekwencji determinuje réwniez dzialanie samego, matematycznego podmiotu®®. Nie
pozostawia miejsca na tworcze elementy dziatalnosci naukowej — tu matematyczne;.
Dodatkowa rzeczg jest to, ze Dadaczynski przedstawia niejako platonizm z perspektywy
zewngetrznej (filozoficznej 1 teologicznej) u Cantora, poniewaz opiera si¢ na jego deklaracjach
pozamatematycznych, ktorymi matematyk z Halle uzupetnia matematyczne rozumowanie. W
tej rozprawie najistotniejsza jest perspektywa wewnetrzna praktyki matematycznej, ktéra nie
jest tak radykalna, jak zewnetrzna, bo nie wyklucza twoérczosci matematycznego podmiotu 1
uzaleznia istnienie od samej praktyki (indywidualnej i spoteczno-historycznej). Dodatkowo
perspektywa ta nie wymaga angazowania tak silnych argumentoéw ontologicznych, jak np. teza
Sw. Augustyna ,,0 realnym istnieniu liczb catkowitych: skonczonych i pozaskonczonych, jako

odwiecznych idei w umysle Boga”, ktora to tezg¢ Cantor przypisywal rowniez sobie®®.

Druga kwestia sg poznawcze zatozenia Cantora, opisywane jako skrajny ,,racjonalizm
metodologiczny”, tj. podejscie odrzucajgce jakakolwiek wiedze ptynaca z doswiadczenia, ale
traktujgce zrodto wiedzy matematycznej jako dane umystowi a priori. Najistotniejsze jest, ze

Cantor uwazal, iz poznawanie pojecia jest rownoznaczne z jego zdefiniowaniem®. Jednakze

%87 J. Dadaczyniski, Ontologiczne i poznawcze zalozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 2..., dz. cyt.,
37.

%88 Nalezy zaznaczy¢, iz Cantor, chociaz na plaszczyznie filozoficznej przedstawil mozliwoéé redukcji
matematyki do teorii mnogosci, matematycznie takiej redukcji formalnie nie wykazat (cho¢ ja komentowat).

%89 Dadaczynski za R. Carlsem wymienia dwa warunki okre$lajgce skrajny realizm Cantora:

,»1. Dla kazdego predykatu jednoargumentowego istnieje byt abstrakcyjny;

2. Owe byty abstrakcyjne sg indywidualnymi, stanowigcymi jedno$¢ przedmiotami. R6znia si¢ one od
konkretnych przedmiotow swym abstrakcyjnym charakterem, ale nie odrozniaja si¢ od nich swa
przedmiotowoscia”. J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zalozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz.
1...,dz cyt., 30.

590 J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zatozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. ..., dz. cyt.,
32.

%91 Dadaczynski okresla za Cantorem etapy definiowania (odkrywania) nowego pojecia: na wykonaniu
nastepujacych operacji:
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mozna rownie dobrze stwierdzi¢, ze owo definiowanie da si¢ okresli¢ jako pewna syntaktyczng
konstrukcj¢ jezykowsa, mimo iz Cantor w sferze deklarowanych zalozen filozoficznych nie

zgodzitby si¢ z tym.
Jak pisze Dadaczynski:

,»Pojecia owe nie byly jednak kreowane ex nihilo. Wczesniej, przed ich zdefiniowaniem
(poznaniem) byly ‘uspione’ w poznajacym podmiocie (in uns geschlummert),
‘spoczywaly juz do pewnego stopnia w nas’ (was in uns gewissermaflen schon lag).
Poprawne zdefiniowanie tych poje¢ powodowato ich obudzenie 1 wprowadzenie do
swiadomosci (Bewuftsein). Jako gotowe wkraczaly w istnienie (er [der Begriff — J.D.]

tritt fertig ins Dasein) w sferze intrasubiektywnej”>%.

Niemniej jednak, gdyby zatozy¢, ze tworczos¢ podmiotu matematycznego jest pewnym
warunkiem praktyki matematycznej, ktoéra rozwija matematyczng wiedz¢, mozna uznawac
proces definiowania (czy tez konstruowania) nowych poje¢ jedynie za opis fragmentu owe;j
praktyki. Dodatkowo, gdyby owa tworczo$¢ matematycznego podmiotu byta warunkiem
koniecznym, nawet jesli mowimy o czystej dedukcji 1 analizie zwigzkow syntaktycznych,
btedem byloby moéwienie o ,,wylanianiu™ lub ,,budzeniu” nowych poje¢. Bardziej wtasciwe
bytoby okreslenie praktyki matematycznej po prostu jako konstruowanie i rozwijanie
matematyczne] wiedzy (poj¢¢, twierdzen, teorii). W tym kontekscie zachowany bylby
pierwiastek humanistyczny, niepowtarzalny aspekt wptywu kazdego z matematycznych
podmiotow na uprawiang przez siebie dyscypline naukowg. Do tego mozna bytoby uwzglednic¢

roznorodno$¢ przejawoOw samej matematycznej praktyki.

W powyzej opisanej interpretacji rozwijania matematyki, odmiennej od podejscia
Cantora, jakie zrekonstruowal Dadaczynski, mozna utozsamia¢ wiedze¢ dziedziczona, zastang i

nabywang z matematycznym, III $wiatem Poppera. Nie jest to jednak zgodne z deklarowanymi

1.,,’Stawia si¢’ (man setzt) na poczatku jaki$§ przedmiot bez wlasnosci (ein eigenschaftloses Ding), ktory
jest niczym innym, jak nazwa albo znakiem ,, 4 ”;

2. Okresla sie relacje owej nazwy w stosunku do innych predykatow, tych i tylko tych, ktorych sens
(Bedeutung) okreslony jest na podstawie istniejacych juz w sferze intrasubiektywnej poj¢¢. Orzekajac o nazwie
‘A’ P, (A), P2(A),..., ‘powoluje si¢ do istnienia’ odpowiadajgce nazwie ‘A’ pojgcie przez wyliczenie jego cech
(wlasnosci);

3. Dobor stosownych predykatow musi by¢ taki, by nie byly one wzajemnie sprzeczne;

4. Nowe pojecie winno by¢ dobrze odrdznialne od pojec¢ nalezacych do wiedzy bazowej w stosunku do
niego”.J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zatoZenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 2...,dz. cyt., 275.

592 J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zatozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 2..., dz. cyt.,
278.
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zatozeniami Cantora. Co prawda uwzglednial on pewien zasdéb wiedzy wypracowanej (czy
raczej odkrytej) 1 przez niego zastanej, jednak pojecia, jakie do tego rodzaju wiedzy nalezaty,

okreslal mianem u$wiadomionych, gotowych i wyprobowanych®®

. Byla to wiedza juz
wcezesniej istniejaca (jak i1 calos¢ mozliwej wiedzy) w sferze transsubiektywnej (czy tez w
umysle Boga), ale odkryta i ukonstytuowana w $wiadomosci poznajacego prawde
matematyczng podmiotu, a tym samym wprowadzona pojeciowo do sfery intrasubiektywnej

(. do jezyka matematyki).

W kontekscie powyzszego analizy oparte na badaniu samej praktyki naukowej Cantora
sg uzupehieniem jego deklarowanych filozoficznych zatozen, ale czasem réwniez stanowig
argumenty podwazajace deklarowane przez Cantora 1 opisane szczegdlowo przez
Dadaczynskiego zatozenia. Oczywiscie krytyce podlega¢ moze r6znica migedzy perspektywami
badanych zalozen, bowiem deklarowane poglady Cantora obejmuja perspektywe raczej
zewngetrzng, natomiast zatozenia rekonstruowane tutaj obejmuja perspektywe wewnetrzng
(wzgledem samej praktyki). Jednakze na obrong takiego zestawienia przemawia¢ moze fakt, iz
zaroOwno zatozenia filozoficzno-teologiczne Cantora, jak i zalozenia rekonstruowane w oparciu

o analize¢ praktyki matematycznej dotyczg tych samych obiektow matematycznych.

Cantor odrzucat w matematyce wiedze ptynaca z doswiadczenia. Wida¢ to réwniez na
podstawie przeanalizowanej metodologii pracy naukowej. Mozna probowac¢ odpowiedzie¢ na
pytanie, skad taka, a nie inna postawa u matematyka z Halle odnos$nie do czerpania wiedzy z
doswiadczenia. W tym kontekscie nalezy dopuscié, iz znaczny wptyw na t¢ postawe mialy
swiadome, filozoficzne zatozenia Cantora o prawdziwosci platonizmu odnos$nie do ontologii
matematycznych obiektow (tj. jego przekonanie, ze matematyczng wiedze si¢ odkrywa, nie

tworzy).

Cantor odrzucat wszystkie zrodta poznania ze sfery transsubiektywnej, w tym sensie, ze
wedtug niego poznanie §wiata zewnetrznego nie bylo potrzebne, aby uprawiaé matematyke>%*,
W tym odrzucat réwniez intuicj¢ odnoszaca si¢ do tego, jak wyglada §wiat. W zwiazku z tym

poznanie w sferze intrasubiektywnej pozostawalo mu jako Zrodlo wiedzy w zakreslonej przez

593 J. Dadaczynski, Ontologiczne i poznawcze zalozenia teorii mnogosci Georga Cantora Cz. 2..., dz. cyt.,
275.

%9 Tzomorfizm obu sfer byt przez Cantora przyjety a priori, na poczatku rozwazah ontologiczno-

epistemologicznych, cho¢ potem w pracach filozoficznych staral si¢ znalez¢ obiekty nieskonczone w Aussenwelt,
aby (odwolujac si¢ do izmorfizmu) uzasadni¢ ich istnienie matematyczne (w sferze intrasubiektywnej).
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niego ontologii matematyki (nauki). W sferze tej nastgpowat proces redukcji do samych pojec.
A w szczego6lnosci istnienie tych pojec zalezato od ich poprawnego zdefiniowania i powigzania,

nie liczac samych poje¢ bazowych®®.

Teoretycznie wigc poznanie dla Cantora bylo mozliwe gtdéwnie na etapie operowania
wyabstrahowanymi z tre$ci poj¢ciami i poprzez wyciaganie z tych operacji logicznych
wnioskow (mowa o budowaniu teorii metoda genetyczng) Podobnie — jak wskazuje
Dadaczynski (jednak ze wymienionymi przez nas zastrzezeniami) — miata si¢ rzecz u Hilberta,
ktory reprezentowat stanowisko nominalizmu, w ktorym to stanowisku semantyka nie miata

takiej wagi, jak wtasnie syntaktyka.

Mechanizm ten z powodzeniem obserwujemy na przykladzie konstrukcji liczb
rzeczywistych, ale rowniez w przypadku budowania teorii mnogos$ci. Jednak nie tylko. Jak silne
byty te przekonania Cantora, ukazuje rowniez na przyklad to, ze nie uznawat on za konieczne
zaktada¢ wlasciwosci cigglosci materii, zwlaszcza w kontekscie czystej nauki, jaka jest
matematyka®®. Co wiccej, twierdzit, ze nie jest konieczne zaktadanie wlasciwosci ciaglosci
czasu. Zbiega si¢ to z zatozeniami epistemologicznymi matematyka z Halle, ktory nie uwazat
za pewng wiedzy ptynacej z doswiadczenia®’. Tym bardziej nie mogt traktowaé jako punktu
odniesienia w systemie matematycznym przestanek, ktére byly zwigzane z intuicjg o $wiecie

zewngetrznym.

Natomiast wiedze, ktorg Cantor uzyskiwat w trakcie oderwanych od tresciowego
kontekstu procedur (poniewaz w swoich filozoficznych zatozeniach redukowal swoja prace
matematyka do operacji jezykowych, operowat samymi ,,napisami”), to wzgledem $wiata
zewngetrznego ($wiata ,,doswiadczen”) tam owg wiedze wykorzystywat czy wrecz wedlug niej

ten $wiat modelowal. Potwierdzaja to jego twierdzenia z zakresu filozofii przyrody®%.

59 Pojecia bazowe przyjmowano byly przez Cantora w procesie podwojnej redukeji ontologicznej —jako
pojecia same w sobie.

596 Cantor uwazat zaloZenie o cigglo$ci przestrzeni w matematyce za hipoteze, ktora jest wynikiem naszej
wolnej konstrukcji umystowej, natomiast zalozenie takie w fizyce uwazal za mylne i oparte na intuicji. Twierdzit
ponadto, ze obserwowana w $wiecie zewnetrznym i zakladana w fizyce cigglos¢ jest wynikiem cigglych ruchéw,
jakie w tym $wiecie zachodza. Por. J. Dadaczynski, Elementy filozofii przyrody Georga Cantora..., dz. cyt., 137—
138.

597 J. Dadaczyniski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.

%% Skorzystano tu z artykutu Dadaczyfiskiego, ktory opracowat temat filozofii przyrody Cantora: J.
Dadaczynski, Elementy filozofii przyrody Georga Cantora..., dz. cyt.
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Jesli chodzi o zrédlo wiedzy matematycznej — czy raczej o proces konstruowania i
wprowadzania matematycznej wiedzy — mozna potwierdzi¢, ze u Cantora mamy do czynienia
z pewnym zatozeniem o odkrywaniu tej wiedzy w sferze intrasubiektywnej (czyli w przestrzeni

Intelektu), ale w oparciu o definiowanie poje¢ w praktyce matematyczne;j.

Jesli definiowanie poje¢ miato by¢ odkrywaniem matematyki, powinno by¢ opisem
bezposrednio dostepnych dla umystu reprezentacji tych poje¢ lub ich tresci. Jednak widzimy
tutaj trzy trudnosci — po pierwsze, jak zostato wskazane, pewne struktury wprowadzone przez
matematyka z Halle byly zbyt skomplikowane, aby bylo mozliwe ujecie ich w formie
nieztozonego, przechodniego doswiadczenia (wedtug Giaquinto — obrazu) ich reprezentaciji.
Specyfikacja kategorii reprezentacji wizualnych mogtaby juz wymagac jej intencjonalnego

skonstruowania.

Po drugie, gdyby nawet zatozy¢, iz reprezentacje nowych poje¢ byty dostepne 1 dlatego
Cantor mogt definiowac te pojecia, godzac je ze swoim zatozeniem o odkrywaniu matematyki,
bytoby to sprzeczne z przypisywanym mu quasi-nominalizmem 1 preformalizmem
hilbertowskim, rozumianym przez Dadaczynskiego jako ograniczenie poznania

matematycznego do symboli i relacji logicznych miedzy nimi.

Po trzecie za$, rozmawiajac o reprezentacjach wizualnych, skupiamy si¢ na
reprezentacjach wyobrazeniowych (zarowno symbolicznych, jak 1 ikonograficznych),
poniewaz obiekty matematyczne — nie liczagc zewngtrznych reprezentacji wizualnych, jak np.

599 _ 53 obiektami abstrakcyjnymi. Stad nawet dostep do wizualnych lub symbolicznych

liczydto
reprezentacji nie stanowi dowodu na odkrywanie matematycznych obiektow. Do tego Cantor
przyjmowal wraz z zastanym catoksztattem wiedzy rOwniez pewne intuicyjne przekonania, jak
1 przekonania takie tworzyt w oparciu o pozamatematyczne przywigzanie do teorii mnogosci —
co mogto wptywa¢ na jego odbidor matematyki. W zwiazku z powyzZszym, proponowane w
niniejszej pracy stanowisko konstrukcjonizmu epistemicznego, jako podkreslajace wktad
matematycznego podmiotu w tworzenie matematycznej wiedzy, nie odrzucajace szerszego

kontekstu ontologii, bedzie bardziej trafne niz stwierdzenie, ze Cantor dostownie ,,odkrywat”

matematyczng wiedzg.

Nie oznacza to, iz zaden rodzaj realizmu nie moze by¢ przypisany matematycznej

praktyce Cantora. Begdziemy argumentowaé, ze mozna zrekonstruowac¢ pewien naturalny

%9 M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.
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realizm ontologiczny — realizm wprowadzanych do matematyki obiektow, ktory zalezy od
matematycznej praktyki (zarowno w kontek$cie indywidualnym, jak 1 historyczno-
spotecznym), a wigc jest realizmem pragmatycznym. Ontologia matematyki rekonstruowana
na podstawie analizy matematycznej praktyki moze by¢ okreslana jako strukturalistyczna,
jednakze nie przyznajemy Cantorowi stanowiska epistemiczno-metodologicznego
strukturalizmu. Podkre§lmy, ze realizm ten nie jest tozsamy z platonizmem deklarowanym
przez Cantora, jednak ostatecznie nie jest wystarczajagco mocnym argumentem przeciwko

niemu, jako takiemu®%.

Konstruktywizm przypisywany Dedekindowi

Jesli chodzi o Dedekinda, istnieje wiele pozycji opisujacych jego =zalozenia
filozoficzne®, pomimo do$¢ skromnego materiatu, zwiazanego z deklarowanymi przez niego
zatozeniami filozoficznymi (czy ogolnie poza- lub przed-matematycznymi). Opracowania te
opieraja si¢ wigc bardziej na analizie jego matematycznego dorobku. W zwigzku z tym moga
w kontekscie niniejszej pracy by¢ pomocne bardziej dla problematyki wewnetrznych kwestii
filozoficznych anizeli dla zagadnien zewnetrznych®®?. Stad réwniez przypisywane mu
zatozenia sg bardziej zroznicowane i1 nie tak radykalne, jak te deklarowane przez Cantora i

przypisywane mu.

800 W tym miejscu nalezy przychyli¢ si¢ do uwagi krytycznej profesora Andrzeja Bieleckiego, jednego z
trzech recenzentow niniejszej pracy, ktory oponuje przeciwko jednoznacznemu wykluczaniu opcji platonizmu
radykalnego. Istotnie, w niniejszej pracy nie zostata zbudowana argumentacja, wykluczajaca lub negujaca w
sposob zadowalajacy taki platonizm. Dodatkowo, biorgc pod uwage propozycje procedur pomostowych (badz
pomiarowych) w naukach przyrodniczych, mozna takie rozwazania na temat mocniejszego platonizmu
przeprowadza¢ w formalny sposob. Por. Olejnik R.M., 2011, Matematyczna teoria miary a metodologiczne analizy
procedur pomiarowych, Biblos: Tarnéw. W tym sensie, jak proponuje Recenzent, zeby sprobowaé poréwnac
konstruowane matematyczne struktury do procedur pomiarowych w naukach przyrodniczych, gdzie tacza one
konstruowany, teoretyczny model, z realnie istniejacym obiektem.

801 J. Ferreirés, Dedekind and the Set-theoretic Approach to Algebra, w: J. Ferreiros, Labyrinth of
Thought. A history of set theory and its role in modern mathematics, Basel 1999, 81-116; E. Reck, Dedekind’s
Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt; EH. Reck, Dedekind’s Structuralism: An
Interpretation and Partial Defense, ,,Synthese” 137, (2003) nr 3, 369—419; E.H. Reck, The Logic in Dedekind’s
Logicism, w: Logic from Kant to Russell. Laying the Foundations for Analytic Philosophy, red. S. Lapointe, New
York 2018, 171-188; H.B. Sinaceur, M. Panza, G. Sandu, Is Dedekind a Logicist? Why does such a question
arise?, w: Functions and Generality of Logic. Reflexions on Dedekind’s and Frege’s Logicisms 37, Logic,
Epistemology, and the Unity of Science, red. S. Rahman, J. Symons, Cham 2015, 1-65; M. A. Sinaceur, La méthode
mathématique de Dedekind, ,,Revue d’histoire des sciences” 32, (1979) nr 2, 107-142; W.W. Tait, Frege versus
Cantor and Dedekind: On the Concept of Number..., dz. cyt.

892 podziat ten, byt wykorzystywany przez Carnapa, Taita, jak i opisywany przez Z. Kréla. Por. R. Carnap,
Empiricism, Semantics and Ontology, w: Philosophy of Mathematics, red. P. Benacerraf, H. Putnam, 1983, 241—
257; Z. Kr6l, O platonizmie w teorii mnogosci..., dz. cyt.; W. Tait, The Provenance of Pure Reason: Essays in the
Philosophy of Mathematics and its History..., dz. cyt.
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Jednak tak jak w przypadku Cantora i z tych samych powodow, tu rowniez korzystamy

03, Uwagi, ktére moga byé

glownie z opracowan polskich filozofow i matematykow®
interpretowane jako przypisywanie Dedekindowi konstruktywistycznego kierunku, mozemy
znalez¢ juz u jednego z przedstawicieli Szkoly Lwowsko-Warszawskiej, tj. u Jana

604

Lukasiewicza®™”, ktory podkreslat role ,tworczej dziatalnos$ci czltowieka” w tworzeniu i

rozwijaniu matematycznej wiedzy.

Chociaz tukasiewicz nie okreslil z cata pewnoscig 1 doktadnoscig swojej interpretacji
wypowiedzi Dedekinda (jak twierdzi Murawski, cztonkowie Szkoty Lwowsko-Warszawskiej
nie interesowali si¢ zbytnio radykalnymi kierunkami filozofii matematyki 1 nie opowiadali si¢
za wylacznie jednym z nich)®®®, mozna rozwazy¢ pewna jej propozycje. Murawski pisze:
mintuicjonizm przeciwstawia si¢ platonizmowi i glosi ontologiczng teze¢ konceptualizmu,
zgodnie z ktorag matematyka jest funkcja intelektu ludzkiego 1 wolng Zyciowa aktywnoscig

rozumu. Obiekty badane przez matematyke to pojecia istniejace w umysle”%.

Gdyby sparafrazowa¢ wypowiedz Murawskiego o intuicjonizmie 1 wstawi¢ w miejsce
intuicjonizmu — pojecie konstruktywizmu przypisywanego Dedekindowi (jako ze intuicjonizm
jest szczegodlnie radykalng wersja konstruktywizmu), otrzymujemy takg definicje tego
kierunku, ktora jest przeciwienstwem platonizmu przypisywanego Cantorowi w kontekscie

ontologii.

Murawski zreszta przypisuje wprost Dedekindowi konceptualizm (a gdzie indziej

konstruktywizm)®’’. Pisze on:

»Zwolennikow konceptualizmu znalez¢ mozna w roznych okresach historycznych. Byt
w$rod nich na przyktad [...] wielki matematyk niemiecki Richard Dedekind. [...] tworca
Scistej teorii liczb rzeczywistych, glosit na przyktad, ze liczby sa wolnym wytworem

umyshtu ludzkiego (piszac o tworzeniu liczb niewymiernych, uzywat niemieckiego

803 J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt.; Z. Krol, O platonizmie w teorii
mnogosci..., dz. cyt.; R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.

604 J. Lukasiewicz, O nauce..., dz. cyt.

805 R. Murawski, Philosophical reflection on mathematics in Poland in the interwar period, ,,Annals of
Pure and Applied Logic” 127, (2004) nr 1-3, 325-336, doi: https://doi.org/10.1016/j.apal.2003.11.026.

608 R. Murawski, Gléwne koncepcje i kierunki filozofii matematyki XX wieku, ,,Zagadnienia Filozoficzne
w Nauce” XXXIII, (2003), 77.

807 R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.
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stowa erschaffen, ktore znaczy ,,stwarza¢” i ktore pojawia si¢ w Ksiedze Rodzaju przy

opisie stwarzania $wiata przez Jahwe)%%,

Otrzymujemy w zwigzaku z powyzszym konstruktywistyczng interpretacje Dedekinda,
okreslajaca jego podejscie jako przeciwienstwo platonizmu przypisywanego Cantorowi,
zarowno w konteks$cie ontologicznym, jak i epistemicznym. Mozna rowniez na podstawie
wypowiedzi Murawskiego przypuszczaé, ze sadzit iz Lukasiewicz podobnie interpretowat
Dedekinda wypowiedz o tworzeniu liczb. Warto jednak zaznaczy¢, iz zarowno Lukasiewicz,
jak 1 Murawski, wypowiadajac si¢ o swoim wilasnym naukowym do$wiadczeniu, wyrazali
intuicyjne stanowisko, méwiace o silnej ontologii wewnetrznej logiki (pierwszy) 1 matematyki
(drugi)®®. Stad ich interpretacja Dedekinda mogta byé oparta wprost na jego — skadinad

pozamatematycznych — deklaracjach odno$nie do tworzenia liczb.

Warunkami, jakich mogg wymagac konstruktywistyczne kierunki filozofii matematyki,
sa — w tej radykalnej wersji®?® — (1) odrzucenie nieskonczonosci aktualnej (z racji tego, ze nie
bedzie jej w stanie skonstruowac¢ nawet idealny podmiot), a takze (2) postulat konstruowalnosci
(dowiedlnosci) pojeé i twierdzen matematycznych®!. Pierwszy postulat odrzucimy ze wzgledu
na to, iz Dedekind nie unikal nieskonczonos$ci aktualnej, natomiast drugi w pewnych aspektach

podtrzymamy.

W kontekscie alternatywnego konstrukcjonizmu wskazemy rowniez te elementy, ktore
podkreslaja oryginalny, twoérczy wkiad matematycznego podmiotu w proces tworzenia,
rozwijania matematyki (tj. wszelkie czynnos$ci umystowe, jakich wymagaja matematyczne

obiekty). Rozwazymy to, co Michael Dummett przypisuje matematykowi z Brunszwiku®?.

608 R. Murawski, O czym rozprawiajq matematycy, czyli o statusie bytowym przedmiotéw matematyki...,
dz. cyt., 257.

809 R. Murawski, O czym rozprawiajq matematycy, czyli o statusie bytowym przedmiotéw matematyki...,
dz. cyt., 256.

810 R. Temhof¥, Intuitionism in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt.
b1 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

812 W.W. Tait, Frege versus Cantor and Dedekind: On the Concept of Number..., dz. cyt.
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Istotna bedzie zwlaszcza zasada ,abstrakcji Dedekinda”®® — tj. odwotlywanie si¢ do

abstrakcyjnego kreowania (tworzenia) przedmiotow matematycznych®4,

Wskazemy, ze mozna rozwazaé abstrakcje i tworzenie liczb przez Dedekinda jako
przejaw proponowanego konstrukcjonizmu. Jednakze w przeciwienstwie do Dadaczynskiego,
ktory pisze, ze: ,,uwaga o ‘wolnych tworach ludzkiego ducha’ rozstrzyga [...] o niezaleznym od
przedmiotdw ‘wyjéciowych’ istnieniu przedmiotéw abstrakcyjnych arytmetyki”®'® nie
twierdzimy, iz to sformulowanie rozstrzyga o szczegdtowej ontologii tychze przedmiotow.
Zwlaszcza jesli przyjac za punkt wyjscia konstruktywistyczno-konceptualistyczng interpretacje
wypowiedzi Dedekinda o tworzeniu liczb. Albo jesli wezmiemy pod uwage interpretacje
dokonang przez samych konstruktywistow, jak np. przez Dummeta, ktory twierdzil, iz owa
abstrakcja 1 tworzenie u Dedekinda mialy wydzwiek psychologiczny, 1 czesciowo

pozamatematyczny®:®.

Chociaz bierzemy jako punkt wyjs$cia rozwazania Dummeta, nie jest to stanowisko,
ktore wyczerpuje ramy filozoficzne, jakie proponujemy w niniejszej pracy (konstrukcjonizm-
realizm). Owszem, podkreslana jest tutaj w pewnym sensie kwestia psychologicznych
aspektow poznania matematycznego (jak intencjonalno$¢ i myslenie wizualne). Niemniej
jednak, zaznaczmy rowniez, ze poznanie matematyczne jest determinowane w pewnym stopniu
przez juz wytworzong 1 wprowadzong wczesniej wiedzg matematyczng (obiektami,
podejéciami 1 kierunkami badan). Stad ostatecznie — jak mozna wnioskowa¢ na podstawie
rozwazan w tej rozprawie — stwierdzamy, ze postawa Dedekinda byta takze konsekwencja jego
strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego oraz tego, ze — mdéwigc wprost — modelowat
matematyczne zagadnienia (tworzyt modele struktur, ktore miaty speinia¢ okreslone

wymagania 1 posiada¢ wymagane wlasnosci, odpowiadajace okreslonym problemom).

Dedekind nie odrzucat — tak jak wymagali tego intuicjoni$ci — istnienia nieskonczonosci

aktualnej — wrecz wzmocnit wewnetrzng ontologie matematyki w zetknieciu z owa

813 W.W. Tait, Frege versus Cantor and Dedekind: On the Concept of Number..., dz. cyt.

614 Mowa tu zaréwno o tworzeniu liczb rzeczywistych poprzez przekroje, ktére jednoznacznie te liczby
wytwarzaja, ale nie s3 z nimi tozsame, jak i o tworzeniu zbioru liczb naturalnych przez konstrukcj¢ zbioru
skonczonych liczb porzadkowych — ktéra rowniez wyznacza zbior liczb naturalnych, lecz nie jest z nim tozsama.

815 J. Dadaczynski, Arytmetyka u poczqtku abstrakcyjnego pojmowania geometrii przez Hilberta,
,.Filozofia Nauki (The Philosophy of Science)” 20, (2012) nr 3, 106.

618 M. Dummett, Frege: Philosophy of Mathematics, Cambridge, MA 1991, 296.
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nieskonczonoscig®?’.

Ale juz pewnego rodzaju wymog dowiedlnosci, konstruowalnos$ci
matematycznych obiektow i struktur byt przez niego przyjmowany (co wida¢ zwlaszcza w
kontekscie udowadniania istnienia zbioru nieskonczonego, gdzie dowod ten polega po czesci

na wyjasnieniu, w jaki sposob moze istnie¢ zbidr nieskonczony).

Zasada jest sformulowana nastgpujgco: ,,nic, co mozna udowodnié, nie powinno by¢
akceptowane bez dowodu”®'® i wydaje si¢ wyznawana przez Dedekinda, jesli spojrzymy na
jego praktyke matematyczng. Erich Reck okresla Dedekinda jako matematyka posiadajacego
»wicksza $wiadomo$s¢ wyzwan stawianych przez kroneckerowskie obliczeniowe i
konstruktywistyczne restrykcje”®. W zwiazku z tym mozna zaliczy¢ 6w wymoég dowiedlnosci
(konstruowalnos$ci) jako zatozenie konstrukcjonistyczne (nie za§ konstruktywistyczne), w

konteks$cie praktyki matematycznej Dedekinda.

Cho¢ — nawigzujac cho¢by do perspektywy Dummetta — nalezy podkresli¢, iz nie
zajmujemy si¢ tutaj bezposrednio kwestig psychologizacji matematyki 1 jej filozofii, chcemy
podkresli¢ role oryginalnego wktadu podmiotu matematycznego w rozwijanie tej dziedziny
naukowej. Zwracamy rowniez uwagg na fakt, iz ilos¢ sposobow, na jakie mozna matematyczng
wiedze rozwijac, jest duzo wigksza niz tylko jeden. Nie jest fatwo stwierdzi¢, gdzie jest granica
miedzy twoérczym wkladem podmiotu matematycznego a pracg nad matematycznym obiektem
badz strukturg lub odkrywaniem pewnych praw. Przy czym nalezy zauwazy¢, ze w kontekscie
procesow psychologicznych mozna méwi¢ o hermeneutyczno-fenomenologicznych aspektach
umystowej pracy na obiektach matematycznych®?’. Mozna tutaj potaczy¢ elementy tworcze,
niepowtarzalne w praktyce matematycznej podmiotu ze zdeterminowang, racjonalng i logiczng

praca nad realnymi ontologicznie obiektami i strukturami.

617 Co byto réwniez pewnym argumentem przeciwko konstruktywizmowi, rozumianemu w tym sensie,
jaki zostatl przedstawiony w niniejszej pracy — i jaki mogt by¢ przypisywany Dedekindowi. Zaréwno sprzeciw
wobec istnienia nieskonczonosci aktualnej, jak i wymog konstruowalnosci matematycznych obiektow byty
naturalnymi konsekwencjami radykalnych konstruktywizmow.

618 Por. R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt. Zasada ta zwieksza pewno$¢ co do teorii,
ale roéwniez umacnia zatozenia, z ktorych wynika udowadniane twierdzenie, a takze nakre$la szczegotowe
powiazanie owego twierdzenia z zatozeniami, od ktoérych on zalezy. Struktura teorii, a przynajmniej jej fragment,
staje si¢ bardziej oczywista, przez co rowniez ustala si¢ zakres stosowalnosci. Por. E. Reck, Dedekind’s
Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt. Nie nalezy tu myli¢ utozsamiania formy
przedstawiania dowodu (konstrukcji) z jego tworzeniem (ta pierwsza odbywa si¢ za posrednictwem jezyka, drugie
za$ moze odbywac si¢ zard6wno w umysle, jak i przy pomocy rdznych narze¢dzi).

818 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

620 7. Kr6l, O platonizmie w teorii mnogosci..., dz. cyt.
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Odnosnie do ,,tworzenia” matematycznych obiektow przez ludzki umyst u Dedekinda,
William Tait wskazuje na psychologiczng interpretacje¢ Dummeta oraz na sprzeciw Fregego
(jak rowniez Russella, komentowanego przez Dummetta), aby rozumie¢ to okreslenie w tych
kategoriach®?!. Nie zaprzeczamy bezposrednio temu, iz konstruowanie umystowe
matematycznych obiektow moze mie¢ oparcie w umystowej intuicji czy psychologicznie
zdefiniowanej intencjonalno$ci, jednakze nie dyskutujemy na tamach niniejszej pracy kwestii
psychologii. Niejako przyjmujemy bezzatozeniowo psychologiczny charakter podmiotu
matematycznego, jednak nie jest to kwestia szczegétowo analizowana, poniewaz interesuje nas
tutaj raczej wiedza obiektywna w znaczeniu Popperowskim. Chociaz najwigkszy zarzut
wzgledem psychologizmu jest taki, ze obiekty matematyczne bylyby wowczas subiektywne
(odmiennie odbierane przez kazdego z matematykow, niemozliwe do dyskutowania 1
komunikowania)®?2, uwazamy ze nie nalezy wykluczaé proceséw psychologicznych, ale wziaé
pod uwage inne mozliwosci wyjasniajace intersubiektywno$¢ matematyki. Chodzik np.
proponowany konstrukcjonizm epistemiczny, ktory nie wyklucza pewnego pragmatycznego
realizmu ontologicznego, a takze propozycji Il §wiata Poppera, przy czym nalezy zauwazy¢,
ze nie wypowiadamy si¢ wowczas o kwestii istnienia obiektywnych wzorcéw matematycznych,

W otaczajacym $wiecie, a na temat wiedzy obiektywne;.

Pomimo ze konstruktywizm zazwyczaj utozsamia si¢ z pogladem, iz byty
matematyczne istnieja dzigki umystowi cztowieka (w skrajnej interpretacji istniejg tylko w
umysle), to w przypadku Dedekinda nie mamy do czynienia z catkowitym oderwaniem teorii
od intuicji, odnoszacej si¢ do pewnego obiektu matematycznego, ale rowniez w pewnym sensie
do doswiadczenia fizycznego. Dedekind nie konstruuje dowolnych obiektow. Przede
wszystkim stara si¢ zdefiniowa¢ taka strukture, ktora odpowiada konkretnym oczekiwaniom,
przy czym oczekiwania te stara si¢ rowniez analizowaé. Wida¢ to na przyktadzie konstrukcji
liczb rzeczywistych, ktorych najistotniejsza zasada (tj. zasada cigglo$ci porzadku, ale takze sam
pomyst ,wykonywania” przekroju na zbiorze) bierze swoOj poczatek bezposrednio z
geometrycznego ogladu kwestii matematycznych. Oczywiscie, nalezy przyzna¢ niezmiennie,
iz Dedekind nie ttumaczy swoich odniesief do intuicji ani tez nie wprowadza tychze odniesien,

w sposOb zobowigzujacy ontologicznie do teorii matematycznej.

821 W.W. Tait, Frege versus Cantor and Dedekind: On the Concept of Number..., dz. cyt., 9-11.

622 W.W. Tait, Frege versus Cantor and Dedekind: On the Concept of Number..., dz. cyt., 12.
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Dedekindowska abstrakcja nie wyklucza odniesienia do rzeczywisto$ci i istniejacych
tam przedmiotow. W tym kontekscie nie do konca zasadne staje si¢ méwienie o dowolnym
»~tworzeniu” matematycznych obiektow, poniewaz Dedekind jest w pewnym stopniu
ograniczony i zdeterminowany w swojej praktyce matematycznej poprzez strukturalistyczny
oglad. Mozna powiedzie¢, ze siega on do §wiata mysli, po niezbedne obiekty i wlasciwosci,

aby wykorzysta¢ je w opracowaniu konkretnej struktury.

Owe odniesienia u podstaw konstrukcji liczb rzeczywistych (oczywiste 1 wyrazne
odniesienia Dedekinda do wyobrazenia wizualizacji znaczenia pojecia cigglosci czy

)22 byty konsekwentnie rozszerzone na reszte teorii. Mimo ze by¢ moze Dedekind

przekroju
abstrahowal znaczenie pojecia ciggtosci od kontekstu geometrycznego, nie pozbawit go jego
kontekstu znaczeniowego. Tak samo jak w przypadku pojecia przekroju, stosowat go wraz z
czescig kontekstu do opisu porzadku ciagglego na zbiorze. Mozemy wigc postulowad, ze
znaczenie owych poje¢, zwigzane z wyobrazeniem o nich (wizualizacja), bylo kategorig
reprezentacji, przy pomocy ktorej modelowal opracowywang strukture. Owe sigganie
umystowej rzeczywistosci zaprzeczato nieograniczonym, dowolnym mozliwosciom tworzenia

matematyki przez umyst.

W zwigzku z powyzszym, mozemy sadzi¢ iz stanowisko przypisywane Dedekindowi
na podstawie jego wypowiedzi o tworzeniu liczb niekoniecznie musi by¢ interpretowane w
konstruktywistyczny sposéb. Chociaz uwzgledniamy w jego metodologii kwestig
konstruowalno$ci (dowodu konstruktywnego) oraz tworzenia przez niego nowych obiektow,
przede wszystkim, staramy si¢ przedstawi¢ go jako matematyka, ktory modelowat
matematyczne kwestie — przypisujemy Dedekindowi stanowisko strukturalizmu epistemiczno-
metodologicznego. Modelowanie matematyczne byto dla niego §wiadomym wyborem: tworczo
konstruowal nowe obiekty, jednak odnoszac si¢ do danych problemoéw oraz korzystajac z
dostgpnych, gotowych obiektow 1 metod matematycznych. W kontekscie epistemologii

Swiadczy to raczej o pragmatycznym nastawieniu do matematyki anizeli o ,,stwarzaniu”

623 Wprawdzie Dedekind nie thumaczy glebiej swojego odniesienia do pojecia cigglosci geometrycznej
prostej, jednakze warto zauwazy¢, ze nie wyprowadza definicji cigglosci wprost z aksjomatéw Eudoksosa-
Euklidesa, a poszukuje jej poprzez pewien oglad wlasciwosci geometrycznych, ale i arytmetycznych, prostej
ciaglej. Laczy wielko$¢ ciagla, nie zlozona z czeéci, ze zbiorem punktow. To przedstawienie czy wyobrazeni
cigglosci ma spetnia¢ wymagania rachunku rozniczkowego odnosnie do ,,wypetnienia wszystkich luk” w
dziedzinie funkcji (przejscie z dziedziny Q do R), niczym innym jak punktami.
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poszczegbdlnych jej elementow. Zwigzany z tym jest réwniez dwuwymiarowy realizm

ontologiczny — wzgledem praktyki indywidualnej oraz spoteczno-historyczne;.

5.2 Uzasadnienie tez pomocniczych a oraz b

Niniejszy podrozdzial ma na celu podsumowanie aspektéw epistemicznych (oraz
zwigzanych z nimi aspektow metodologicznych), jakie sa tutaj rekonstruowane. Aspekty te
zwigzane sg z procesem konstrukcji matematycznej, rozumianej jako czynnos¢ wykonywana
przez konkretnego matematyka, dlatego nalezy rozwazy¢ elementy, ktore na nig si¢ sktadaja.
Sa nimi: rozumowanie (ktérego nie definiujemy, traktujac je jako oczywistg podstawe praktyki

matematycznej), jak rOwniez intencja oraz intuicja.

Zanim przejdziemy bezposrednio do omawiania konstrukcjonizmu Cantora oraz
Dedekinda (a takze strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego tego drugiego), opiszemy
szerzej wspomniane na poczatku pracy dwa pojecia — intencje oraz intuicj¢. Nastepnie
sprobujemy pokazac, ze ten rodzaj konstrukcjonizmu, na ktory sktada si¢ wspomniana wyzej
aktywno$¢ umystowa (zawierajgca intecj¢ oraz intuicj¢), moze by¢ przypisywany obydwu

matematykom. Wskazemy jednak pewne roznice miedzy nimi.

Intuicja oraz intencja matematyczna

Cho¢ zazwyczaj przy analizach matematycznych, ale rowniez filozoficznych nie bierze
sie pod uwage intuicji matematycznej®?*, mozna zauwazy¢, iz odgrywa ona zasadnicza role w
calym procesie tworzenia matematyki przed podmiot®?. Méwiac o intuicji, nalezy podkresli¢,
ze w kontekscie proponowanego konstrukcjonizmu chodzi o intuicj¢ zwigzang z mysleniem
wizualnym, ktora moze by¢ zdefiniowana jako — tutaj nieuzasadniana blizej kognitywistycznie

czy psychologicznie®?®

— umiejetno$¢ rozpoznawania 1 wykorzystywania reprezentacji
(ikonograficznych oraz symbolicznych) wyobrazeniowych®’. Sam fakt, Ze intuicyjne dowody
nie moga by¢ uwazane do konca zawsze za poprawne, zwlaszcza bez przeprowadzenia ich

formalizacji, nie wyklucza tego, iz aktywne, jak réwniez intuicyjne funkcjonowanie umystu

624 @, Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 117-118.

525 M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.

626 Np. propozycja Nanay’a czy Eskinaziego i innych. M. Eskinazi, I. Giannopulu, Continuity in intuition
and insight: from real to naturalistic virtual environment, ,.Scientific Reports” 11, (2021) nr 1, 1876, doi:

10.1038/s41598-021-81532-w; B. Nanay, Unconscious mental imagery..., dz. cyt.

827 M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.; B. Nanay, Unconscious
mental imagery..., dz. cyt.
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mozna pojmowac jako niezbednag podstawe dla racjonalnych analiz, zwlaszcza w podstawach

matematyki, do ktorych nalezy zaliczy¢ teori¢ mnogosci.

Kurt Godel argumentowal, ze intuicja moze by¢ rodzajem percepcji: ,,Nie widz¢ powodu, dla
ktérego mielibySmy mie¢ mniejsze zaufanie do tego rodzaju percepcji, tj. do intuicji
matematycznej, niz do percepcji zmystowej®?8. Z kolei @ysteinLinnebo wskazuje na pewne
problemy zwigzane z problemem intuicji, jak np. ze nie mozna méwic o intuicyjnym dostepie
do zbyt duzych zbioroéw, a ponadto ze nalezy doktadniej okresli¢, czym jest intuicja — pojecie
to nie moze by¢ zbyt niejasne czy tez ze istnieje problem tozsamosci obiektow rozpoznawanych
przez intuicje®®®. Oprocz tego przedstawia jednak do$¢ mocne, wspolczesne stanowiska
bronigce uwzgledniania intuicji — jak naturalizm Penelope Maddy, kantowska quasi-
konkretno$¢ intuicyjnych obiektéw Charlesa Parsonsa (ktore wykraczaja poza propozycje

Maddy) czy fenomenologiczng koncepcje intuicji wedtug Dagfinna Follesdala®®.

Chociaz Linnebo wskazuje, ze propozycja Fellesdala jest bardziej szczegdtowa niz
propozycja Parsonsa®!, jak sam zauwaza — obydwaj siegaja w jaki$ sposob do intuicji
kantowskiej oraz fenomenologii matematyki Husserla, a takze obydwaj uwazajag m.in. ze
omawiana intuicja jest oparta na aktach postrzegania i wyobrazen oraz zwigzana z poj¢ciami i
koncepcjami. Dla niniejszej pracy interesujacy jest opis Follesdala, stynnego rysunku kaczki-
krolika Josepha Jastrowa. Fellesdal pisze: ,,mozemy doswiadczy¢ mnogosci roznych
przedmiotow, gdy jesteSmy w danej sensorycznej sytuacji: kaczki, krolika, ale takze ucha

krolika, oka lub nawet koloru lub przodu przedmiotu”?%2.

Jak zauwaza Linnebo: ,nasza percepcja jest aktywnym procesem, w ktérym

dokonujemy wyboru, na czym si¢ skupi¢, i1 jesteSmy aktywnie zaangazowani w interpretacje

informacji sensorycznycznych, ktore otrzymujemy’®33,

628 K. Godel, What is Cantor’s Continuum Hypothesis?, w: Philosophy of Mathematics, red. P.
Benacerraf, H. Putnam, Cambridge 1983, 483—484.

629 ¢, Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 118.
830 @, Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 120122,
831 @, Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 123.

832 D. Follesdal, Gédel and Husserl, w: From Dedekind to Godel: Essays on the Development of the
Foundations of Mathematics, red. J. Hintikka, Kluwer, Dordrecht 1995, 429.

833 @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 122.
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Z kolei Barttomiej Skowron powoluje si¢ na Husserla, ktory wskazywal np. ,,przestrzenno-
topologiczne jakoS$ci idealne oraz ich bogate zespoty konstytuowaty sensy i1 znaczenia $wiata
ludzkiego na dtugo przed powstaniem geometrii”’®**. Warto przy tym wspomnie¢, ze Husserl
utrzymywal, iz obiekty abstrakcyjne odnosza si¢ do aktualnej lub potencjalnej

rzeczywisto$ci®®,

Nalezy podkresli¢, ze rozwazana w niniejszej pracy intuicja ma bezsprzeczne zwigzki z
filozofig Kanta, a rozwazany tutaj konstrukcjonizm posiada zwigzki z intuicjonizmem, jednak
nie jest utozsamiany z programem matematycznym, a raczej z pewnym kierunkiem
analizowania 1 aspektem praktyki matematycznej. Sam Kant okreslat intuicje jako
,.bezposrednia swiadomo$¢®%. Husserl odrozniat $wiadomosé pasywna i aktywng®®’ — w tym
podrozdziale moga to by¢ odpowiedniki bezposredniego, pasywnego doswiadczania
wizualnego obrazu (reprezentacji) oraz aktywnego tworzenia kategorii specyfikacji
reprezentacji wizualnych. Ponizej pojecia te, analizowane przez Marcusa Giaquinto zostang

wyjasnione.

Nalezy jednocze$nie zaznaczy€, ze inaczej niz Parsons 1 Fellesdal, Luitzen Brouwer
uwazatl, iz matematyczne konstrukcje nie zalezg od jezyka. Jak zauwaza Murawski, jest to teza
bedaca w sprzecznosci z tradycja, gloszaca co$ przeciwnego, a zwigzang z Platonem,
Leibnizem i Cassirerem®®. Stanowisko Brouwera — cho¢ nie w catosci — stanowi powazng
inspiracj¢ 1 podstawe dla konstrukcjonizmu rozwazanego w niniejszej pracy — tak jak on
twierdzimy, ze podmiot matematyczny tworzy i wprowadza matematyczne tresci dzigki
matematycznej intuicji, bedacej czescia racjonalnych rozwazan®®® (chociaz nie jest to jedyny,

wystarczajacy aspekt tworzenia matematyki).

834 E. Husserl, Kryzys nauk europejskich i fenomenologia transcendentalna, thum. S. Walczewska,
Krakow 2017; B. Skowron, Czesé i catosé. W strong topoontologii..., dz. cyt., 300.

835 M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt.; E. Husserl, Formal and Transcendental Logic, thum. D.
Cairns, The Hague 1969, akap. 64.

836 A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy, Foundations of Set Theory, Amsterdam, London 1973.

837 M. Maciejczak, Swiadomosé intencjonalna w Badaniach logicznych E. Husserla, ,Przeglad
Filozoficzny — Nowa Seria, R. 8” 32, (1999) nr 4, 71-92.

638 R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.

839 L.E.J. Brouwer, Life, Art and Mysticism, ,,Notre Dame Journal of Formal Logic” 37, (1996) nr 3, 391
429.
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Wprawdzie Linnebo w swojej ksigzce z zakresu wspotczesnej filozofii matematyki
wskazuje na kontrowersje zwigzane z problematyka intuicji®*, jednak w niniejszej pracy nie
zamierzamy analizowa¢ tych kwestii w taki sposob, a jedynie chcemy pokazaé potrzebe
uwzgledniania tego rodzaju aktywnos$ci umystowej, aby lepiej zrozumie¢ wnioski z
przeprowadzonych tutaj analiz praktyk matematycznych Cantora i Dedekinda (a dodatkowo,
aby podkresli¢ — np. za Lukasiewiczem — twoérczy charakter dziatalnosci matematycznego
podmiotu). Ponizej przedstawimy propozycje Giaquinto, ktory szczegdlowo opisuje intuicyjne
mechanizmy wizualizacji, oraz zaproponujemy, jak moga one pomdc w zrozumieniu i

wyjasnieniu praktyk matematycznych Cantora 1 Dedekinda.

Giaquinto opisuje taki rodzaj intuicji, ktéry oparty jest na matematycznej wizualizacji.
Przy jej pomocy bedziemy mogli zaréwno lepiej zrozumie¢ pewne elementy praktyki
matematycznej Cantora 1 Dedekinda, jak 1 dowiedzie¢ si¢ podstawowych rzeczy o

epistemologii 1 ontologii samej matematyki.

Uwaza sig, ze reprezentacje wizualne — w przeciwienstwie do jezykowych — nie moga
stanowi¢ dowodu (chociaz myslenie schematyczne moze byé¢ wyjatkiem)®*!, poniewaz sa
zawodne, a w dowodzeniu chodzi o uzyskanie pewnosci. Jednakze, jak zauwaza Giaquinto, na
rozne sposoby stanowig cze¢s$¢ zardowno kontekstu dowodzenia, jak 1 odkrywania (tego drugiego

znacznie bardziej)®*?. Sa wigc naturalna czescia matematycznej praktyki w ogole.

Myslenie wizualne moze by¢ stosowane réwniez w odniesieniu do struktur
matematycznych. Wedhug Giaquinto: ,,Zbidr strukturalny to zbiér rozpatrywany w ramach

jednej lub wiecej relacji, funkcji, elementéw wyréznionych (statych) lub ich kombinacji”843.

Cho¢ Giaquinto podaje takie przyktady, jak np. pierscien liczb catkowitych czy grupe
izometrii plaszczyzny euklidesowej, mozna stwierdzié, iz struktury opracowane przez Cantora
1 Dedekinda (tj. konstrukcja liczb rzeczywistych stanowigca algebraiczne ciato albo niektore

teoriomnogosciowe struktury) rowniez spetniaja t¢ definicj¢. Owe strukturalne zbiory okresla

840 @, Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 124-125.
841 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt., 23.
842 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt., 31-32.

843 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 43-44.
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si¢ jako posiadajace ,,strukture”, bedaca elementem wspolnym dla wszystkich zbiorow ze soba

izomorficznych.

Zdolno$ci ,ujecia poznawczego” przez matematyczny podmiot danej struktury sa
obecnie tlumaczone zdolno$cig abstrakcji — nie ma bowiem wystarczajacych i adekwatnych
narzedzi do ich opisu®**. Jednakze Giaquinto rozroéznia specyfikacje kategorii od obrazow.
Specyfikacja kategorii wizualnej umozliwia calo$ciowe ujecie struktury. Nie jest elementem
doswiadczenia, ale na nie wptywa poprzez wytwarzanie obrazoOw danej struktury. Natomiast
obraz jest uchwyceniem danej struktury tylko z jednej perspektywy — jest pewnym

przejsciowym elementem do$wiadczenia®.

Tym samym otrzymujemy podstawe dla
wyjasnienia podejscia Cantora 1 Dedekinda do niektorych probleméw, jak odwotywanie si¢
Dedekinda do wtasnosci ciggtosci prostej 1 do obiektow (czy procesow) ,,$wiata mysli”, a takze

stosunek Cantora do nieskonczenie matych wielkosci czy Hipotezy Kontinuum.

Niektore struktury mozemy poznaé przy pomocy wizualnego doswiadczenia ich
obrazow (szczegolnie struktury skonczone i nieztozone) — jest to wtedy wiedza ,,ze
znajomosci”. Niektore jednak, zwlaszcza nieskonczone i skomplikowane (jak zbidr mocy
continuum), trudno zwizualizowac, nawet jesli uzywamy nie obrazow, a specyfikacji kategorii,
a takze dodatkowo opisu (czy reprezentacji) jezykowego — jest to wtedy wiedza z opisu.
Giaquinto pozostawia otwartg kwesti¢ uzytecznosci tego aspektu epistemologii, jak 1 kwestig

potaczenia go z wiedza reprezentowang poprzez jezyk®*e.

Na przyktadzie nieskonczonej poétprostej tatwo zobaczy¢, ze zaden obraz (reprezentacja
wizualna) nie moze by¢ pelnym odzwierciedleniem jej wiasnosci — nie umiemy wyobrazac
sobie nieskonczonosci aktualnej. Jednakze specyfikacja kategorii linii prostej moze okreslac
takg poOlprosta, ktorej jeden koniec jest zakonczony punktem, a drugi wydluza sie¢ w

nieskonczonoéé. Giaquinto, w oparciu o teorie Stephena Kosslyna®’

, przedstawia to
nastgpujaco. Otdz na podstawie doswiadczenia obrazu pewnego obiektu tworzona jest
instrukcja dotyczaca tej wizualizacji, 1 przekazywana jest ona do systemu aktywacji

specyfikacji kategorii (specyfikacje kategorii sg reprezentacjami w podsystemie tego systemu).
pecy ) g pecy ) g p ) podsy g0 sy

644 Russell np. rozroznial wiedze z opisu i wiedze ze znajomo$ci. Giaquinto twierdzi, Zze struktury
abstrakcyjne moga by¢ trudno poznawalne ze znajomosci. M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 43—44.

845 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 47.
646 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 58.

847'S. Kosslyn, Image and Brain, Cambridge, MA 1994.
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Po czym wytwarzany jest wzorzec aktywno$ci w buforze wizualnym (tj. obraz) — niekoniecznie
tylko jeden. Jesli dana specyfikacja kategorii jest aktywna, obraz, ktory jest jej wynikiem,
zalezy od takich parametrow, jak: (1) punkt widzenia, (2) odleglo$é, (3) orientacja itd.®*®
Parametry te mozna zmienia¢ w sposob ciagly, co skutkuje mozliwoscig ciaglej zmiany

wizualnych obrazow, wynikajacych z danej specyfikacji kategorii, ktora jest aktywna.

I tak, jesli wyobrazimy sobie potprosta, w kazdym reprezentujacym jg obrazie jeden
koniec bedzie zakonczony, drugi za$ nie begdzie tego konca posiadal — pomimo i1z w kazdym
obrazie ujrzymy tylko skonczong jej czgs¢. To samo mozemy powiedzie¢ o zbiorze liczb
naturalnych N — w ich przypadku, bedziemy obserwowa¢ nieskonczony jednostronnie zbior
punktow. Jednak w przypadku zbioru liczb rzeczywistych, Giaquinto uwaza, iz nie mozemy
pozna¢ ich struktury, jesli myslimy o nich jak o punktach na linii. Wedlug niego przeszkoda

jest tu wlasno$é ciagtosci®*.

Powyzsze rozwazania ukazuja intuicj¢ matematyczng jako pewnego rodzaju
nieodlgczny element praktyki matematycznej. Nie chodzi o to, aby twierdzi¢, iz kazdy
matematyk posiada takie same intuicyjne zdolnosci 1 wyobrazni¢. A co wigce] — ze intuicja
moze zastgpi¢ samo rozumowanie — nie o to nam w tym wypadku chodzi. Jednakze wydaje sie,
ze intuicja (pewnego rodzaju naocznos¢) jest niezbednym elementem, gdy mamy do czynienia
z matematycznymi obiektami — tak podstawowymi, jak i bardziej ztozonymi. Idziemy za
interpretacja Poincarégo®?, ktory podkreslat znaczenie intuicji towarzyszacej matematykowi,
oraz nie zgadzamy si¢ z Sébastienem Gandonem®?, ktory zrownywat logike Russellowska z

obiektowo (a wigc rowniez intuicyjnie) zbudowang matematyka.

Wobec tak rozumianej intuicji (jako pewnej naoczno$ci matematycznych obiektow, nie
za$ matematycznych zdan czy zasad logicznych) nalezy dodatkowo rozwazy¢ pojecie intencji.
Bez tego pojecia sama naoczno$¢ matematycznych obiektow nie jest jeszcze argumentem na
rzecz stanowiska, jakie tu proponujemy — tj. Ze matematyczne obiekty powstaja poprzez
konstrukcje ich w wykonaniu matematycznego podmiotu. Sama mozliwo$¢ naocznego dostepu

do obiektow moglaby réwnie dobrze §wiadczy¢ o ich odkrywaniu (jak to zaktada platonizm),

648 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 53-55.
849 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 58.
850 H. Poincaré, La science et I’hypothése..., dz. cyt.; H. Poincaré, Science et méthode..., dz. cyt.

851 S. Gandon, Quelle philosophie pour quelle mathématique?..., dz. cyt.
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ale tez o determinizmie naukowym, ktory polegatby na tym, ze matematyka powstawataby na
zasadzie deterministycznie okre$lonych procedur, celow, zatozen i kierunkéw — zanim by

powstata, wiadomo byloby, ze powstanie i bedzie rozwijana w $cisle okre§lonym ksztalcie.

Chociaz Husserl opracowal pojecie intencjonalnosci, wspotopisujace stosunek
podmiotu do naocznos$ci obiektow (a przez to bezposrednio nawigzujace do propozycji Kanta),
nalezy zaznaczy¢ ze nie bedzie ono $cista podstawa pojecia intencji przedstawianego w
niniejszej pracy jako jednego z elementow sktadajacych si¢ na matematyczng konstrukcje,
rozumiang jako czynno$¢. Nie oznacza to jednak, ze takie szczegdlowe badania nie moga czy

nie beda podejmowane w przysztosci.

Niemniej jednak, oprocz uznania w jaki§ sposob aspektow psychologicznych aktow
umystowych (w tym psychologicznego aspektu pojecia intencjonalno$ci)®®?, towarzyszacych
powstawaniu 1 rozwijaniu matematyki, postaramy si¢ ogolnie okresli¢ owo pojecie przy

pomocy — rownie ogolnych — odniesien filozoficznych.

Na poczatku nalezy zaznaczy¢, iz chociaz zostala opracowana propozycja ontologii
matematycznych obiektéw, ktéora moglaby pasowa¢ do opisu ontologii matematycznych
obiektow tutaj przedstawianych (ontologia przedmiotéw intencjonalnych Ingardena®?®), nie jest
celem niniejszej pracy odnoszenie si¢ do niej szczegdtowo, z racji tego, iz powinno to by¢
przedmiotem odrgbnej rozprawy. Jest to propozycja dotyczaca raczej opisu formalnej ontologii
anizeli ogolnych kwestii mozliwosci 1 sposobu istnienia, potaczonych w dodatku ze
szczegdtowymi kwestiami z zakresu epistemologii. Stad nalezatoby przeanalizowa¢ pod katem
wspomniane] propozycji wszystkie obiekty wprowadzone przez Cantora i Dedekinda do
matematyki. Niemniej jednak nie wykluczamy takich badan w przysztosci, z tym ze powinny
one réwniez zawiera¢ odniesienie do juz zauwazonego w niniejszej pracy problemu — tj.

problemu rozroznienia tekstow literackich (sztuki) z tekstami matematycznymi®4.

852 Por. ,,istotng ideg stojgcg za intencjonalnoscig jest myslowe ukierunkowanie na obiekty (lub zwracanie
na nie uwagi), tak jakby umyst byl skonstruowany jako mentalny tuk, ktorego strzaly moga by¢ wihasciwie
wycelowane w rozne cele”. P. Jacob, Intentionality..., dz. cyt.

853 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt.

854 Ingarden definiowat i analizowat pojecie przedmiotu intencjonalnego w kontekscie dziet literackich.
Arkadiusz Chrudzimski zauwaza, ze Ingarden oddziela byty intencjonalne od swojej teorii bytow znaczeniowych.
A. Chrudzimski, Roman Ingarden o intencjonalnosci i znaczeniu, ,,Przeglad Filozoficzny — Nowa Seria R. 29”
116, (2020) nr 4, 351, doi: 10.24425/pfns.2020.135078.
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Dodatkowo, wskazuje si¢, ze chociaz Ingarden wychodzi poza mentalizm Husserlowski
w swej propozycji ontologii takich bytéw, nadal te s3 stosunkowo zalezne od podmiotu

literackiego (od tego, czy si¢ o nich mysli, czy tez nie)®>®

, podczas gdy proponowana w tej
rozprawie ontologia matematycznych obiektow zachowuje pewna obiektywna historyczno-
spoteczng cigglo$¢. Obiekt matematyczny moze by¢ obiektywnym przedmiotem badan i moze
by¢ rowniez rozpatrywany w kontekscie historycznym — raz wprowadzony, jesli jest przydatny
matematycznie, moze by¢ tym samym obiektem w wielu teoriach, jak i moze by¢ poszerzany
zakres jego znaczenia, natomiast obiekt literacki wystepuje w obrebie jednego dzieta. Czyms
innym u Ingardena sg idee, istniejace niezaleznie od jakiegokolwiek poznajacego podmiotu.
Arkadiusz Chrudzimski wskazuje tu dodatkowo na esencjalizm Ingardena, u ktérego idee sg
sciSle zwigzane z rodzajami naturalnymi (jak kon, zloto, w przeciwienstwie do
,.,chtoporobotnika”, ktory nie przedstawia zadnego rodzaju naturalnego)®®®. Jednakze ontologia
idei nie pasuje ani do proponowanej ontologii wzgledem indywidualnej praktyki
matematycznej, ani do ontologii wyprodukowanej 1 obiektywnej wiedzy w perspektywie

spoteczno-historyczne;.

Oczywiscie mozna w pewnym sensie zachowaé owg ciaglo$¢ obiektow poprzez
wskazanie, iz sa one reprezentowane przez matematyczne teksty (jak postuluje Blaszczyk)®®'.
Jednakze w niniejszej pracy wystarczy, aby przyblizy¢ samo pojecie intencjonalnosci, siegnac

do ogdlnych filozoficznych wypowiedzi na jego temat autorstwa Searle’a czy Anscombe.

Elizabeth Anscombe rozrdznia trzy konteksty sytuacyjne, kiedyh mamy do czynienia z

pojeciem intencji:

1. wyrazanie intencji,

2. dzialanie intencjonalne (intencja odnoszaca si¢ do samej czynnosci),

3. dziatanie kierowane przez intencj¢ (odnoszacg si¢ nie do samego dziatania, ale do
jego celu)®®®,

85 A. Chrudzimski, Roman Ingarden o intencjonalnosci i znaczeniu..., dz. cyt., 347-348.
856 A. Chrudzimski, Roman Ingarden o intencjonalnosci i znaczeniu..., dz. cyt., 351-352.

857 p. Blaszczyk, On the Mode of Existence of the Real Numbers..., dz. cyt.; P. Blaszczyk, Analiza
filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt.

858 G.E.M. Anscombe, Intention..., dz. cyt.; R. Moran, M. Stone, Anscombe on Expression of Intention...,
dz. cyt.
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Chociaz istniejg watpliwos$ci co do tego, jak doktadnie nalezy analizowaé polaczenie
miedzy intencja a dziataniem, a takze jak rozr6zni¢ intencj¢ np. od emocji, wydobedziemy z

powyzszego rozroznienia to, co najistotniejsze dla naszej pracy.

Ad.1. W pracy wskazane zostaty fragmenty opublikowanych wypowiedzi Cantora i
Dedekinda, przedstawiajace ich intencje dotyczace matematyki (tj. pewne postawy wzgledem
wybranych probleméw, jak i ogdlnych kierunkéw ich rozwigzywania), uzupetnione rowniez o
wnioski z analiz samej praktyki matematycznej (tj. analiz¢ obiektow matematycznych oraz
proces ich konstrukcji), ktore stanowig podstawe dla opisu caloksztaltu ich ogodlnej

intencjonalnosci.

Ad.2. Sama intencja dzialania naukowego nie jest przedmiotem analiz niniejszej pracy

ze wzgledu na zamierzone tutaj cele.

Ad.3. Intencjonalne ksztaltowanie 1 kierowanie szczegélowym matematycznym
dzialaniem jest tutaj podstawa do wskazania r6znic mig¢dzy indywidualnymi praktykami
matematycznymi. Pozwala to rowniez bardziej szczegdlowo opisa¢ nie tylko wymienione
praktyki, ale rowniez same matematyczne obiekty. Poniewaz zardwno intencja, jak i intuicja sg
pojeciami, majgcymi za zadanie przyblizenie 1 okreslenie pojgcia konstrukcji matematycznej, a
konstrukcja matematyczna zwigzana jest z czynnos$cig konstruowania matematycznych
obiektow, przyjmujemy, iz intencja kierujagca szczegdétowym dzialaniem matematycznego
podmiotu bedzie analizowana przez stopien jej zwigzku z wprowadzanym obiektem. Innymi
stowy, szczegdtowa intencjonalnos¢ obydwu matematykow okreslona jest poprzez umystowe,

zamierzone nakierowanie na wprowadzang strukture.

Wecezesniej juz ograniczaliSmy ogo6lng koncepcje intencji zbiorem zalozen 1 celéw
matematycznych, ktore tutaj nadal bierzemy pod uwage. Matematyczna intencja bedzie $cisle
zwigzana z owymi zatozeniami i celami i bedzie przez nie ksztalttowana. Jednakze bedzie
zwigzana réwniez z indywidualnie pojmowanym przez obu matematykow zakresem
wprowadzanej 1 rozwijanej wiedzy (w tym w réznym stopniu z wprowadzanymi obiektami
matematycznymi), a takze ze sposobem jej wprowadzania i rozwijania. Parafrazujac Gertrude
Elisabeth Anscombe’a, intencja zasadniczo wigze si¢ z samym sercem praktyki matematyczne;j,
tj. z dzialaniem — na rdézne sposoby i1 z réznym nat¢zeniem, mogac stworzy¢ w efekcie

charakterystyczny caloksztalt intencjonalnosci dla konkretnej, indywidualnej praktyki.
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Z kolei John Searle w interesujacym nas kontek$cie skupia si¢ na pojeciu ,,standw
intencjonalnych”. Stan intencjonalny wedtug Searle’a jest zawsze nakierowany na okres$lone
obiekty 1 stany rzeczy (lub wokoét nich). Searle definiuje te stany jako rézne tresci
reprezentatywne, w réznych trybach psychologicznych®® (uwzgledniajac zwigzek intencji z
dziataniem); odr6znia samg intencj¢ jako pewien zamiar od wierzen, pragnien i przekonan (tj.
od stanéw zwigzanych bardziej z emocjami)®®’. Jednak samga intencjonalno$¢ opisuje jako

wiasnoéé roznych stanéw mentalnych®?,

Dalej Searle opisuje warunki spetnienia dla danego stanu intencjonalnego, jako stan
rzeczy, ktory powoduje spehienie stanu intencjonalnego®?. Jesli za$§ wedlug niego warunki
spetnienia zawieraja aktualne przedmioty (jak obiekty, zdarzenia), to przedmioty te sg

63

obiektami intencjonalnymi®®®. Natomiast intencjonalnym dziataniem Searl nazywa takie

dziatanie, ktore mozna nazwaé realizacja warunkoéw spehienia stanu intencjonalnego®.

Sam stan intencjonalny u Searle’a moze by¢ w niniejszej rozrawie rozumiany jako stan

mentalny, opisany symbolem (za autorem) S(r), gdzie ,,S” oznacza pewng zmienng trybu

859 Searle pisze: ,,The form of such Intentional states we can therefore symbolize as S(r),where the ““S” is
a variable for psychological mode and “r” for representative content”. I dalej wyjasnia na przyktadzie: ,,In what
follows I will frequently use this form to represent Intentional states. Thus, e.g.. the desire reported by “I want to
go to the movies” will be represented as

I want (I go to the movies)

and the content of the desire simply by

(I go to the movies)”.

Por. J.R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 48.

860 J R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 47-49.
861 J R. Searle, Intentionality: An Essay in the Philosophy of Mind..., dz. cyt., 1.

862 Kierunek dopasowania jest przez Searle’a okre$lany w celu rozrdznienia przekonan (ktoérych kierunek
dopasowania jest umyst-do-$§wiata) od m.in. intencji (ktorych kierunek dopasowania jest okreslany jako $wiat-do-
umystu). Niemniej w kontekscie niniejszej pracy pojecie Swiata nalezy ograniczy¢ do matematyki z oczywistych
wzgledow.

863 Ogolnie rzecz biorge, jak zauwaza Searle: ,,Tak wiec, na przyklad, jesli wierze, ze Carter jest
Demokratg, warunkami spetnienia mojego przekonania jest to, ze Carter jest Demokrata, a przedmiotem Intencji
jest Carter, ale jesli wierze, ze krél Francji jest tysy, moja wiara nie ma obiektu zamierzonego. Mogliby$Smy
podsumowac te krotka relacje stwierdzeniem, ze kluczem do zrozumienia Intencjonalnosci jest reprezentacja, a
kluczem do zrozumienia reprezentacji sa warunki speinienia. Wszystkie stany intencjonalne z kierunkiem
dopasowania reprezentuja ich warunki speknienia. [...] Jak zobaczymy p6zniej, jesteSmy sktonni powiedzie¢: tak
jak moje przekonanie jest spelnione, jesli rzeczywiscie zachodzi stan rzeczy reprezentowany przez tres¢
przekonania, tak samo [...] m6j zamiar jest spetniony, jesli dziatanie reprezentowane przez tre$¢ intencji jest
faktycznie wykonane. Jesli wierzg, ze bede glosowat na Jonesa, moje przekonanie bgdzie prawdziwe, jesli bede
glosowal na Jonesa, [...] a jesli zamierzam gltosowac¢ na Jonesa, moja intencja zostanie wykonana, jesli zaglosuje
na Jonesa”. J.R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 49.

864 J.R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 50.
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psychologicznego, a ,r” pewna reprezentacyjng zawarto$¢. S moze wyraza¢ pewne
przekonanie, zatozenia lub bezposredni zamiar, natomiast » moze wyraza¢ obiekt
matematyczny, ale réwniez uznana, dostepna matematyczng procedurg, jaka zawiera si¢ w
praktyce matematycznej. Obiekty intencjonalne Searle’a mozemy rozumie¢ jako matematyczne
obiekty, ktére podlegaty, podlegaja (i beda podlega¢) uwadze $wiadomego, rozumujacego
podmiotu matematycznego — a doktadniej jako obiekty zawarte w warunkach spetnienia stanu
intencjonalnego (warto podkresli¢, iz nie méwimy w tym momencie o obiektach
intencjonalnych Ingardena). Dzialanie intencjonalne bedzie realizacja warunkow stanu

intencjonalnego. Warunki za$ spetnienia stanu intencjonalnego to z kolei taki stan rzeczy, ktory

pozwala na spelnienie stanu intencjonalnego.

Aby wyjasni¢ powyzsze na przykladach, nalezy odnie$s¢ to do pojecia konstrukcji
matematycznej, ktére ma zespala¢ samo rozumowanie oraz towarzyszgace mu intuicj¢ i intencje.
Samo rozumowanie, jak wspomniano wczesniej, jest elementem wzigtym za oczywistg
podstawe praktyki matematycznej. Intuicja jest w niniejszej pracy rozumiana jako naocznos¢
matematycznych obiektéw, zaréwno tych zastanych w wyprodukowanym zasobie wiedzy
obiektywnej, jak 1 tych — bardziej lub mniej §wiadomie — konstruowanych. Natomiast intencja
— czy ogolniej: intencjonalnos$¢ — jest pewnego rodzaju wiasnoscig indywidualnych zatozen,

celow, wptywajacg na samg praktyke matematyczng.

Na przyktadzie problemu niewymierno$ci mozna zauwazyc¢, iz chociaz intencjg obydwu
analizowanych tutaj matematykéw bylo jego rozwigzanie, to Cantora intencjonalnos¢
dotyczyta bardziej samego uzupethienia liczb wymiernych o niewymierne, anizeli konstrukcji
1 wprowadzenia nowej, wystarczajaco okreslonej matematycznej struktury R (chociaz poniekad
Cantor takowa wprowadzit). Natomiast u Dedekinda wspomniana intencjonalno$¢ dotyczyta —
oprocz problemu niewymiernosci — wprowadzenia $cisle 1 formalnie okres$lonej struktury,

posiadajacej wlasnosc¢ ciagglosci.
Jesli ponizszym symbolom nadamy nastgpujace znaczenie:

[c(NIEW)/Ip(NIEW) — intencja Cantora/Dedekinda rozwigzania problemu

niewymiernosci,

I(q) — intencja wprowadzenia liczb niewymiernych, aby uzupeli¢ zbidr liczb

wymiernych,

I(M.) — intencja wprowadzenia modelu liczbowego posiadajacego wtasnos¢ ciggloscei,
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to ponizsze bgdzie opisywalo zalezno$¢ miedzy konstrukcja liczb rzeczywistych u Cantora oraz

u Dedekinda:

Ic(NIEW) ¢ I(q) = [(Me) < In(NIEW).

Warunkami spelnienia intencji Cantora byto proste wprowadzenie liczb
niewymiernych, nie za§ budowanie modelu liczb rzeczywistych (pomimo to jednak zostal przez
niego wprowadzony, cho¢ nie byl tak dookreslony, jak model Dedekinda). Natomiast
warunkami spelnienia intencji Dedekinda byto wprowadzenie modelu liczbowego,
posiadajacego wilasnos¢ cigglosci, implikujgcego istnienie wszystkich niezbednych w tym
zbiorze liczb rzeczywistych (a wigc rowniez liczb niewymiernych). Tak nalezy rozumieé
pojecie intencji oraz intencjonalnos$ci odno$nie do innych, omawianych w niniejszej pracy

matematycznych obiektow.

Nalezy zaznaczy¢, ze formalne oznaczenia Searle’a odpowiadajg tu szczegdlowej
intencjonalno$ci (u Anscombe intencji, ktora kieruje dziataniem ze wzgledu na jego cel — tutaj
tym celem jest nowy, konstruowany obiekt), poniewaz sg zwigzane z konstrukcja i
wprowadzaniem nowych obiektow, struktur matematycznych. Tym samym intencjonalnos¢ ta
jest bezposrednio elementem proponowanych ram filozoficznych (konstrukcjonizm-realizm),
jakie skupiajg si¢ na konstrukcji nowych obiektow. Jednoczesnie ogolny zarys perspektywy
badawczej Cantora i Dedekinda, wynikajacy ze stylow ich praktyk matematycznych, ktore
zostang przedstawione w kolejnym rozdziale, b¢dzie mial za zadanie dodatkowa argumentacje
za elementami intencjonalnosci 1 intuicji (ogladu). Ponadto pomoze poniekad petniej
scharakteryzowac te elementy odpowiednio dla kazdego z matematykow (nakreslimy dzigki
temu 0got rozpatrywanych matematycznych problemoéw oraz przyjmowanych kierunkéw ich

rozwigzan).

Konstrukcjonizm Cantora

W rozdziale dotyczacym konstrukcjonizmu Cantora wymieniliSmy trzy rodzaje
wprowadzanych przez niego obiektow, ktore pozwalaja scharakteryzowac jego epistemologig.
Po pierwsze, wskazywaliémy na zbidr liczb rzeczywistych oraz na nieskonczonos¢ aktualna,
jako obiekty, ktére nie zostaty w prosty sposob zdefiniowane, ale wtasnie skonstruowane (ze
wzgledu na swa zlozono$¢). Po drugie, opisaliSmy obiekty bezposrednio wprowadzane przez
Cantora jako produkty umystowych operacji, takie jak prosta rzeczywista, granice ciggow czy

liczby porzadkowe, zapewnione przez podane przez Cantora zasady generowania. Po trzecie,

242



przedstawiony zostal na przyktadach liczb kardynalnych i zbioru pustego proces dekonstrukeji

— odwrotny do procesu konstrukeji, ale pozostajacy czynnoscig umystowa.

W zwigzku z wyzej wymienionymi przyktadami oraz przedstawionymi wcze$niej
opisami pojec¢ intencji i intuicji, nalezy scharakteryzowac teraz blizej rodzaj konstrukcjonizmu,

ktory przypisujemy Cantorowi.

W Scistej praktyce matematycznej Cantora — cho¢ zostaly zrekonstruowane réznorakie
struktury, zar6wno liczbowe, jak 1 teoriomnogosciowe (zbiory liczbowe, liczby porzadkowe i
kardynalne, nieskonczony iloczyn potegowy pochodnych zbioréw) — trudno znalez¢ przyktady
na to, ze postugiwat si¢ on konsekwentnie zamierzonymi, swiadomymi — 1 w szczegdlnosci —

ztozonymi specyfikacjami kategorii wizualnych, w kontekscie modeli.

Chodzi nam gtoéwnie o to, ze Cantor nie wprowadzat nowych, ztozonych obiektow
(modeli) matematycznych planowo, w zwiazku z potrzebg rozwigzania jakiego$ problemu, w
szczegblnosci przy pomocy metody, jakg nazywamy tu modelowaniem teoriomnogosciowym.
W poréwnaniu z modelem R Dedekinda, Cantora konstrukcja R nie byta kategoryczna®®,

natomiast modelu N Cantor w ogdle nie zbudowal.

Czesciowo takie podejscie moze wyjasnia¢ quasi-nominalizm, zrekonstruowany w
odniesieniu do metodologii Cantora przez Dadaczynskiego. Kierunek ten moze nie stanowi
przeciwienstwa dla metody matematycznego modelowania (tj. budowania modeli struktur), ale

tez jej z koniecznosci nie zawiera 1 nie zaklada.

866 chodzito o definiowanie

W quasi-nominalizmie przypisanym matematykowi z Halle
kolejnych poje¢ poprzez okreslanie relacji migdzy nimi i pojeciami juz zdefiniowanymi. To
wskazuje raczej na dedukcyjna, genetyczng metodg pracy niz na modelowanie catych struktur,

w ktorych zakres wchodzi czesto wigcej niz jedno pojecie.

Tak mozna przedstawi¢ ten proces w uproszczony sposob:

865 Wspotczesna konstrukcja Cantora R jest uzupetniona o AA. Natomiast wlasno$¢ cigglosci skutecznie
wyklucza nieskonczenie mate.

866 J. Dadaczynfiski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci
Georga Cantora..., dz. cyt.
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Rysunek 4 Schemat konstruowania dla Cantora.

gdzie ostatecznie pewne pojecie_x moglo okaza¢ si¢ strukturg, jaka odpowiadata na
konkretny problem. Niemniej jednak Cantor nie konstruowal (przynajmniej w badanym
zakresie) struktur w taki sposob, zeby najpierw tworzy¢ zbidér wybranych aspektdéw, jakie dana
struktura powinna posiada¢ wzgledem konkretnego, matematycznego problemu, a potem

dopiero wyprowadzac poszczegolne relacje migdzy odpowiednimi pojgciami.

Roéznica w metodologii Cantora 1 Dedekinda dotyczylaby wigc tego, ze ten pierwszy
nie wprowadzatl konsekwentnie 1 precyzyjnie specyfikacji kategorii tych najbardziej
nadrzednych, ztozonych struktur (mowa tu o konstrukcji R oraz np. nieskonczonosci aktualnej),
podczas gdy ten drugi to robil (mowa tu o modelach R oraz N). Niemniej jednak,nie uwazamy,
iz Cantor nie przejawiat w swej matematycznej praktyce zadnej formy intencji oraz intuicji —

nawet w kontekscie najmniej ztozonych struktur sposrod tych jakie wprowadzit.

Cantor przeprowadzit konstrukcje liczb rzeczywistych w odpowiedzi na konkretny
matematyczny problem dziewig¢tnastowiecznej matematyki, jakim byla kwestia
niewymiernosci — stagd musiat przynajmniej chcie¢ 6w problem rozwigzac. Jego ogdlng intencja
bylo rozwigzanie tego problemu, za$ intencjami szczegélowymi bylo wprowadzenie na drodze
konstrukcji pojeciowej zbioru R (tj. B). Niemniej jednak konstrukcja ta nie byta wprowadzona
przy pomocy metody modelowania — Cantor nie tworzyl modelu, a konkretny zbior liczbowy;
po drugie jego rozumowanie dotyczyto bardziej dedukcyjnych wyprowadzen kolejnych warstw

obiektéw niz konstrukcji nowej struktury-obiektu:
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Rysunek 5 Schemat konstrukcji liczb rzeczywistych przez Cantora.

Cantor skupial si¢ gltownie na pojeciach 1 relacjach miedzy nimi. Dodatkowo
przedstawil w swej konstrukcji nieskonczenie wiele zbioréw réwnolicznych ze zbiorem R (B,
C, D...), nie za$ jeden konkretny. Byto to mozliwe dzigki stworzeniu ,,przepisu’ na sukcesywne

konstruowanie takich zbiorow.

Pomimo wysokiego stopnia ztozonos$ci konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych (przez
co argumentowali§my, iz nie zostala ona w prosty sposob zdefiniowana), przyjmujemy, iz
postrzegal on zbidor R jako pewien nowy obiekt, wprowadzony do matematyki przez
uzupeltnienie zbioru liczb wymiernych liczbami niewymiernymi. Pozwala to sadzi¢, iz pojeciu
okreslajagcemu ten obiekt w jakim$ stopniu towarzyszyla naoczno$¢ (chociaz w postaci
wyobrazenia o tym, ze zbior B — zbidr zupelny w sensie Cauchy’ego — jest wickszy,
zupetniejszy niz zbidr liczb wymiernych, poniewaz Cantor powotywat si¢ z powodu blizej
nieokre$lonej pogladowosci na prosta). Jednakze owa naoczno$¢ niekoniecznie byta
wykorzystywana przez Cantora caty czas — mogla by¢ konsekwencja konstrukcji pojeciowe;.
W tym sensie celem jego ogdlnej intencji nie bylo wprowadzenie okres$lonej struktury R, a
rozwigzanie problemu niewymierno$ci (poprzez uzupetlienie liczb wymiernych o
niewymierne), natomiast celami intencji szczegétowych byty kolejno konstruowane elementy,

sktadajace si¢ na strukture.

Dziataniem intencjonalnym (tj. bedacym realizacja spetnienia warunkow stanu
intencjonalnego) byto zaréwno wprowadzenie liczb niewymiernych (skonstruowanie zbioru,

ktory je posiada), jak i konstrukcja poszczegolnych elementéw struktury. Konstrukcja tych
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drugich nie podlegata konstrukcji jakiej$ nadrzednej struktury, ale ogélnemu postulatowi ich
konstruowania. Dodatkowo, warunki spelnienia stanu intencjonalnego, chociaz zostaly
spelnione w kontekscie kwestii niewymiernosci, nie zostaty spetnione, jesli chodzi o intencje
wykluczenia nieskonczenie matych z matematyki. Zabrakto Aksjomatu Archimedesa — bez
niego wtasnos¢ zbioru opisanego przez Cantora nie wyklucza nieskonczenie matych, moze by¢

spelniana w systemach niestandardowych®’,

W przypadku pojeciowo-symbolicznego wytworzenia formalnej nieskonczonosci
aktualnej przez Cantora mamy do czynienia najpierw z prostymi konstrukcjami pojeciowo-
symbolicznymi, a nastgpnie z pewnym rodzajem kroku epistemiczno-konstrukcyjnego, jakim

jest zebranie w cato$¢ nieskonczonego procesu, co daje wynik nieskonczonosciowy.

Pierwszy etap konstrukcji zbiorow nieskonczonych I gatunku wyglada nastepujaco:

zbior nieskonczony P

—(relacja byciem punktem skupienia)-> punkty skupienia -(relacja
1 zebrania w cafosé)->

zbior pochodny P’

—(relacja byciem punktem skupienia)-> punkty skupienia -(relacja
1 zebrania w calos¢)->

zbior pochodny P’

Rysunek 6 Schemat konstrukcji zbiorow pochodnych przez Cantora.

Poniewaz Cantor dla zbioréw II gatunku dopuszczal, Zeby nie istniato n, takie ze n-ty
zbior pochodny nie istnial (tj. Zzeby (n-1)-szy zbidr pochodny byt skonczony), przedstawit
wynik takiego nieskonczonego konstruowania zbiorow pochodnych przy pomocy iloczynu

mnogos$ciowego:

867 P, Blaszczyk, O ciatach uporzqdkowanych..., dz. cyt.
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ktéry — jak dalej zauwazyl — rowniez mogl by¢ nieskonczony i posiada¢ swoje pochodne. Stato
si¢ to podstawa opracowywania przez niego symboli (a pdzniej wielkosci liczbowych)
nieskonczonoéciowych®®, Drugi etap tego poczatkowego wprowadzenia nieskonczonosci
(chociaz nalezy pamigtac, iz Cantor niejako zatozyt owa nieskonczono$¢, przyjmujac za punkt
wyjscia zbior nieskonczony) jest analogiczny do tego, ktéry opisuje Dadaczynski na
przykladzie konstrukcji liczb naturalnych Veronesego®®®. Opisuje on tam taka sytuacje: jesli
wyobrazi¢ sobie, ze jakas nieskonczona operacja zostala zakonczona w punkcie B, poczawszy
od punktu A, mozna pomysle¢ te operacje (lub zwigzanych z nig nieskonczong liczbe obiektow
jako dana mysleniu podmiotu juz z momentem A (pomija sie czas od A do B)®"°. Tego rodzaju
rozwazania traktuje Dadaczynski jako argument, iz czynnosci konstrukcyjne podmiotu
matematycznego nie musza by¢ dostownym odwotaniem si¢ do — jak to robit Kant —naocznosci

czasoprzestrzeni®’t.

Podczas wprowadzenia przez Cantora bardziej ztozonych struktur, jakimi byly liczby
porzadkowe i1 kardynalne, mamy do czynienia — oprocz wprowadzenia specyfikacji kategorii
reprezentacji umystowych poprzez opis formalny tych obiektow — réwniez z bezposrednim
odniesieniem do opisu wykonywanych czynnosci umystowych. Liczby porzadkowe mozemy
konstruowa¢ przy pomocy podanych przez Cantora (wprost) zasad generowania, natomiast
liczby kardynalne powstaja na drodze dekonstrukcji zbioru posiadajacego relacje porzadku oraz
wlasciwosci jego elementow. Takie odniesienie do czynno$ci umystowych mamy rowniez w
przypadku definicji zbioru, podanej przez Cantora w 1895 roku (gdzie — jak wskazywalismy —

mogt sie on zainspirowaé definicjg zbioru podang przez Dedekinda w 1888 roku).

668 Por. G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17
(3), 355-358).... d=. cyt., 147,

869 J. Dadaczyniski, Giuseppe Veronesego konstruktywizm arytmetyczny a poznawalnosé nieskornczonosci.
Studium wybranych watkow filozofii matematyki we wprowadzeniu do Grundziige der Geometrie von mehreren
Dimensionen..., dz. cyt.

670 J. Dadaczyniski, Giuseppe Veronesego konstruktywizm arytmetyczny a poznawalnosé nieskornczonosci.
Studium wybranych waqtkow filozofii matematyki we wprowadzeniu do Grundziige der Geometrie von mehreren
Dimensionen..., dz. cyt., 41; G. Veronese, Grundziige der Geometrie von mehreren Dimensionen und mehreren
Arten gradliniger Einheiten in elementarer Form entwickelt. Mit Genehmigung des Verfassers nach einer neuen
Bearbeitung des Originals iibersetzt von Adolf Schepp, Leipzig 1894, 8.

671 J. Dadaczynski, Giuseppe Veronesego konstruktywizm arytmetyczny a poznawalnosé nieskorczonosci.
Studium wybranych watkow filozofii matematyki we wprowadzeniu do Grundziige der Geometrie von mehreren
Dimensionen..., dz. cyt., 49.
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Jesli chodzi o liczby porzadkowe, zasady generowania wygladaja nastgpujaco:

l —(relacja nastepnika)-> ,

2. dobrze uporzadkowany ciag an nie majacy elementu najwiekszego —(relacja bycia
granicg)-> liczba b (graniczna)
(3. warunek ograniczajacy).

Rysunek 7 Schemat konstrukcji liczb porzqdkowych przez Cantora.

Jesli zas chodzi o liczby kardynalne, ich proces konstrukcji mozna przedstawié

nastepujaco:

bior z porzadkiem i wlasciwosciami elementow

l —(relacja ,,odrywania’ witasciwosci elementow i porzqdku)->

moc zbioru (tj. liczba kardynalna).

Rysunek 8 Schemat konstrukcji liczby kardynalnej przez Cantora.

Chociaz powyzsze przyklady (jak i w ogole rozwijanie teorii mnogosci) nie dotycza
bezposrednio konkretnego problemu, ktory Cantor chcial rozwigza¢, mozna powiedzie¢, ze
0go6lna intencja, jaka kierowala jego dziataniem w zakresie teorii mnogosci, byto badanie same;j
teorii mnogosci. Jednak pomimo iz Cantor (przynajmniej na poczatku) jako punkt wyjscia
przyjal zbior nieskonczony, jego stosunek do nieskonczonosci matematycznej pozostaje
niejasny. Wydaje si¢, ze jego podejscie do nieskonczonosci nie bylo ksztattowane przez
okreslone relacje i zaleznoS$ci strukturalne, a raczej przez przejety zwyczaj i podejscie, w

potaczeniu z przywigzaniem do teorii mnogosci, jako teorii badanej, odkrywane;.

Przyjat on 6wczesny paradygmat zaktadajacy konieczno$§¢ wyrugowania wielko$ci

nieskonczenie matych z analizy po to, aby t¢ analize sformalizowaé, uczyni¢ jasniejsza i
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bardziej przejrzysta®’2. Jednak potraktowat 6w paradygmat jako wystarczajaca podstawe do
naukowych rozwazan na temat tych wielkosci w calej matematyce. Dodatkowo jego stosunek
do tych wielkos$ci byt niekonsekwentny, gdyz wielkoSciom nieskonczenie duzym przyznawat
status wielko$ci aktualnych, wielkosciom nieskonczenie malym — jak wskazalismy -
przypisywal wlasciwosci nieskonczenie matych zanikajacych (wielkos$ci zmiennych), a wigc

potencjalnych. Nie zaliczat tych ostatnich do wielkosci liniowych®”3

, co moglo by¢ zwigzane z
przejeciem zwyczajowego sposobu ich traktowania. Stad tez by¢ moze wynika ,,niepetno$¢”
jego dowodu przeciwko nieskonczenie matym, jak réwniez brak kategorycznego wykluczenia

tych wielkosci z jego konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych.

Ostatecznie dzigki temu przykladowi mozna réwniez stwierdzi¢, ze zauwazone w
praktyce matematycznej Cantora kwestie dyskusyjne (niekategoryczno$¢ R 1 niepetnosé
dowodu przeciwko nieskonczenie malym) mogly wynika¢ z niewystarczajacego ogladu
struktury relacyjnej, w jakiej nalezatoby rozwaza¢ nieskonczenie mate (aktualnie) wielkosci.
Na podstawie tych analiz mozna wigc argumentowal za tezg, iz chociaz intuicja moze
odgrywa¢ duza role w matematycznym poznaniu, nieodlgczng czescig tego powinny byc
elementarne zatozenia strukturalistyczne. Aspekty lub wlasnosci poszczegolnych elementow
struktury, rozpatrywane w kontek$cie nowej struktury (a wigc posiadajgce nowe relacje i
zaleznosci), moga zyska¢ rowniez nowe znaczenie 1 funkcje — czego przeciwienstwem bytoby
rozpatrywanie tych aspektow 1 ograniczanie do ich wczesniejszych znaczen i funkcji, jak robit

to Cantor.

Ponadto mozna zauwazy¢ pewne kwestie §wiadczace o tym, iz Cantor korzystal z
wizualnych reprezentacji mniej ztozonych obiektow (obrazéw), ktore nie musiaty by¢
kreowane przez specjalnie rozbudowang, nadrzedng specyfikacje kategorii reprezentacji
wizualnych. Tak bylo w przypadku wprowadzenia przez niego zbioru pustego, gdzie Cantor
mieszat perspektywe formalno-pojeciowa z obiektowo-semantyczng — raz pisat o symbolu
zbioru pustego, a raz o zbiorze, nieposiadajacym zadnego elementu — dekonstruujac tym samym

zbidr wlasciwy, tj. niepusty i odnoszac si¢ do tresci tego pojecia. Tak byto réwniez, gdy Cantor

672 Por. z wieloma uwagami w pracy, dotyczacymi formalizowania przez Cantora jego teorii mnogosci
(definicji, dowodzenia, nazw).

673 P, Btaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt.; G.
Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik 91, 81—
125)..., dz. cyt.; P. Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The
Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt.
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wprowadzil lini¢ prosta 1 utozsamil ja poprzez izomorfizm, na mocy aksjomatu, ze

skonstruowanym przez siebie zbiorem liczb rzeczywistych.

Dodatkowym argumentem, ktéry potwierdza istotno$¢ elementu intencjonalno$ci w
praktyce matematycznej Cantora, jak rowniez element nakierowania pewnej naocznosci na
wprowadzone obiekty, jest odwolywanie si¢ do wprowadzonych wczesniej elementow jego
teorii oraz ich porzadkowanie i usciSlanie. Nawet jesli wprowadzajac pewne obiekty
przewaznie dedukcyjnym sposobem ich konstruowania, nie odnosit si¢ do nich na poczatku
bezposrednio (a poprzez pojecia i relacje miedzy nimi oraz caty proces konstrukeji)®’, tak
podczas formalizowania swoich teorii bardziej bezposrednio odnosit si¢ do tresci
wprowadzonych pojec-obiektow. Tak byto np. w przypadku definicji zbioru, liczby
kardynalnej, liczb porzadkowych czy Hipotezy Kontinuum (zwigzanej z rdznoliczno$cig

zbioréw nieskonczonych, a wiec z relacja miedzy badanymi obiektami)®’.

Na pewno mozna znalez¢ znacznie wigcej przyktadoéw wizualizacji czy intencjonalnosci
w praktyce matematycznej Cantora, jednak sadzimy, ze przytoczone tu przyktady sa
wystarczajace do uzasadnienia tezy pomocniczej. W niniejszej pracy — poprzez odwotanie do
propozycji Giaquinto i Searle’a — chcieliSmy na wybranych przyktadach jedynie uzasadnic,
przypisywane Cantorowi na podstawie analizy jego praktyki matematycznej, zatozenia i
przestanki filozoficzne zwigzane z podstawowym konstrukcjonizmem epistemologicznym.
Stanowisko to argumentujemy obecnoscig intencjonalnych proceséw konstrukcyjnych,
wprowadzajacych nowe obiekty, ktére sg dostgpne dla intuicji wizualnej podmiotu, tj. jako

676

przedmioty intencjonalnego ogladu®®, zarowno w kontekscie catego procesu przyswajania, jak

1 tworzenia wiedzy matematycznej.

674 Na co wskazuje Dadaczynski, przypisujac mu quasi-nominalizm i formalizm metodyczny: J.
Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora..., dz. cyt.

675 Por. z wezedniejszymi uwagami w pracy, nawigzujacymi do pdzniejszych dziet Cantora, a takze z
opisem przyczyn kryzysu Cantora w 1884 roku. Por. G. Cantor, Beitrdige zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre 1, 2 (Math. Annalen 46, 481—512; 49, S. 207—246)..., dz. cyt.; JJW. Dauben, Georg Cantor: His
Mathematics and Philosophy of the Infinite..., dz. cyt.

676 Por. ze stanowiskiem odnoénie do intuicji Poincaré’go, ktory twierdzi, ze to nie mikro-relacje logiczne
zapewniaja dojscie do celu w matematyce (one tylko zapewniajg poprawnos¢), ale to ,,je ne sais quoi”, ktore
jednoczy demonstracj¢ (ujecie struktury). Pisze: ,,Czy przyrodnik, ktory tylko badat stonia pod mikroskopem,
pomyslatby, ze zna to zwierz¢ wystarczajaco dobrze? [...] To dzigki logice demonstrujemy, to dzigki intuicji
wymyS$lamy. Umiejetnos¢ krytykowania jest dobra, umiejetno$¢ tworzenia jest lepsza. Wiesz, jak rozpoznac, czy
kombinacja jest poprawna; zaden problem, jesli nie posiadasz umiej¢tnosci wybierania migdzy wszystkimi
mozliwymi kombinacjami. Logika uczy nas, ze na takiej a takiej $ciezce na pewno nie napotkamy zadnej
przeszkody; nie moéwi nam, ktora z nich prowadzi do celu. Do tego potrzebne jest, abySmy widzieli cel z daleka,
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Wszystkie powyzej omoéwione przyktady stanowig argumenty za istotnym wktadem nie
tyle samego doswiadczenia umystowego (o dos§wiadczeniu takim mogloby §wiadczy¢ bardziej
opieranie si¢ wylacznie na intuicji, 0 czym wczesniej wspomnieliSmy), co umysltowej
aktywnos$ci, uzaleznionej réwniez od zbioru intencji Cantora. O konkretnych decyzjach,
wyborach, o przyjmowaniu okreslonych kierunkow, perspektyw i celow, i oczywiscie o

umystowych dziataniach, skutkujacych konstruowaniem nowych matematycznych obiektow.

Pomimo iz, jak sadzimy, mozemy przypisa¢ Cantorowi epistemiczny konstrukcjonizm,
tak jak go rozumiemy w niniejszej] pracy oraz na bazie wybranego, przeanalizowanego
materiatu matematycznego, w kolejnym podrozdziale pokazemy, i1z konstrukcjonizm

Dedekinda jest bardziej ztozony, co wigze si¢ z przyjeta metodologia.

Konstrukcjonizm Dedekinda

W rozdziale dotyczacym kwestii konstrukcjonizmu odnosnie do Dedekinda
wskazalismy na wybrane rodzaje wprowadzanych przez niego obiektéw, ktore moga
charakteryzowac jego epistemologie. Po pierwsze, przedstawiliSmy przekroje, podstawy teorii
mnogosci, jak rowniez bardziej ztozone teoriomnogosciowe struktury — jak tancuch czy zbior
prosto nieskonczony — aby wymieni¢ bezposrednie, sugestywne odniesienia Dedekinda do
umystowych operacji, ale réwniez, aby wskaza¢ na dynamike samych matematycznych
struktur. Po drugie, przedstawiony zostal zbiér nieskonczony, ktory zostat przez Dedekinda
zdefiniowany, jak réwniez zostato przez niego w pewien sposoéb udowodnione jego istnienie, a
takze wspomniano o precyzji wprowadzanej prze uczonego formalnie teorii. Chodzito o to, aby
pokaza¢, iz istotnym byto w jego praktyce matematycznej skuteczne wprowadzanie obiektow

oraz dowodzenie ich poprawnosci poprzez ich konstruowanie.

Jesli chodzi o kwestie metodologiczne i epistemologiczne zatozen filozoficznych
Dedekinda, mozna si¢ tutaj skoncentrowa¢ na dwoch gtownych tematach. Pierwszym z nich
jest opracowanie teorii liczb rzeczywistych w oparciu o podstawowe odniesienie do wyobrazen
geometryczno-intuicyjnych wtasciwosci ciaglosci®”’. Drugim jest teoriomnogo$ciowy model

liczb naturalnych. Nie oznacza to, Ze w jego matematycznej praktyce nie ma wigcej przyktadow

a zdolnoscia, ktéra uczy nas widzieé, jest intuicja. Bez tego geodeta byltby jak pisarz, ktéry bytby dobrze
zorientowany w gramatyce, ale nie mialby pomystow”. H. Poincaré, Science et méthode..., dz. cyt., 72.

877 Mowa tu o pojeciach, ktore majg zrodto w niettumaczonym przez Dedekinda odniesieniu do intuicji

geometrycznych czy po prostu pozamatematycznych (mozna to nazwa¢ pewnym, podstawowym
-doswiadczeniem” umystu).
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konstrukcji matematycznych. Jednakze na podstawie wcze$niejszych analiz mozna wskazac, iz
reszta takich konstrukcji uzalezniona jest od tych dwdéch wymienionych modeli liczbowych R
i N. A przez to, ze proponowany konstrukcjonizm Dedekinda jest zalezny od jego
strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego, istotng kwestia jest wigc zwigzek
opisywanego tutaj epistemologiczno-metodologicznym strukturalizmu z proponowanym

6

konstrukcjonizmem®’®, co bedziemy chcieli pokazag.

Chociaz stwierdzenie o modelowaniu matematycznym Dedekinda dotyczy podstaw
matematyki (do tego zakresu ograniczaja si¢ analizy niniejszej pracy), a takze opiera si¢
bezposrednio na dwoch skonstruowanych, kategorycznych modelach liczbowych (N oraz R),
daje ono bardzo wazng informacje na temat podejécia Dedekinda do matematyki. Ot6z mozna
powiedzie¢, ze teoria mnogosci byla dla niego bardziej narzedziem niz samym w sobie celem

praktyki®’®.

Naukowy model to reprezentacja wybranych, istotnych aspektow wycinka okreslonej
rzeczywistosci. Sprawdzianem tego, czy dany model jest poprawnie skonstruowany, jest

skuteczno$é w jego zastosowaniu do probleméw, ze wzgledu na ktére zostat skonstruowany®e°.
Mozna wyr6zni¢ cztery etapy budowania matematycznego modelu:

e 1. formutowanie problemu,
e 2. konstruowanie modelu (w tym okreslanie aspektow, jakie muszg oraz jakie
nie muszg by¢ brane pod uwagg),

e 3. sprawdzanie uzyteczno$ci modelu,

678 Niektorzy wrecz zauwazaja w praktyce metodologicznej Dedekinda tendencje wykraczajace poza
teorie mnogo$ci w kierunku teorii kategorii. Por. L. Corry, Richard Dedekind: Numbers and Ideals..., dz. cyt.; J.
Ferreir6s, Dedekind’s Map-Theoretic Period..., dz. cyt.; C. McLarty, Emmy Noether’s ‘Set Theoretic’ Topology:
From Dedekind to the Rise of Functors..., dz. cyt.

Jednakze nie jest to nic nowego, gdyz strukturalizm plus metodologia teoriomnogosciowa w rzeczy samej
wykraczaja poza samo pojecie elementu czy zbioru. Strukturalizm, jako kierunek bioracy pod uwage catg strukture
(a wigc pewne byty/przedmioty matematyczne wraz ze wszystkimi wyszczegdlnionymi, charakteryzujacymi dang
strukturg relacjami, zalezno$ciami a nawet wtasciwosciami), naturalnie w kontekscie teorii mnogosci bedzie poza
nig wykraczal — wlasnie w kierunku wigzacych elementy struktury czy sama strukture, relacji.

679 O podejéciu do modelowania zjawisk $wiata ,,zewnetrznego” lub o modelowaniu komputerowym
mozna przeczyta¢ np. w: V. Mityushev, W. Nawalaniec, N. Rylko, Introduction to Mathematical Modeling and
Computer Simulations..., dz. cyt.; N. Rylko, K. Tytko, Multidimensional potential and its application to social
networks, w: Current Trends in Analysis, its Applications and Computation, Proceedings of the 12th ISAAC
Congress, Aveiro, Portugal, 2019, red. P. Cerejeiras i in., Springer Birkhduser 2022.

880 E A. Bender, An Introduction to Mathematical Modeling..., dz. cyt., 1.
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e 4. testowanie modelu®?.

Istnieja dwa podejscia do budowania matematycznych modeli. Pierwsze jest zwigzane
z matematycznym modelowaniem zjawisk, natomiast drugie z teorig modeli. Zauwaza si¢, ze
model zjawiska lub systemu nie jest tylko strukturg (tak jak w teorii modeli), ale teorig, opisang

formalnie®8?

. Nalezy zaznaczy¢, iz w niniejszej pracy nie zajmujemy si¢ kwestig rozstrzygajaca
jednoznacznie, czy modelowanie Dedekinda mozna zaliczy¢ do rodzaju modelowania
zwigzanego z teorig modeli, czy do rodzaju modelowania zwigzanego z modelowaniem zjawisk
fizycznych lub systemow. Mozna si¢ poza tym powota¢ na stanowisko nierozrozniajgce
zasadniczo struktur i teorii, uzasadniajace to tym, ze zard6wno pierwsze, jak 1 drugie moga

dawaé w zasadzie te same informacje®®®. Patrick Suppes twierdzi wszak: ,,znaczenie pojecia

modelu jest takie samo w matematyce i naukach empirycznych”84,
Z kolei Marcus Giaquinto pisze:

»-Mozemy mie¢ bardziej bezposrednig $wiadomo$¢ struktury niz tryb szablonu
wizualnego, przynajmniej w tak prostych przypadkach [...]. Swiadomo$é, ktéra mam na
mysli, nie jest powigzana z konkretnym typem konfiguracji. Chociaz szczeg6lna
konfiguracja znakow, postrzegana jako zbidr elementow wyraznie powigzanych w
okreslony sposob, moze stuzy¢ cztowiekowi jako wyjsciowa instancja struktury, mozna
pozniej mysle¢ o tej strukturze, nie myslac o niej jako o strukturze konfiguracji
doktadnie tego typu wizualnego. [...]. Sugeruje, ze specyfikacja kategorii wizualnej daje
nam wizualny sposob uchwycenia struktury, ktory jest bardziej elastyczny niz szablon

wizualny”%.

Gdzie: obraz wizualny jest ,przejSciowym elementem doswiadczenia wzrokowego”

(wyobrazeniowej reprezentacji wizulnej), szablon konkretng (lub przyktadowa) konfiguracja

81 E A. Bender, An Introduction to Mathematical Modeling..., dz. cyt., 6-7.

882 W. Hodges, Model Theory, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2020.
683 W. Hodges, Model Theory..., dz. cyt.

884 P, Suppes, Studies in the Methodology and Foundations of Science, Dordrecht 1969, 12.

885 Por. M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 46-47. Przy czym:
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znakow fizycznych, natomiast specyfikacja kategorii wizualnej to ,,przechowywana

reprezentacja, sktadajaca si¢ z zestawu opisow cech”°8®,

Ogolny schemat metodologii Dedekinda mozna przedstawi¢ ponizej:

ASPEKTY

!

szczegolowe relacje i zaleznosci

1

STRUKTURA

Rysunek 9 Schemat konstruowania dla Dedekinda.

W konteksécie konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych, bardziej mozna zauwazy¢
pierwsze dwa wymienione etapy opisanego wczesniej modelowania, tj. formutowanie
problemu oraz aspektow, jakie w zwigzku z tym problemem nalezy uwzgledni¢. W odniesieniu
modelu liczb naturalnych Dedekind przedstawia raczej zmudng i precyzyjng konstrukcje
modelu od samych podstaw. Niemniej jednak nalezy zauwazy¢, iz modele probleméw ,,§wiata
zewngtrznego” moga stanowi¢ troche innego rodzaju modele niz te, jakie konstruowat
Dedekind. Oprocz tego, ze modelowal matematyczne problemy (a nie problemy ,,Swiata
zewngetrznego™), nie budowal ich do badania problemow, ale raczej po to, aby problemy
rozwigzywa¢ (jak to mialo miejsce w przypadku konstrukcji liczb rzeczywistych) oraz
formalizowac¢ 1 wyjasnia¢ pewne intuicje i oczekiwania matematyczne (jak to miato miejsce w

przypadku konstrukcji zbioru liczb naturalnych)®®’.

Aspektami, jakie Dedekind wziagl pod uwage (jako niezbedne do opracowania) w
kontekscie rozwigzania problemu niewymiernosci byl dany juz i sprawdzony zbidr liczb

wymiernych oraz wlasnos$¢ ciaglosci. O ile zbior liczb wymiernych to zbior liczb rozpatrywany

888 M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt., 46,54.

887 Por. rowniez z: W. Hodges, Model Theory..., dz. cyt.
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przez Dedekinda wraz z okre§lonymi na nim dzialaniami oraz relacja porzadku, o tyle wtasnos¢
ciggtosci Dedekind dopiero sformalizowat dla zbioru liczbowego. Siggnat bowiem po te¢

wlasnos¢ do intuicji o geometrycznej proste;.

Mozna przypuszczaé, iz Dedekind w swojej definicji cigglosci korzystat z reprezentacji
wizualnej przekroju i w tym sensie mogt scharakteryzowaé wlasno$é cigglosci prostej (zbioru).
Wszak tak wlasnie zwizualizowatl zbidr liczb rzeczywistych — jako kontinuum punktowe.
Poprzez okreslenie specyfikacji kategorii przekroju w kazdym obrazie moglt otrzymywacé
lokalne doswiadczenie tego, na czym owa wtasnos¢ cigglosci polega, jak wyglada lokalnie. Nie
zrobil tego by¢ moze bezposrednio, ale — tak jak opisaliSmy — poprzez wizualizacje 1 opis
przekroju. Nalezy zauwazy¢, ze Dedekind oprocz wizualizacji uzywal dodatkowo opisu,
dotyczacego wymagan analizy (w kazdym miejscu prostej-zbioru, znajduje si¢ zawsze jeden i

tylko jeden punkt-liczba). Przekroje moga wyglada¢ nastepujaco®®:

e ¢ O O
e O e O

Rysunek 10 Schemat przekrojow Dedekinda.

Przy czym przekrdj ostatni jest wykluczany obecnie przez liniowo$¢ porzadku (nie
moze by¢ dwoch liczb-punktow w tym samym miejscu — liczba to pewna klasa abstrakcji granic
ciaggéw), natomiast przekrdj pierwszy jest wykluczany przez wlasno$¢ ciaglosci. Stad
przekrojami, jakie moga wystgpowaé w zbiorze cigglym (zarowno zlozonym z punktow, jak i
liczb), sa przekrdj drugi i trzeci. Sam Mioduszewski pisze, ze Dedekind odwotywat sie do

wyobrazen oraz intuicji geometrycznych czy tez topologicznych®®.

68 P, Blaszczyk, M. Fila, Modes of Continuity in Diagram for Intermediate Value Theorem, w

“Diagrammatic Representation and Inference”, Ahti-Veikko Pietarinen, Sven Linker, Peter Chapman, James
Corter, Valeria Giardino, i Leonie Bosveld-de Smet (red.), 2020, 34—49. Cham, Switzerland: Springer.

689 J. Mioduszewski, Wyktady z topologii..., dz. cyt., 7,12.
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Mozna stwierdzi¢, iz Dedekind w zwigzku z przypisywanym mu strukturalizmem
epistemiczno-metodologicznym najpierw wybierat i sktadat w catos$¢ najistotniejsze, niezbgdne
aspekty (konstruujac w ten sposob ramy struktury), a dopiero potem wyprowadzat szczegdtowe

relacje i zalezno$ci migdzy elementami. Jego konstrukcje R mozna przedstawic¢ nastepujaco:

el B

- ASPEKTY: N

liczby wymierne + wlasnos¢
cigglosci

|

szczegolowe relacje i zaleznosci

(konstrukcja logiczno-pojeciowa, przedstawiajaca R
jako cialo uporzadkowane w sposob ciagly)

\ /
}

STRUKTURA -
Model R

Rysunek 11 Schemat konstrukcji zbioru R przez Dedekinda.

Podobng rzecz mozna zauwazy¢ odnos$nie do modelu liczb naturalnych. Tam Dedekind,
konstruujac teoriomnogosciowy model zbioru prosto nieskonczonego, zajmuje si¢ jednoczesnie
strukturg teoriomnogosciowa, jak 1 na jej przyktadzie definiuje zbior liczb naturalnych. Nie
tylko jak w przypadku liczb rzeczywistych zajmuje si¢ ,,tworzeniem” (tj. teoriomnogosciowym
redefiniowaniem) poszczegolnych liczb, dzigki funkcji nastepnika, ale jednocze$nie nadaje
przedmiotowos$¢ catemu zbiorowi liczb naturalnych. W tym przypadku mamy wiec do
czynienia zaroOwno ze strukturg teoriomnogos$ciowa, ze strukturg liczbowa (N), jak i z

pojedynczymi liczbami, tworzonymi przez uwiklane w strukture odwzorowanie (w tancuch).
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Jego model zbioru liczb naturalnych, tj. zbidr prosto nieskonczony, oparty byt na
koncepcji tancucha. Nie podawal symbolicznego wyniku nieskonczenie wielu operacji, a
jedynie ,,samotworzaca” si¢ struktur¢ (poprzez obecno$¢ odwzorowania, be¢dacego dla
Dedekinda rozréznialnym od statycznego zbioru). Zbior ten w kontek$cie dowodu istnienia
zbioru nieskonczonego reprezentowal — oprocz potencjalnego aspektu tworzacej si¢
nieskonczonos$ci — réwniez nieskonczonos¢ aktualng. Wspotczesnie mozna w sposob statyczny

h%°. Uwazamy, ze u Dedekinda 6w dynamizm

opisa¢ zarowno odwzorowanie, jak i fancuc
pozwolit polaczy¢ aspekt potencjalnosci oraz aktualnosci nieskonczonosci. Tym, co Dedekind
wzigt pod uwage, konstruujac teoriomnogosciowy model liczb naturalnych, byly podstawowe
elementy zbioru, odwzorowanie i1 caly zbior jednoczesnie. Nalezy dodaé, iz obydwu

691
)

zbudowanym przez niego modelom liczbowym przypisuje si¢ wlasnos¢ kategorycznosci®, co

moze $wiadczy¢ o ich poprawnosci 1 skutecznosci.

Model zbioru N mozna przedstawi¢ wizualnie nastepujaco:

Rysunek 12 Schemat modelu zbioru N.

Gdzie element a jest elementem pierwszym w zbiorze liczb naturalnych, strzatki
oznaczaja funkcj¢ nastepnika, a elementy odpowiednio: a’, a’’, a’’’..., oznaczaja nastepniki
elementow odpowiednio: a,a’, a’’... Dodatkowo to nie jest tylko przepis, jak mozna wytwarzac

w nieskonczono$¢ kolejne liczby naturalne poprzez funkcj¢ nastepnika (czy tez jak sig¢ te liczby

890 Odwzorowanie jako zasade, okreélajaca przyporzadkowanie elementéw z pewnych zbiordw, a taficuch
jako zbior uporzadkowany liniowo w kontekscie porzadku czesciowego.

891 Jesli chodzi o kategoryczno$¢ jego modelu zbioru liczb rzeczywistych, wspomagamy sie m.in. uwaga
Blaszczyka w: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen..., dz. cyt., 11. Natomiast kategorycznos$¢ zbioru liczb naturalnych potwierdza Joyce: D.E. Joyce, Notes on
Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen?,dz. cyt., 15. Nalezy pamigta¢ o uwzglgdnieniu
odpowiednich warunkow, aby modele te byty kategoryczne.
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samoistnie dzigki tej funkcji wytwarzaja). Zbidr N dany jest w tej definicji (w tym modelu) jako
w catos$ci gotowy. Tak wiec Dedekind potaczyt w modelu zbioru prosto nieskonczonego dwa
aspekty nieskonczonosci — aktualno$¢ (poprzez przedstawienie gotowego zbioru w catosci),
oraz potencjalnos¢ (poprzez niekonczacg si¢ mozliwos¢ aktywnosci funkcji nastepnika na coraz

to kolejnych, produkowanych elementach).

David Joyce wspomina, ze dowod zbioru nieskonczonego Dedekinda, ,,jest
zaskakujaco niematematyczny, w przeciwienstwie do calej reszty tej pracy, ktora jest dos¢

7892 Pomimo to mozna zauwazy¢, iz caly model teoriomnogosciowy

rygorystyczna
nieskonczonego zbioru liczb naturalnych opierat si¢ na sformalizowaniu (uscisleniu) intuicji
okreslajacych zbidr liczb naturalnych. Okreslenie, ze reszta pracy jest rygorystyczna, moze
dotyczy¢é wtedy logicznych mikrozwiazkéw wprowadzanej tresci®®®, poniewaz nadrzedne cele
— budowa modelu — zwigzane sg nie ze standardowo rozumiang rygoryzacja, ale raczej z
myS$leniem wizualnym 1 metoda modelowania. Jego proces konstrukcji zbioru N mozna

przedstawi¢ przy pomocy nastepujgcego schematu:

892 D E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 13.

893 Por. z dyskusja Gandona odnos$nie stanowiska Poincarego: S. Gandon, Quelle philosophie pour quelle
mathématique?..., dz. cyt.
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e N

\ 4
ASPEKTY:

element 1+ funkcja nastepnika + N
(nieskonczonos¢ aktualna)

szczegOlowe relacje 1 zaleznosci

(konstrukcja dedukcyjno-genetyczna,
wyprowadzajjgca wszelkie niezbedne,
teoriomnogosciowe pojecia)

A
STRUKTURA —

model N

y

Rysunek 13 Schemat konstrukcji zbioru N przez Dedekinda.

Glownym argumentem za proponowanym konstrukcjonizmem Dedekinda jest — tak
samo jak w przypadku strukturalizmu — omawiana metoda modelowania zagadnien
matematycznych. Oznacza to bezposrednio zalezno$¢ konstrukcjonizmu Dedekina od
rekonstruowanego w jego kontekscie strukturalizmu metodologiczno-epistemicznego.
Wszelkie mniejsze struktury, jakie rozwazatl lub konstruowal, byly rozpatrywane w odniesieniu
do budowanych modeli liczbowych (mowa tu o dwoch pracach z zakresu podstaw

matematyki).

Umystowe konstrukcje Dedekinda charakteryzowala zaréwno pewnego rodzaju
bezposrednia intencja uchwycenia i wprowadzenia konstruowanej struktury, jak i sam oglad
(wizualna intuicja) tej struktury. Przypomnijmy, Ze méwimy tu o modelach liczbowych,
ktérych u Cantora nie rozpoznaliS§my. Na pewno nie w taki sposob — w przypadku modelu N u
Dedekinda, u Cantora nie mamy jego konstrukcji w ogoéle, a jedynie ogdlne wzmianki o
mozliwo$ci sprowadzenia matematyki do teorii mnogoséci. Dedekind potrafit operowaé z
bardziej abstrakcyjnej perspektywy (strukturalistycznej) wprowadzanymi obiektami i

zalezno$ciami. A to oznacza, iz posiadal rowniez wigkszy poziom abstrakcji ich ogladu niz
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Cantor. Uzywat zlozonych, abstrakcyjnych specyfikacji kategorii wizualnych poprzez

potaczenie formalnych opiséw jezykowych z okreslonymi naoczno$ciami.

W kontekscie rekonstruowanego w pracy konstrukcjonizmu mozna rozpatrzy¢ jedno z

h694

zatozen konstruktywistycznyc — lecz w stabszej wersji, uwzgledniajacej rowniez ujecie

69 Ot6z Dedekind nie zajmowal sie

umystowe nieskonczonych obiektow 1 procedur
rozwazaniami o ,rzeczach”, ktore nie byly dla niego konstruktywne, konstruowalne, a
udowodni¢ bylo réwnoznaczne ze skonstruowaniem. Matematyk z Brunszwiku nie pisat o
przedmiotach, ktorych nie miat §cisle opracowanych wedlug racjonalnej, strukturalistycznej
metody 1 ktorymi si¢ nie zajmowat w tym sensie, ze nie zajmowal si¢ strukturg, do jakiej dane
przedmioty przynaleza. Mozna wrecz rzec, ze te ,,rzeczy’ nie istniaty dla Dedekinda. Wynikato
to z tego faktu, iz tak jak u Cantora strukturalizm byt konsekwencja konstrukcjonizmu
zwigzanego z opracowywaniem bardziej skomplikowanych bytéw matematycznych (byt od

niego zalezny), tak u Dedekinda, konstrukcjonizm wydaje si¢ jedynie pochodng

strukturalistycznego ogladu rzeczywistoéci matematyczne;j®®.

Niektorzy autorzy wskazuja na metodologiczny strukturalizm Dedekinda. José
Ferreiros 1 Erich Reck twierdza, ze ,,Dedekind polaczyt swoj strukturalizm matematyczny lub
metodologiczny ze strukturalistyczng koncepcja obiektow matematycznych, tj. forma
strukturalizmu filozoficznego”. Badacze ci opieraja ten poglad np. na wypowiedzi
niemieckiego matematyka, iz liczby sg ,,wolnymi tworami ludzkiego umystu”, uzyskanymi

697

przez rodzaj ,,abstrakcji” z bardziej konkretnych systemow obiektow’>’. Niektorzy zauwazajg

w praktyce metodologicznej Dedekinda tendencje wykraczajagce poza teori¢ mnogosci w

kierunku teorii kategorii®®®.

894 Chodzi tu o nieuznawanie niekonstruowalnych poje¢ i zalezno$ci. Por. J. Dadaczynski, Filozofia
matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt.; R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.

89 J. Dadaczyniski, Giuseppe Veronesego konstruktywizm arytmetyczny a poznawalno$é nieskornczonosci.
Studium wybranych waqtkow filozofii matematyki we wprowadzeniu do Grundziige der Geometrie von mehreren
Dimensionen..., dz. cyt.

89 Co potwierdza wnioski dotyczace rozdziatu pierwszego, w ktérym analizowaliémy konstrukcje liczb
rzeczywistych (uzupetnianie zbioru liczb wymiernych).

897 J. Ferreir6s, E.H. Reck, Dedekind’s Mathematical Structuralism: From Galois Theory to Numbers,
Sets, and Functions..., dz. cyt.

898 1. Corry, Richard Dedekind: Numbers and Ideals..., dz. cyt.; J. Ferreiros, Dedekind’s Map-Theoretic
Period..., dz. cyt; C. McLarty, Emmy Noether’s ‘Set Theoretic’ Topology: From Dedekind to the Rise of
Functors..., dz. cyt.
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Jak juz kilkakrotnie zauwazylis§my, Dedekind posiadal poprzez swoje strukturalistyczne
podejécie wyzszy poziom abstrakcji ogladu matematycznego®®. Byl to oglad kierowany na
konkretne struktury i w konkretnym celu. Oczywiscie jako jeden ze skutkéw owego
strukturalistycznego podejscia wskazuje si¢ na dos¢ sztywne ramy jego praktyki naukowej — tj.
ograniczanie si¢ do przedstawiania tylko tych problemow, ktére daty sie rozpracowac
strukturalnie lub wchodzity w zakres jakiej$ struktury. Mimo iz Dedekind czasem tylko ogdlnie
nawigzywal do zauwazanych przez siebie problemow, jego uwag nie nalezy pomija¢, gdyz
dobrze zinterpretowane, mogg stanowi¢ cenny filozoficzno-matematyczny wktad naukowy.
Niemniej jednak, mozna zauwazy¢ pewien zwigzek miedzy korzystaniem z intuicji w
kontekscie opracowywania konkretnej struktury (w opozycji do opierania intuicji na
konkretnych przekonaniach), a mozliwoscig poprawniejszego 1 trafniejszego opisu i

rozwigzywania matematycznych probleméw.

Podsumowujac, oprécz bezposrednich, poszczegolnych obiektow, na podstawie ktorych
rekonstruowali$my konstrukcjonizm Dedekinda w rozdziale 2, zauwazamy u tego uczonego
takie elementy konstrukcjonizmu, zwigzane bezposrednio z konstruowaniem dwoch modeli
liczbowych, ktore wydajg si¢ elementami nadrzednymi wzgledem innych elementow
konstrukcjonizmu. Konstruujgc dany model, Dedekind wykorzystywal zarowno intuicje
(oglad), jak 1 intencje¢ skierowane na wprowadzang strukture. Tym samym przypisywany mu
konstrukcjonizm jest §cisle zwigzany ze strukturalizmem epistemologiczno-metodologicznym,
a nawet z niego wynika. Mozna powiedzie¢, ze charakteryzuje go — jes$li porownac z
konstrukcjonizmem Cantora — wyzszy poziom abstrakcji (intencja oraz intuicja nakierowane

byty na struktury bardziej ztozone i1 abstrakcyjne). Kwesti¢ te rozwiniemy dale;.

5.3 Pragmatyczny realizm Cantora i Dedekinda (teza pomocnicza c)

W niniejszym podrozdziale scharakteryzujemy odmiang realizmu ontologicznego, ktora
zrekonstruujemy na podstawie analizy praktyki matematycznej Cantora 1 Dedekinda. Jak
wspominali$my, mozna mowi¢ o dwoch wymiarach realizmu ontologicznego. Po pierwsze,
wspominaliSmy o realizmie wewngtrznym wzgledem praktyki indywidualnej, a takze o
realizmie zwigzanym z wiedza dziedziczong (zaleznym z kolei od historyczno-spotecznej

praktyki matematycznej). Ponizej wyjasnimy znaczenie tych dwoéch pojeé, jednak nalezy

89 Whioski, jakie ptyna z jednoczesnej analizy praktyki matematycznej Cantora i Dedekinda, dotyczace
zwigzku miedzy poziomem abstrakcji ogladu matematycznych obiektow, intuicyjnoscia i podejsciem
strukturalistycznym, sa bardziej przekonujace, cho¢ moze by¢ to temat na osobng pracg.
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pamieta¢ iz w konteks$cie obiektoéw matematycznych oraz perspektywy badawczej niniejszej
pracy, skupiajacej si¢ wokoét praktyki matematycznej, mowimy o istnieniu abstrakcyjnym oraz

pragmatycznym.

Realizm wewngtrzny wzgledem indywidualnej praktyki begdzie odnosit si¢ tak do
obiektéw podstawowych przyjmowanych u podstaw matematycznych teorii (jak elementy,
zbiory, liczby czy funkcje), jak rowniez do pozostatych obiektéw-struktur, konstruowanych

umystowo, w oparciu o obiekty podstawowe.

Jesli chodzi o realizm zwigzany z wiedzg dziedziczong, bedzie mowa o istnieniu
obiektow matematycznych przyjmowanych w perspektywie historyczno-spolecznej, a nie
wynikajacych z indywidualnego wktadu badacza. Z punktu widzenia tradycyjnej filozofii,
bedzie chodzilo o tzw. wiedzg¢ obiektywna lub intersubiektywng (komunikowalng), tworzaca
wiedze tta danych badan. W interesujacym nas przypadku w zakres tej wiedzy bedzie
wchodzito to, czym si¢ inspirowali Cantor 1 Dedekind w swej matematycznej praktyce, oraz to,

jak tresci przez nich wprowadzone staly si¢ czgscig tej wiedzy.

Zaproponujemy, aby polaczy¢ wymagania PMP z perspektywa matematyki klasycznej
poprzez wykorzystanie koncepcji II 1 III $wiata Poppera. Propozycja ta pomoze réwniez
adekwatnie opisa¢ rekonstruowany aspekt filozoficzny praktyk matematycznych Cantora i
Dedekinda. Takie podejscie jest typowe dla programu filozofii w nauce, ktory tutaj stosujemy

w analizie filozofii obu matematykow.

Wewnetrzna ontologia indywidualnej praktyki matematycznej

Pragmatyczny realizm wewnetrzny wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej
podmiotu jest dobrym punktem wyjscia do dalszych rozwazah nad realizmem Cantora i
Dedekinda. W pewnym sensie jest on rowniez uprzedni wzgledem realizmu wiedzy

obiektywnej, jako wiedzy skonstruowanej przez ludzko$¢ w perspektywie historyczne;.

Wychodzac od takiego pragmatycznego, wewnetrznego realizmu ontologicznego, jaki
mozna zrekonstruowa¢ na podstawie obydwu praktyk matematycznych, postaramy si¢
scharakteryzowa¢ bardziej szczegdtowo 6w realizm u kazdego z uczonych, aby mozliwie

zréznicowac obie indywidualne propozycje.

W  kontekscie ontologii wewngtrznej, przypisanej zardwno Cantorowi, jak 1
Dedekindowi, mozna rozwazy¢ zarowno realizm odnos$nie do istnienia przedmiotow

matematyki, jak i zawarty w zadaniu, aby zdania matematyczne byty obiektywnie prawdziwe,
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jakie akceptowat Frege’®. Jednakze Frege nie uwazat, aby pomiedzy tymi dwoma powyzszymi
realizmami byt zwigzek, tj. zeby zdania matematyczne miaty wyjasnia¢ kwestie zwigzane z
matematycznymi obiektami. Uwazal, ze zdania zawierajace te obiekty powinny by¢
obiektywnie prawdziwe, co zdaniem Georga Kreisela (jak przytacza Linnebo) implikuje prymat
problemu obiektywnosci (prawdziwo$ci) zdan, nad samym problemem istnienia obiektéw
matematycznych’®!. Rozroznienie takie wydaje si¢ tu przydante, poniewaz wskazujemy na
przynajmniej czg$ciowa niezalezno$¢ intuicji (a wigc i opartych na niej podstawowych

obiektow matematyki) od jezyka.

Realizm dotyczacy podstawowych obiektow w matematyce moze by¢ trywialny. Mozna
tu poda¢ przyktad interpretacji ontologii Willarda Van Ormana Quine’a dokonany przez
Stephena Yablo nastepujaco: ,,zarys jego programu prezentuje si¢ nastgpujaco: znajdz najlepsza
0golng teori¢ — spetniajacag naukowe standardy lub wynikajacg z nich — 1 rozwaz, co musi

istnie¢, aby ta teoria byla prawdziwa”%.

Do takich podstawowych obiektow ontologii w przypadku uj¢cia Dedekinda nalezy
zaliczy¢ elementy zbioru, zbiory i funkcje (odwzorowania). Natomiast w przypadku ujecia

Cantora bedg to zarowno liczby (naturalne badz wymierne), jak i cate zbiory.

Jednakze nalezy przyznaé, iz sprawa nie jest tak oczywista w przypadku pytania o
istnienie bardziej skomplikowanych struktur, a w przypadku Dedekinda — rowniez modeli tych
struktur. Tutaj nalezy skorzysta¢ z perspektywy strukturalistycznej. Jak widzieliSmy,
strukturalizm jest propozycja pozwalajacg wyjasni¢ bardziej szczegétowo zarowno metode

efektywnej praktyki naukowej, jak 1 epistemologiczne oraz ontologiczne kwestie zwigzane z

700 @, Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 94.
"1 @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 31-32.
792 A. Kosecki, O poglgdach Carnapa, Ajdukiewicza i Quine’a na ontologie, ,,Przeglad Filozoficzny —

Nowa Seria R. 26” 101, (2017) nr 1, 76; S. Yablo, Does Ontology Rest on a Mistake?, ,Proceedings of the
Aristotelian Society” 72, (1998), 230.
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uprawianiem matematyki’®®>. Co wiecej, propozycja ta nie musi wyklucza¢ ontologii

podstawowych obiektow, innych niz struktury (ktére zostaty wczesniej opisane)’%4.

Interesujagca w tym kontekscie jest rowniez propozycja Kalmara, ktorg rozwaza Imre
Lakatos’®. Laszl6 Kalmar twierdzi nie tylko, ze podstawowe obiekty matematyczne powstaty
dzigki metodzie abstrahowania ich z rzeczywisto$ci. Wedlug niego tak powstaly rowniez
aksjomaty’®. Jest to istotna kwestia, poniewaz jesli aksjomaty okreslimy jako podstawowe
(zasadnicze) relacje miedzy podstawowymi bytami teorii matematycznej, woOwczas mozemy
przyznac taka sama, naturalng ontologi¢ nie tylko pojedynczym bytom, ale rowniez strukturom

powstalym z tych bytéw 1 okre§lonych na nich aksjomatycznie relacjach.

Pragmatyczny realizm opisywany w niniejszej pracy powinien by¢ zwigzany z
procesami konstrukcyjnymi (poznawczymi) indywidualnej (lub historyczno-spotecznej)
praktyki matematycznej 1 $ciSle od nich zaleze¢. Mozna sadzi¢, iz intuicja rozumiana jako
umiejetnos¢ (zdolnos$¢) ogladu obiektow matematycznych moglaby stworzy¢ dodatkowe
podstawy dla takiego realizmu obiektow matematycznych (oprocz tego, ze przyznajemy

obiektom matematycznym pragmatyczne istnienie, poniewaz sg przedmiotem dyskursu).

Wzorujac si¢ na Poincarém, mozna wskaza¢, ze intuicja jest warunkiem dotarcia do
matematycznego celu (czego nie zapewnia nam racjonalne rozumowanie 1 mikro-logiczne

potaczenia)’"’

— co W niniejszej pracy znajduje potwierdzenie, poniewaz Dedekind, ktory
bardziej bezposrednio 1 oficjalnie odwotywat si¢ do intuicji, stworzyl bardziej skuteczne i
efektywne systemy niz Cantor, ktory w jakim$ stopniu zdawat si¢ odrzuca¢ to odwotywanie do
intuicji (nie wiemy tylko, czy z powodu braku takich zdolnosci, czy wptywu konkretnych

przekonan).

703 Por. np. z przedstawiong przez Carter propozycja Peirce’a, ktéry uwazal, ze ,,rozumowanie
matematyczne jest rozumowaniem schematycznym, a Diagram to ikoniczny znak, reprezentujacy racjonalne
relacje”. J. Carter, Logic of Relations and Diagrammatic Reasoning: Structuralist Elements in the Work of Charles
Sanders Peirce, w: The Prehistory of Mathematical Structuralism, red. E. H. Reck, G. Schiemer, Oxford
University Press 2020, 242.

704 7, Carter, Structuralism as a philosophy of mathematical practice..., dz. cyt.

705 1, Lakatos, Problems in the Philosophy of Mathematics, w: Proceedings of the International
Colloquium in the Philosophy of Science., red. 1. Lakatos, London-Amsterdam 1965, 187-194.

708 1. Lakatos, Problems in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 188.

07 H. Poincaré, Science et méthode..., dz. cyt., 72.
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Wspotczesng propozycja, ktorg uznajemy za rozwini¢cie mysli Poincarégo, jest opisana
przez Giaquinto koncepcja myslenia wizualnego (na ktorej gtownie opieramy bardziej
szczegdlowe analizy)’®. Niemniej jednak nalezy pamietaé, iz mowimy o intuicji (nie za$ np.
0 jezyku opartym na okreslonych precyzyjnie symbolach ikonograficznych) i nie zawsze
musimy mie¢ do czynienia ze $wiadomymi, bezposrednimi i jasno okre§lonymi
reprezentacjami wizualnymi. Nie znaczy to, ze poznania matematycznego nie wspomagajg np.
nieuswiadomione wyobrazenia (reprezentacje) wizualne, jakie — jak sic wskazuje’®® — moga
odgrywac role w wizualnej percepcji (tu percepcji wyobrazeniowej) 1 petnic istotng funkcje w

tworzeniu nowej wiedzy.

Intuicja, o ktorej wspomina Kurt Gddel, rowniez nosi znamiona percepcji zmystowe;,
ale interpretowana na tle wyobrazni, moze by¢ trafnym wyjasnieniem dla do$wiadczenia
percepcyjnego (fenomenalnego wyobrazeniowego) a priori, w kontek$cie umystowe]
konstrukcji, gdzie nie zaktadamy S$cistego, dostownego odkrywania jedynej, bezwglednie
obowigzujacej prawdy matematycznej, wzmacniajac tym samym pragmatyczne znaczenie
ontologii matematycznych obiektow. Odnoszac si¢ do intuicji z perspektywy naturalistycznej,
mamy do czynienia ze stwierdzeniem, ze intuicja nie powinna by¢ rozwazana przez filozofoéw,
jako ze nie podlega ona catkowitej, $cistej analizie. Naturalisci nazywajg to nienaukowoscia
intuicji (tj. wskazujg brak zasadnos$ci taczenia umyshu ze §wiatem). Jednak — jak wskazuje
Steward Shapiro — bez takiego potgczenia umystu ze $wiatem realizm mozna postawi¢ pod
znakiem zapytania za stwierdzenie: ,,wiedza matematyczna jest wiedzg o abstrakcyjne;j,

bezprzyczynowej dziedzinie matematyczne;j”’*°.

Mamy wigc do czynienia nie tylko z pytaniem o mozliwo$¢ poznania obiektow
matematycznych, ale rowniez z pytaniem o to, jak 1 dlaczego one istniejg oraz jak mozna je
pogodzi¢ ze Swiatem fizycznym. Stad intuicja zwigzana z wyobraznig 1 pewnymi procesami
mentalnymi jest praktycznym wytlumaczeniem — przynajmniej czesci — podstaw
matematycznej ontologii (w potaczeniu z okreslonymi aspektami poznania matematycznego)
oraz aspektem mozliwym do zrekonstruowania w jakim$ stopniu zaré6wno w praktyce

matematycznej Cantora, jak 1 Dedekinda. Nalezy dodatkowo zauwazy¢, iz proponowang w

708 M. Giaquinto, Visualizing in Mathematics..., dz. cyt.; M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.;
M. Giaquinto, The Epistemology of Visual Thinking in Mathematics..., dz. cyt.

99 B. Nanay, Unconscious mental imagery..., dz. cyt.

"0'S. Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 28.
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niniejszej pracy intuicj¢ opisujemy ogolnie — nie wyjasniamy catego procesu poznawczego, a

tylko uznajemy intuicj¢ jako jego niezbgdny element.

Aby wyjasni¢ geneze nazwy tego rodzaju pojec opisujacych ontologie rekonstruowang
W niniejszej pracy, mozna oprze¢ si¢ na rozroéznieniu zaproponowanym przez Rudolfa

1

Carnapa’*! odnosnie do egzystencjalnych twierdzen — na wewnetrzne oraz zewnetrzne. Te

drugie s3 przez niego uwazane za ,,pseudotwierdzenia pozbawione tresci poznawczej”'*2.
Pierwsze za§ uwazal jedynie za twierdzenia pewnego — przyjetego ze wzgledow
pragmatycznych — jezykowego schematu pojeciowego. Istnieja opracowania wskazujace na
mozliwg zmienno$¢ ontologii obiektow matematycznych wedtug Carnapa, jednakze dla nas
najistotniejsze jest, ze najpierw wedlug niego znaczenia posiadaly tylko wyrazenia jezykowe,
a juz w roku 1963 twierdzil, ze warto$ciami semantycznymi sa byty pozajezykowe’™. Wedhg
Piotra Warzoszczaka, w 1950 roku Carnap twierdzit, iz gtdbwna intencja wprowadzenia wyzej
opisanego rozrdznienia byta che¢ wykazania, ze odniesienia do bytow pewnych klas nie
wymagajg istnienia bytow tych klas™*. Jednakze mozna sadzié, iz ostatecznie da si¢ pogodzié
jego wewnetrzne pytania egzystencjalne 1 WTE (wewngtrzne twierdzenia egzystencjalne) z

wymogiem podstawowej, wewnetrznej i naturalnej] w pewnym sensie, realistycznej ontologii

matematycznych obiektow.

Mozemy takie stanowisko przyja¢ jako uzasadnienie wewngtrznego realizmu, jaki
mozna przypisa¢ zaréwno Cantorowi, jak i Dedekindowi. Taki podstawowy, minimalny
realizm jest okreslany przez Zbigniewa Krola czy Oswaldo Chateubrianda jako wymagany
realizm, niezbedny dla uprawiania matematyki lub analizy praktyki matematycznej’*®. Takie
wyjasnienie jest rowniez zgodne z perspektywa PMP, ktora podkresla, iz filozofi¢ matematyki
nalezy uprawiac, sledzac niejako od wewnatrz praktyke matematyczng (w przypadku ontologii

beda to przyjmowane obiekty matematyczne), nie za§ z — czesto nazbyt oddalonej i

"1 R, Carnap, Empiricism, Semantics and Ontology..., dz. cyt.

"2 P, Warzoszczak, Pézny Carnap a wspoiczesne spory ontologiczne. Cz. I. Poglgdy Carnapa na
ontologie a fikcjonalizm, ,,Filozofia Nauki (The Philosophy of Science)” 79, (2012) nr 3, 35.

"3 R. Carnap, The Philosopher Replies, w: The Philosophy of Rudolf Carnap, red. P. Schlipp, La Salle
1963, 891, przyp. 10.

"4 R. Carnap, Empiryzm, semantyka i ontologia, w: Empiryzm. Semantyka. Ontologia, thum. A. Koterski,
Warszawa 2005, 12-13; P. Warzoszczak, Pozny Carnap a wspotczesne spory ontologiczne. Cz. I. Poglgdy
Carnapa na ontologie a fikcjonalizm..., dz. cyt., 38.

"5 Q. Chateaubriand, The Ontology of Mathematical Practice..., dz. cyt.; Z. Krdl, O platonizmie w teorii
mnogosci..., dz. cyt.
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wyidealizowanej — perspektywy zewnetrznej, tj. poza-matematycznej’ . Dodatkowo wskazuje
si¢, ze ontologia konstrukcjonizmu socjologicznego, na jakim opieramy proponowany tu jego
indywidualny aspekt, moze by¢ zgodna z metaontologicznym minimalizmem Linnebo’*’, ktéry
chociaz zaktada, ze istnieja ,,cienkie” przedmioty, to ich ,istnienie nie stwarza (dalszych)

substancjalnych wymagan wobec §wiata’*8,

Nie bedziemy dyskutowaé szczegdtowo o wszystkich cechach przyjmowanej tu
ontologii, poniewaz — zwlaszcza w kontekscie wczesniejszego podrozdziatu — jest to ontologia
pragmatyczna. Jest ona zar6wno ontologig bytow pierwotnych w matematyce, jak rowniez

nastepnie — jako naturalne przedtuzenie — ontologig struktur, konstruowanych z tych bytow.

Wewnetrzny realizm Cantora
W przypadku Cantora mozemy jako podstawowe obiekty matematyczne wymienié
obiekty teoriomnogosciowe — gtdéwnie bedzie chodzi¢ o sam zbior, ktorego uczony poczatkowo
nie zdefiniowal, mozna rowniez w jaki§ sposob zaliczy¢ do tych obiektow same elementy
zbioru, o ktorych wspomina w definicjach zbioru w pdzniejszym okresie pracy naukowe;.
Oproécz obiektow teoriomnogosciowych warto jeszcze wymieni¢ liczby wymierne, ktore byty
W jego mniemaniu podstawowymi — wzgledem innych (zwtaszcza rzeczywistych) liczb —

wielko$ciami liczbowymi.

Wsrod bardziej ztozonych obiektow, ktore odnajdujemy w praktyce matematycznej
Cantora, mozna wymieni¢ same liczby rzeczywiste, prostg rzeczywistg, liczby kardynalne czy
porzadkowe, jak rowniez — w pewnym sensie — sam zbiér aktualnie nieskonczony (w tym

nieskonczony iloczyn zbioréw potggowych).

Ponizej postaramy si¢ scharakteryzowa¢ bardziej szczegblowo wewnetrzny realizm
ontologiczny Cantora. Teoretycznie mozna byloby poprzesta¢ na ogoélnym stwierdzeniu,
zgodnym z przyjetymi w niniejszej pracy zatozeniami, ze w tekstach matematycznych Cantora
mozna zrekonstruowa¢ matematyczne obiekty — zardwno te podstawowe, jak i tworzone z nich
struktury, ktore sa przedmiotami dyskursu jego praktyki matematycznej. Niemniej jednak, tak

jak w przypadku rekonstruowanego dla obydwu matematykow konstrukcjonizmu, sprawdzimy,

18 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst-.., dz. cyt.
17 @, Linnebo, Thin objects, Oxford UK 2018, 4.

718 M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt., 292.
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jak na ontologi¢ wptywa rdéznica zauwazona w kontek$cie metodologii (tj. strukturalizm

metodologiczno-epistemiczny).

Cantor zakladal tworzenie wiedzy matematycznej na poziomie dedukcyjno-
genetycznego wyprowadzania poj¢¢, nie za$ bezposrednio przy pomocy wprowadzania
nowych, nadrzednych struktur. Uwazal takze, ze wiedza ta jest dana a priori. Jesli rozwazamy
istnienie obiektow praktyki matematycznej Cantora, to interesuje nas kwestia, w jakim stopniu
mogt on uwzgledniac istnienie tych obiektow w obrgbie swojej praktyki — tj. w wobec dos¢
prostego (w poréwnaniu z Dedekindem) sposobu rozumowania. Dlatego tez przeanalizujemy
proponowany realizm pod katem podstawowego podziatu: idealizm-realizm—nominalizm.
Skorzystamy tutaj z propozycji Shapiro, ktory pisze, ze w naturalny sposob w dyskursie o
matematycznym przedmiocie, odnosimy si¢ do takich podstawowych obiektow, jak ,,liczby,
punkty, funkcje i zbiory”’’*°. W kontekscie odniesienia do ontologii tych przedmiotéw wyrdznia

1dealizm, nominalizm oraz realizm.

Idealizm wedlug Shapiro to stanowisko, zgodnie z ktérym istnienie matematycznych
obiektow jest uzaleznione wylacznie od ludzkiego umystu. Dodatkowo rozroznia Shapiro
idealizm subiektywny (obiekty matematyczne sg subiektywnymi wytworami poszczegolnych)
oraz intersubiektywny (matematyczne obiekty nalezg do wspdlnej dla wszystkich ludzi,
mentalnej struktury). Shapiro twierdzi, ze ten drugi rodzaj idealizmu moze by¢ zwigzany z
,,wszechobecna mozliwoscia konstrukcji”’?. Gdyby nie operacje umystowe Cantora, nie
zostalyby stworzone konstrukcje matematyczne przez niego przedstawione. Jednakze,
poniewaz proponowany w niniejszej pracy realizm ma by¢ potaczeniem procesu mentalnej
konstrukcji z istnieniem obiektéw matematycznych (w pdzniejszym etapie juz bez zaleznosci
od umystu), wskazywana przez Shapiro opozycja realizm—idealizm nie do konca jest pomocna
w dookresleniu realizmu przypisywanego Cantorowi. Rekonstruowany tu realizm uwzglednia
proces konstrukcji 1 sam w sobie ma plasowa¢ si¢ migdzy tradycyjnym, filozoficznym
realizmem a idealizmem. Wskazuje to na konieczno$¢ uzupetnienia wykorzystywanych
koncepcji o propozycje pozwalajace taczyc¢ te aspekty, jak na przyktad Popperowska koncepcja

trzech $wiatow.

"18'S. Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 25.

203, Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 25.
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Nominalizm jest okre§lany przez Shapiro jako radykalne przeciwienstwo realizmu. To
znaczy, ze wedlug tego pogladu nie istnieja obiekty matematyczne, istnieja jedynie same
pojecia i konstrukcje jezykowe?!. Jednakze tak, jak Shapiro twierdzi, Ze pojecia oraz obiekty
okreslane przez te pojecia, to dwie rozne rzeczy, tak samo moze by¢ to argumentem, iz pojgcia
definiowane 1 konstruowane w praktyce matematycznej Cantora stanowig przestanke do
istnienia obiektow, okreslanych przez te pojecia. Chcac dookresli¢ analizowany realizm,
musimy — tak jak zrobili§my to w przypadku Dedekinda — odwota¢ si¢ do kwestii metodologii
(1 epistemologii). Cantorowi nie przypisujemy tu strukturalizmu epistemiczno-
metodologicznego’??, ale skorzystamy z propozycji Dadaczynskiego, opartej co prawda na
deklaracjach filozoficznych, jednak obserwowanej réwniez na przyktadach praktyk

matematycznych.

Jak zauwaza Dadaczynski, jesli chodzi o ontologi¢ samej matematyki, Cantor uwazat,
1Z wystarczy ograniczy¢ si¢ do rzeczywistosci intrasubiektywnej. Byt to pierwszy etap jego
epistemologicznej metody redukcji ontologii. Drugim etapem bylo zawezenie ontologii tej
rzeczywistosci do quasi-nominalizmu, a wigc do poj¢¢, a raczej nazw pojec, ktorymi

matematycy operowali w samym jezyku matematyki’?

. W tym miejscu epistemologia i
ontologia Cantora mocno si¢ zazebiajg 1 wplywaja na siebie nawzajem. Tym samym
Dadaczynski przyznaje Cantorowi miano quasi-nominalisty i metodycznego formalisty. Innymi
stowy, mimo iz Cantor zaktada radykalny realizm zewnetrzny w praktyce, twierdzi réwniez, ze

podmiot matematyczny ,,budzi do zycia” matematyczne byty poprzez definiowanie pojec.

Jesli uwzgledni¢ to opracowanie, mozna wymieni¢ przynajmniej dwa przyktady
takiego podejscia w praktyce matematycznej Cantora — formowanie liczb na podstawie granic

ciggow czy definicja zbioru pustego.

Pierwszy przyktad dotyczy momentu, gdy zdefiniowawszy ciagi Cauchy’ego, Cantor

pisze, ze definicja ta nie znaczy nic innego, jak tylko okredla, ze: ,,Ciag (1) [tj. pewien ciag, z

721 S, Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 25-28.

722 W takiej postaci, w jakiej przypisujemy go Dedekindowi, nazywajac jego metodologie w zakresie
podstaw matematyki teoriomnogosciowym modelowaniem matematyki.

23 Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii
mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt. Quasi-nominalizm (czy ogélniej — nominalizm) jest zasadniczo niezbgdny
(jako najwygodniejszy) dla uprawiania matematyki. Jednakze czasem potrzebne jest si¢gnigcie glebszego sensu i
kontekstu pojec, relacji miedzy nimi czy ogolniej problemoéw (a wigc siggnigcie ich zawartosci semantycznej,
okreslanej czgsto przez kontekst problemu matematycznego czy jego zwiazkow z rzeczywistoscia
pozamatematyczng — o ile taka jest).

269



zatozenia bedacy ciggiem Cauchy’ego, czyli ciggiem majacym granice — przyp. K.T.] ma
okreslong granice ”'?*. W tym miejscu wlasnie mozna zauwazy¢ tendencje Cantora w tym

725

kierunku, ktory Dadaczynski nazywa quasi-nominalizmem'~”. Chodzi o podkreslanie znaczenia

pojeciowo-syntaktycznej warstwy teorii matematyczne;.

W tym samym miejscu Cantor zaznacza réwniez, ze: ,,gdy b jest granica ciagu (1), a
nastgpnie b—a, wraz ze wzrastajaca n staje si¢ nieskonczenie mata, to okreslenie ,,granica ciggu

(1)” na b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie”’?°.

Jednoczeénie wielkosci b staja sie dla niego wielkosciami liczbowymi'’. W tym
miejscu, réwniez obserwujemy quasi-nominalistyczne operacje, ktoére byly zauwazalne w
centrum praktyki matematycznej Cantora. Stwierdzenie, ze ,,okreslenie ,,granica ciggu (1)” na
b znajduje ubocznie pewne uzasadnienie”, oznacza, iz Cantor przypisywal chwilami pojeciom
jedynie forme syntaktyczng i dotyczyto to takze relacji migdzy tymi pojeciami.

Inng kwestig, na przyktadzie ktorej mozna potwierdzi¢ zrekonstruowany przez

Dadaczynskiego quasi-nominalizm, jest definiowany przez Cantora zbior pusty.

Cantor okresla zbior pusty dos¢ zdawkowo 1 lakonicznie. Pisze on w jego kontekscie:

,Przydaje sie rowniez znak, ktéry wyraza brak punktow”’?8.

Brzmi to na tyle nominalistycznie, na ile Cantor chciat zdefiniowa¢ nie samg tres¢, a

pewna zaleznos$¢ logiczng na ptaszczyznie pojeciowej. Chodzito o samo pojecie, symbol 0, bez

724 »Die Reihe (1) hat eine bestimmte Grenze b.“ G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen, (, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 93. Thumaczenie
pochodzi z: G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych..., dz. cyt.

25 Ogolnie rzecz biorgc, jest to podejécie epistemologiczno-ontologiczne Cantora, ktore Dadaczynski

nazywa ,brzytwa Cantora”, polegajace na podwdjnej redukcji epistemologiczno-ontologicznej przedmiotu
matematyki (podejscie takie pozwalato pogodzi¢ u Cantora platonizm z nominalistycznym podejs$ciem do czesci
praktyki matematycznej).

726 Pelny akapit pisemnej wypowiedzi Cantora w tym miejscu brzmi: ,,Aus diesen und den gleich
folgenden Definitionen ergiebt sich als Folge, daB, wenn » die Grenze der Reihe (1) ist, als dann b—a, mit
wachsendem #» unendlich klein wird, womit nebenbei die Bezeichnung ”Grenze der Reihe (1)* fiir b eine gewisse
Rechtfertigung findet”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 93. Tekst w jezyku polskim za: G. Cantor, O
rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow trygonometrycznych..., dz. cyt., 170.

27 Por. ,,Die Gesamtheit der Zahlengréfen b moge durch Bezeichnet werden”. G. Cantor, Ueber die
Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—
132)..., dz. cyt., 94. Tekst w jezyku polskim za: G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia z teorii szeregow
trygonometrycznych..., dz. cyt., 170.

8 Es ist ferner zweckmipig, ein Zeichen zu haben welches die Abwesenheit von Punkten ausdriickt .

G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, nr 2, 1880, w GA s. 146 (145-147).
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tresci, jako ze wedlug niego 6w znak nie reprezentowat zadnego obiektu (oznacza dostownie,
ze nie istnieje nic). Rzeczywiscie okazuje si¢, ze nominalistycznie podchodzit on do catego
rownania P=0 (niekoniecznie $wiadomie), gdy pisal, ze dla wybranej litery 0 rownanie to
oznacza, iz zbidr P nie zawiera zadnego punktu. Cantor konkludowat ten fakt stwierdzeniem,

ze w zasadzie wtedy (mowiac $cisle) zbior P nie istnieje’?°.

W tym miejscu warto nawigza¢ do komentarza Dadaczynskiego o stanowisku Cantora
wzgledem zbioru pustego. Zwraca on uwagg, iz zaraz po zdefiniowaniu zbioru pustego Cantor
stwierdza, ze w zasadzie ten zbi0r nie istnieje. Moze to rodzi¢ watpliwosci wzgledem wczesniej
sformutowanej definicji. Dadaczynski podaje dwa argumenty na to, iz Cantor jednak

730

przyjmowal istnienie zbioru pustego™. Wydaje si¢, ze jest to po prostu efekt pilnowania

formalnego operowania pojeciami’>L.

To oznacza, iz mozna w jaki$ sposob dookresli¢ stanowisko Cantora wzgledem
ontologii przy pomocy odwotania do konkretnych aspektow nominalizmu. Ontologia obiektow
matematycznych, rozpatrywana wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej Cantora,
bytaby wtedy ostabiona (mimo radykalnych platonistycznych deklaracji z perspektywy
zewngtrznej), a tym samym stabsza wzgledem ontologii Dedekinda. Nie zmienia to jednak
faktu, ze — jak juz wcze$niej zauwazyliSmy — propozycja quasi-nominalizmu wptywa na
rekonstruowany w niniejszej pracy realizm tak, ze nie moze on przez to stanowi¢ wspolnych,
uniwersalnych ram filozoficznych dla analizy praktyki matematycznej. To, ze w kilku
momentach praktyki matematycznej Cantora obserwujemy jego starania, aby nie odnosi¢ si¢

do matematycznych obiektow jako tresci rozpatrywanych pojeé, nie oznacza, iz nie mozna na

729 wir wichlen dazu den Buchstaben 0; P = 0 bedeutet also, dap die Menge P keinen einzigen Punkt
enthilt, also streng genommen als solche gar nicht vorhanden ist”. G. Cantor, Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten 2 (Mathematische Annalen” 17 (3), 355-358)..., dz. cyt., 146.

30 Oprécz tego, ze Dadaczyniski przypuszcza, iz Cantor mogt najzwyczajniej nie odréznia¢ symbolu 0 od
pojecia ,,nic”, podaje rowniez dwa argumenty na to, iz akceptowat on jednak istnienie zbioru pustego. Pierwszy z
nich dotyczyl stosunku Cantora do aksjomatu nieograniczonej komprehensji, a drugi wprowadzenia zbioru
potegowego (G. Cantor, Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 1, 75-78)..., dz. cyt., 272 przyp.272; J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen
filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 35 przyp.114.).

31 Cantor pisze o zbiorze, ktory nie istnieje jako taki, poniewaz jest pomiedzy nim a 0 (symbolem
okreslajacym brak elementow), postawiony znak réwnosci. Jedna z interpretacji tego, moze by¢ ta, iz Cantor
dokonuje operacji umystowej, podobnej do tej, jaka jest zbieranie w catos$¢ elementdow (tworzenie zbioru).
Stwierdza pewien zbior P, a nastgpnie stwierdza, iz w jego ,,wngtrzu” nie istniejg zadne elementy. Po czym
stanowi, iz sam zbior w swej istocie rowniez nie istnieje — dokonuje wigc w pewnym sensie jego dekonstrucji.
Operacje konstrukcjonistyczne umystu nie musza i$¢ w parze z wyrazaniem konstruktywistycznych zatozen.
Niemniej jednak, stanowia czasem wazne (cho¢ czg¢sto odtworcze) fragmenty umystowych operacji.
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podstawie wprowadzonej przez niego tresci zrekonstruowac obiektéw, ktore sg przedmiotami

zdan, jakie Cantor formutuje, lub bezposrednio trescig wprowadzanych pojec.

Sam realizm jest przez Shapiro okre$lany jako opozycyjny w stosunku do idealizmu
oraz nominalizmu poglad, iz przedmioty matematyczne istnieja niezaleznie od umyshu —
zaréwno poszczegdlnych matematykow, jak i od umystéw matematykéw w ogodle. Zaznacza

jednak, iz moze chodzié¢ o tylko niektére obiekty’3?

. Nalezy tu podkresli¢ fakt, ze w niniejszej
pracy proponujemy tego typu realizm, ktory jest niejako pochodng umystowych konstrukcji
matematycznego podmiotu (np. abstrahowania lub modelowania czy dedukcji), co nie
wyklucza potencjalnego faktu, ze struktury czy wzorce matematyczne mogg istnie¢ w realnym
swiecie, jak roéwniez (badz lub) w umysle. Niemniej jednak dopuszczamy, iz mozna odr6znié

przedmiot matematyczny od innego, np. przedmiotu sztuki.

Powszechne wersje realizmu matematycznego utrzymujg, iz matematyczne prawdy sg
niezalezne od $wiata fizycznego’. Jednak nie przyjmujemy takiego podejscia w niniejszej
pracy, rowniez w kontekscie dookreslenia realizmu Cantora (czy Dedekinda). Czynimy tak
dlatego, ze realizm proponowany tutaj uzaleznia w pewnym sensie powstawanie
matematycznych obiektow od procesOw mentalnych (z drugiej strony nie pozostawiajac ich w
tej Scistej zaleznos$ci), w szczegolnosci od intuicji, rozumianej gtownie jako mentalny oglad

obiektow matematycznych czy dostep do tresci poje¢ odpowiadajacych tym obiektom.

Chociaz w przypadku Cantora mamy do czynienia z ograniczaniem intuicji u podstaw
tworzonych przez niego teorii (co t¢ ontologi¢ — a Scislej jej role — ostabia), mozna zauwazy¢,
1Z w tej rozprawie stwierdzamy w kilku miejscach u Cantora kontekst intuicyjny — kontekst

ogladu matematycznych obiektow (jak w przypadku wielkosci nieskonczenie duzych i matych).

Podsumowujac, probowaliSmy w tympodrozdziale dookresli¢ realizm wewnetrzny
wzgledem praktyki matematycznej Cantora, poprzez przeanalizowanie go w kontekscie
klasycznego zestawienia idealizm—realizm—nominalizm. Chociaz analizowano przypisywany
Cantorowi quasi-nominalizm, nie stwierdzono, zeby uniemozliwit on przypisanie obiektom
matematycznym podstawowego, dwuwymiarowego pragmatycznego realizmu (wewngtrznego

wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej oraz perspektywy historyczno-spolecznej).

7828, Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 25-26.

733 S. Shapiro, Thinking About Mathematics. The Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 27.
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Wewnetrzny realizm Dedekinda

Probujac wymieni¢ obiekty podstawowe w ontologii Dedekinda, na pewno nalezy
wspomnie¢ o teoriomnogosciowych rzeczach (Dingen), stanowigcych najbardziej podstawowe
elementy zbioru. Nastgpnie mozna wspomnie¢ sam zbidér — nazywany przez Dedekinda
systemem — bardziej ztozony, bo powstaly w wyniku umystowej operacji na bardziej
podstawowych obiektach — elementach zebranych przez pomys$lenie w calos¢. Ostatecznie
mozna rowniez odnies¢ si¢ do odwzorowania, jako obiektu-zasady zwigzanego z pewnag
dynamikg praktyki matematycznej, poniewaz okreslajacego wykonywanie okreslonej
czynnosci umystowej oraz bedacego w konsekwencji narzedziem laczacym statyczne obiekty

matematyczne (przedmioty operacji), jak 1 wytwarzajagcym nowe.

Z bardziej ztozonych obiektow nalezy wymieni¢ wszystkie pozostate struktury
skonstruowane przez Dedekinda, wiacznie z dwoma modelami liczbowymi (R 1 N), oraz takie,
do ktorych Dedekind si¢ odwotywatl, jak na przyklad zbior liczb wymiernych wraz z
dzialaniami 1 porzadkiem czy prosta ztozong z punktow, na ktorej okreslit wlasno$¢ ciggtosci.
Mniej ztozone niz same modele obiekty to na przyklad zdefiniowany przez Dedekinda nad-
zbior skltadajacy si¢ ze zbiorow czy lancuch (Kette), bedacy podstawa zbioru prosto

nieskonczonego (tj. modelu N).

W metodzie modelowania matematycznych kwestii u Dedekinda mozna odnalez¢
wskazywane przez Kalmara (a wspominane przez Lakatosa)’®* elementy tworzenia
matematycznych tresci — wszak niemiecki matematyk sformalizowat (abstrahowatl) wybrane
aspekty modeli 1 zwigzki miedzy nimi w oparciu o ich wczesniejsze wyobrazenia. Co prawda
trudno tu mowi¢ o rzeczywistosci, w jakiej te wyobrazenia istnialy wobec tradycyjnie
pojmowanej ontologii. Jednak w konteks$cie praktyki matematycznej (ale tez II 1 III $wiata
Poppera — poniewaz ta propozycja bedziemy probowali zobrazowaé, jak proponowany w
niniejszej pracy konstrukcjonizm i realizm si¢ lacza) mozna wskaza¢é, iz rzeczywistoscig, w
jakiej owe wyobrazenia (intuicje) istnialy, byla rzeczywisto$¢ przecigcia indywidualnej
praktyki matematycznej z praktyka historyczno-spoteczng. W tym punkcie przecigcia zbiodr
indywidualnych uwarunkowan, zalozen, ale rowniez psychologicznych stanow taczyt si¢ z

obowigzujacymi w danym momencie obiektami i metodami matematycznymi oraz z ich

734 1. Lakatos, Problems in the Philosophy of Mathematics..., dz. cyt., 188.
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kontekstami — problemami, kierunkami rozwigzan oraz kierunkami dalszego rozwoju

matematyki.

Jesli przyja¢ iz mozna pewna rzeczywistos¢, w jakiej nalezatoby ,umiesci¢”
matematyczne obiekty, zdefiniowa¢ jak wyzej, to Dedekind nawigzywal swoja praktyka
matematyczng do jakiego$ rodzaju empirycznego naturalizmu. Modelowal on zagadnienia
matematyczne w podobnym sensie, w jakim modeluje si¢ kwestie pozamatematyczne (tj.
kwestie w innych dziedzinach nauki, jak np. w biologii, fizyce lub naukach spotecznych czy w
szeroko pojmowanej technologii)’®. Oczywiscie nalezy zauwazy¢, ze modelowanie kwestii
matematycznych 1 poza-matematycznych nie jest do konca tym samym, z uwagi na przedmiot
tego, co si¢ modeluje. Podstawg obserwacji w przypadku nauk empirycznych jest $wiat
zewnetrzny, zas w przypadku matematyki (nauki apriorycznej) podstawa obserwacji jest —
jakby to Dedekind powiedziat — ,,§wiat mysli”, ktory w perspektywie niniejszej pracy jest tez
zwigzany z juz skonstruowang wiedza obiektywng. Jak moglismy zaobserwowac, Dedekind
jako pewne podstawowe narzedzie formalizacji oraz wyjasniania matematyki (narzedzie
budowania modeli) wykorzystywat teori¢ mnogosci. Ale same modele liczbowe powstaty w
oparciu o ,,zaobserwowanie”, wybranie oraz potaczenie konkretnych, wymaganych aspektow

tych zbiorow (aspektow, ktore byty przez Dedekinda skadinad zastane).

W tym konteks$cie mozna sprobowac okresli¢ przyznany wewnetrzny (pragmatyczny)
realizm obiektow praktyki matematycznej Dedekinda, poprzez zmodyfikowany argument z
niezbednosci Quine’a. Chociaz Linnebo wskazuje na kontrowersje dotyczace holistycznego
empiryzmu Quine’a, mozemy zauwazy¢, ze jego propozycja jest interesujaca z punktu widzenia
niniejszej pracy i praktyki Dedekindowskiej. Wedlug Quine’a przekonania matematyczne
stanowig obszerne pole, gdzie granice s3 wyznaczane przez obserwacje, ktorych skutkiem sa
zdania na temat obserwacyjnych kwestii. Wprawdzie wewnatrz tego pola przekonania sg
powiazane logicznymi relacjami, a Quine si¢ sprzeciwia intuicji Kanta, jednak twierdzi
rowniez, ze pole mozna obserwowac przy pomocy zmystow i Ze to one stanowig jedyne
ograniczenia dla pola przekonan. Dodatkowo Quine zgadza si¢, ze przedmioty matematyki to

przedmioty abstrakcyjne’®®.

735 Wigcej na temat matematycznego modelowania mozna przeczytaé np. w V. Mityushev, W.
Nawalaniec, N. Rylko, Introduction to Mathematical Modeling and Computer Simulations..., dz. cyt.

% @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 94.
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Jesli za Godlem przypiszemy intuicji pewnego rodzaju zdolno$¢ percepcji — nie mamy
tu na mysli percepcji obiektow z jakiejs dodatkowej rzeczywistosci, a zwykla wyobraznig
matematyczng — mozna jg traktowac jak rodzaj dodatkowego zmystu. Dodajac do tego pewna
intencje, jaka ukierunkowuje intuicje, otrzymujemy rodzaj zmystu, dzigki ktoremu da si¢
obserwowaé¢ matematyczne ,,fakty” (dotyczace obiektow skonstruowanych i istniejagcych w
perspektywie historyczno-spotecznej), przyswajac je, jak i $wiadomie konstruowaé potrzebne
elementy. Tego rodzaju bowiem $wiadomg aktywno$¢ mozna zaobserwowac u Dedekinda.
Chodzi o jego odniesienia do przedmiotow mys$lenia, umocnionego odniesieniem do ,,$wiata
mysli”, a takze odniesienia i1 konstrukcje — prostych do zwizualizowania — wilasciwosci

cigglosci czy dynamicznej struktury tancucha.

Argument z niezbedno$ci Quine’a jest przez Linnebo opisany w postaci trzech

przestanek:

»Przestanka 1. Egzystencjalne kwantyfikatory pociagaja za soba zaangazowanie
ontologiczne. Oznacza to, ze aby zdanie o postaci Fx ¢(x) byto prawdziwe, musi istnie¢
jakis$ obiekt spetniajacy warunek ¢.

Przestanka 2. Nauki przyrodnicze nieodzownie wykorzystuja teorie, ktore kwantyfikuja
abstrakcyjne obiekty matematyczne.

Przestanka 3. Mamy powody, by wierzy¢ w to, co mowig nam nauki przyrodnicze.

Whiosek. Mamy powody sadzi¢, ze istnieja matematyczne obiekty abstrakcyjne”’’.

Nie jest to argument, ktory uzasadnia ontologi¢ matematyki w przypadku praktyki

matematycznej Dedekinda, jednakze sparafrazujemy go, zamieniajgc nast¢pujaco:

»Przestanka 1. Egzystencjalne kwantyfikatory pociagaja za soba zaangazowanie
ontologiczne. Oznacza to, ze aby zdanie o postaci Fx ¢(x) bylo prawdziwe, musi istnie¢
jaki$ obiekt spelniajacy warunek ¢.

Przestanka 2. Mozna w matematyce wykorzystywaé teori¢ mnogosci (do
rozwigzywania probleméw, do precyzacji 1 objasniania sensu), ktora poprzez
kwantyfikowanie obiektow teoriomnogosciowych, kwantyfikuje abstrakcyjne obiekty
matematyczne.

Przestanka 3. Mamy powody, by wierzy¢ w to, jak nam si¢ w umystowym

doswiadczeniu ukazuje teoria mnogosci.

87 @. Linnebo, Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 97.
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Whniosek. Mamy powody sadzi¢, ze istnieja matematyczne obiekty abstrakcyjne” 8.

Otrzymujemy pewien obraz tego, czym byly podstawowe obiekty oraz konstruowane z
nich struktury. Nie oznacza to, ze struktury matematyczne sprowadzaty si¢  do
teoriomnogosciowych (czy — jak niektorzy zauwazaja — teoriokategorycznych), lecz wydaje sie,
ze ontologia obiektéw teoriomnogos$ciowych byta najsilniejsza, i to przy jej pomocy Dedekind
konstytuowat i umacniat ontologi¢ w pozostatych obszarach matematyki. Nalezy pamigtac, ze

analizy dotyczyly podstaw matematyki w ujeciu Dedekinda.

Tego rodzaju, wyzej opisane empiryczne (badz quasi-empiryczne) podejscie nie
oznacza ze zrownujemy (jak niektorzy empirysci to robig) we wszystkich aspektach przedmiot
matematyki z przedmiotem — na przyktad — fizyki. Istniejg istotne roznice miedzy matematyka
a innymi dziedzinami nauki. Jednakze podejScie to wigze si¢ z umocnieniem ontologii szeroko
pojetego przedmiotu badanego w matematyce. Zwlaszcza — jak zauwaza Wojcik — w kontekscie
historycznym’®. Teza o historyczno$ci matematyki — matematyka moze by¢ zbiorem zdan i
teorii, rozwijajagcych si¢ w czasie 1 mozliwych do sprawdzania — w odniesieniu do
przeanalizownych praktyk matematycznych Cantora 1 Dedekinda 1 zaobserwowanych u nich

kwestii filozoficznych bedzie rozwinigta w nastepnym podrozdziale.

Podsumowujac, mozna wymieni¢ w konteks$cie praktyki matematycznej Dedekinda
zarOwno obiekty podstawowe, jak 1 struktury z nich konstruowane. Chcac porownac realizm
wewnetrzny Dedekinda do realizmu wewnetrznego Cantora, zaproponowalismy, aby ten
pierwszy rozpatrywac pod katem odmiany naturalistycznego empirycyzmu, nawigzujac tym do
wczesniej przypisanego strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego. Dedekind, traktujac
teorie¢ mnogosci jako pewny i oczywisty punkt odniesienia (ktory speilniat warunki pewnego
rodzaju pogladowosci), modelowal wybrane matematyczne kwestie, aby sformalizowac je przy
pomocy teorii mnogos$ci. Kwestie te mozna okresli¢ jako zaobserwowane mentalnie
problemowe sytuacje matematyczne. Analiza ta wzmacnia proponowany w niniejszej pracy

realizm w konteks$cie praktyki matematycznej Dedekinda.

W tym podrozdziale opisana zostata propozycja realizmu obiektdéw matematycznych,

dookreslona wzgledem indywidualnych praktyk matematycznych zaréwno Cantora, jak i

738 Parafraza autorska oparta bezpo$rednio na zacytowanym wczesniej argumencie Quine’a z: @. Linnebo,
Philosophy of mathematics..., dz. cyt., 97.

88 W. Wojcik, Filozofia matematyki na przetomie XIX i XX wieku, ,Kwartalnik Historii Nauki i
Techniki” 40, (1995) nr 4, 69-71.
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Dedekinda W przypadku tego pierwszego wydaje si¢ ona — wbrew jego pozamatematycznym
platonizujagcym wypowiedziom — slabsza niz w przypadku drugiego, z uwagi na to, iz
momentami Cantor odwotywat si¢ do samych tylko poje¢, unikajac tresci, jakie mogtyby one
reprezentowac¢. Natomiast Dedekind traktowal teori¢ mnogosci jako pewna i oczywistg
podstawe catej matematyki. Nie zmienia to jednak faktu, ze obiekty matematyczne, ktore
wymieniono i analizowano w niniejszej pracy oraz ktdre byly przedmiotem dyskursu obydwu
matematykow, moga by¢ opisane jako istniejace pragmatycznie w kontekscie ich praktyki
naukowej. Tego rodzaju realizm nie odnosi si¢ bezposrednio ani do kwestii abstrahowania
podstawowych obiektow i relacji ze §wiata fizycznego, ani nie zaktada istnienia przedmiotow
matematycznych w rzeczywistosci niezaleznej od umystu 1 dziatalnosci cztowieka. Podkresla
jedynie wymog — nie tylko biernej — ale rowniez aktywnej dziatalnosci umystowej 1 decyzyjnej
podmiotu matematycznego, tworzacej owa matematyczng ontologie. W nastgpnym
podrozdziale wskazemy, iz abstrakcyjne istnienie obiektow matematycznych wzgledem
indywidualnej praktyki matematycznej mozna, a nawet nalezy pogodzi¢ z ich istnieniem w

rzeczywistos$ci historyczno-spoteczne;.

Wiedza dziedziczona w kontekscie realizmu matematycznego
Rozwazania na temat wewnetrznej ontologii, zard6wno u Cantora, jak i Dedekinda, w

niniejszym podrozdziale zamierzamy uzupetic perspektywa spoteczno-historyczna.

W rozprawie skupiamy si¢ wokot praktyki matematycznej, a w szczegdlnosci wokot
pojecia konstrukcji umystowej, dlatego zaznaczaliSmy niejednokrotnie, iz zalezy nam na
rozpatrywaniu w spojnej i niewykluczajacej perspektywie zardwno aspektow epistemologii, jak
1 ontologii (stad tak rekonstruowane ramy). Konstrukcja wymaga — z definicji — polaczenia
dostepnych elementow, uznanymi metodami w pewna catos¢, stad nalezy zada¢ pytanie o
pochodzenie tych dostgpnych i uznanych rzeczy. W tym kontek$cie nie sposdb pomingé
perspektywy historyczno-spotecznej praktyki matematycznej (i samej matematyki). Moze w
tym pomoc pragmatyczna propozycja konstrukcjonizmu spotecznego, ktdra jest stanowiskiem
bardziej ontologicznym niz epistemologicznym 1 wskazuje na obiekty matematyczne
definiowane przez ciaglo$¢ ich istnienia (poczawszy od momentu ich wprowadzenia) —
zardbwno w perspektywie historycznej, jak i spotecznej’®®. Jednak warto siggnagé tez do

wybranej tradycyjnej, opracowanej propozycji filozoficzne;.

740 J. Carter, Ontology and Mathematical Practice..., dz. cyt.; 1. Carter, Mathematical Practice,
Fictionalism and Social Ontology, ,,Topoi” 42, (2022), doi: 10.1007/s11245-022-09856-4; M. Hartimo, J. Rytild,
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Mozna tutaj zaproponowaé teori¢ Karla Poppera trzech $wiatow, aby lepiej ujac i
pogodzi¢ dwa rodzaje ontologii rekonstruowane w niniejszej pracy, odnosnie do praktyki
matematycznej Cantora i Dedekinda. W szczegdlnosci uwzglednimy $swiat II i III. Jest to
uzasadnione tym, ze zaréwno u Dedekinda znajdujemy $wiadome odniesienia do wiedzy
dziedziczonej, jak i u Cantora — elementy przejmowanej wiedzy zastanej (tj. dziedziczonej).
Ale takze tym, iz dorobek obydwu matematykow jest wspotczesnie przedmiotem obiektywnego

dyskursu matematycznego i filozoficznego*.

Gtownymi aspektami, w kontekscie ktoérych wskazane zostaly elementy owej
dziedziczonej wiedzy, byta konstrukcja liczb rzeczywistych jako odpowiedz na problem
niewymiernosci (u obydwu matematykow) oraz zawierajgca nawigzanie do teorii stosunkow
wielkosci Eudoksosa-Euklidesa (u Dedekinda), a takze kwestia samej teorii mnogosci jako
pewne — og6lne 1 odlegle — nawigzanie do starozytnej propozycji podstawowych jednostek
tworzacych wszystko inne u Cantora, lub tylko matematyke (ale i nie w sposob absolutny) u
Dedekinda, oraz wreszcie kwestia wielkosci nieskonczenie matych, jako pewien probierz, na

ile wiedze dziedziczong obaj matematycy poddawali racjonalnemu opracowaniu.

Jesli chodzi o konstrukcje¢ liczb rzeczywistych Cantora, nalezy zwroci¢ uwage po
pierwsze na fakt, ze byta ona podobna do innych konstrukcji, opartych na wczesniejszych
propozycjach. Chodzi konkretnie o to, ze juz Augustin Cauchy uwazat, iz liczba niewymierna
jest granica ciagu fundamentalnego (liczb wymiernych)’#?. Natomiast Cantor wraz Heinem i
Mérayem oparli na tym aspekcie swe konstrukcje liczb rzeczywistych’®. Jak pisze Witold
Wigstaw: , Konstrukcje Méraya, Cantora i Heinego to, najkrocej mowigc, konstrukcje

uzupelnienia ciata Q liczb wymiernych wzgledem zwyktej metryki na prostej”’*.

No Magic..., dz. cyt.; S. Kaufman, On the Emergence of a New Mathematical Object..., dz. cyt.; E. Piotrowska,
Dokqd zmierza filozofia matematyki? ..., dz. cyt.

741 Oczywiscie nalezy uwzgledni¢ wspomniang na poczatku pracy réznice miedzy proponowanym tu
dwuwymiarowym realizmem ontologicznym a ontologia I1 1 III $wiata. Gdy mowimy o istnieniu obiektu w $wiecie
II, mamy na mysli obiekt istniejacy wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej. Gdy mowimy, ze istnieje
obiekt w $§wiecie 11, mamy na mysli obiekt istniejacy wzgledem perspektywy (praktyki) historyczno-spoteczne;j.
Co prawda uwzglednione przez Poppera procesy psychologiczne réwniez adaptujemy w proponowanych tu
ramach filozoficznych konstrukcjonizm-realizm, jednak zaliczamy je do epistemologii, nie do ontologii.

742 C.B. Boyer, The History of the Calculus and its Conceptual Development, New York 1949, 396-397.

43 P, Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen...,
dz. cyt., 120.

44 W. Wigstaw, Matematyka i jej historia, Opole 1997, 100.

278



W tym kontek$cie nalezy zauwazy¢ w Cantorowskiej konstrukcji R nie tylko sam
problem (niewymiernosci) byl zaczerpniety z wiedzy zastanej, podobnie byto z metoda jego
rozwigzywania. Rowniez podejscie matematyka z Halle do liczb wymiernych, jako danych
intelektowi a priori (wraz z okre$lonymi na nich dziataniami i porzadkiem), bylo przez Cantora

zasymilowane w ramach przejmowania pogladéw 6wczesnej matematyki i jej filozofii.

W powyzszym kontekscie mamy na mysli to, iz nalezy potraktowac liczby wymierne
jako element matematycznej wiedzy, zastany 1 przyswojony przez Cantora, nastgpnie
rozwini¢ty do nowego obiektu, jakim byl zbior liczb rzeczywistych. Nalezy zauwazy¢, ze w tej
sytuacji podkreslamy fakt istnienia obiektow matematycznych, ktore juz sa skonstruowane i
przez to dostepne dla poszczegdlnych podmiotéw matematycznych. Owo istnienie danego
obiektu w perspektywie praktyki historyczno-spotecznej moze by¢ w pewnych momentach
rowniez wzigte pod uwage w perspektywie indywidualnej praktyki, gdzie (razem z
akceptowalnymi metodami) staje si¢ cze$cig nowego obiektu. Ten fakt nie wyklucza
obiektywnego istnienia matematycznych przedmiotow, jednak uzaleznia matematyke scisle od
dziatalno$ci matematycznego podmiotu (a w konsekwencji od dziatalnosci wszystkich
podmiotow razem wzigtych). Tym samym mozna stwierdzi¢, ze dla rzetelnego okreslenia
rzeczywistosci, w jakiej matematyka istnieje, nalezy uzwgledni¢ zaréwno S$wiat II
(subiektywnych aktoéw psychicznych), jak i III §wiat wyprodukowanej i komunikowanej
wiedzy obiektywnej (intersubiektywnych obiektow matematycznych) Poppera’®. Oba te
Swiaty przecinajg si¢ w momencie, gdy dany matematyk zaczyna studiowac jakis problem
matematyczny lub po prostu gdy pewien student majacy zamiar sta¢ si¢ matematykiem

przyswaja pewien zakres matematycznej wiedzy.

Tak samo si¢ ma sprawa z teorig mnogosci Cantora. Nalezy tu zestawi¢ postawe, jaka
posiadat wzgledem stworzonej przez siebie teorii mnogos$ci, opartej na przejetym,
podstawowym pojeciu zbioru, z podejsciem wzgledem wielkosci aktualnie nieskonczenie
matych. O ile Cantor wprowadzil nieskonczono$¢ aktualng w przypadku wielkosci
nieskonczenie wielkich w postaci zbioréw (liczb) nieskonczonych, o tyle oponowat przeciwko
istnieniu wielkosci nieskonczenie matych. W przypadku nieskonczenie malych mamy do
czynienia z przejgciem zastanego podejscia do tych wielko$ci, opartego na wykorzystywaniu
potencjalnie nieskoficzenie malych w analizie (opis ruchu). Przez takie niepetne i pozbawione

strukturalnego kontekstu — bo nieuwzgledniajace nieskonczenie matych jako obiektow, jak robi

45 K.R. Popper, Wiedza obiektywna..., dz. cyt.
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to wspotczesnie algebraiczna teoria ciat uporzadkowanych — podejécie Cantor zbudowat nie
calkiem poprawny dowdd przeciwko istnieniu tych wielkosci. To z kolei moze wskazywac¢ na
fakt, iz zbior wiedzy matematycznej 11l $wiata nie jest rozwijany jedynie prosta, kumulacyjng
metoda logiczno-dedukcyjng, zgodnie z juz wprowadzonymi obiektami, zalezno$ciami,
wlasnosciami i logika, jak rowniez podejsciami i1 paradygmatami. Czasem dokonuje si¢ przez
wprowadzenie nowej jakosci, nowej perspektywy, pozwalajacej na wprowadzenie
(konstrukcje) nowego obiektu, poprzez strukturalne zdefiniowanie jego elementéw (co
wymaga niejednokrotnie okres§lania jednego elementu przez wilasciwosci innych, a w
konsekwencji poszerzenia definicji niektorych elementow danej struktury). Jesli chodzi o
kwestie nieskonczenie matych, jak rowniez kwestie zbioréw nieskonczonych wprowadzonych
przez Cantora, taki rodzaj definiowania pokazali Piotr Btaszczyk i Marlena Fila, korzystajac z

propozycji Leonharda Eulera oraz wspotczesnej, algebraicznej teorii ciat uporzadkowanych’#®.

Jesli wigc chodzi o kwestie teorii mnogosci, rozpatrywang w potaczeniu z kwestig
nieskonczonos$ci u Cantora, mamy do czynienia z przejeciem w obrebie akceptowanej wiedzy
tla dwoch aspektow — obydwu nie do konca bedacych Scistymi czesciami matematycznych
teorii, co raczej formami zatozen meta-matematycznych lub po prostu paradygmatycznymi,
ogolnymi podejsciami (Cantor uczynil je czeScia wprowadzane] przez siebie tresci

matematycznej).

W przypadku Dedekinda mozna stwierdzi¢, iz bardziej §wiadomie i retrospektywnie
odnosi si¢ on do wiedzy dziedziczonej. Przypuszczamy, ze taka postawa wynikata z postawy
strukturalistycznej — byt on $wiadom, jakie dokladnie elementy nalezy opracowac, aby
wprowadzi¢ dany model liczbowy (przynajmniej w zakresie dwoch modeli omawianych w
niniejszej pracy — R 1 N). I tak konstruuje on zbioér liczb rzeczywistych nawigzujac do
Eudoksosa-Euklidesa teorii stosunkow wielkos$ci, nie tylko aby w prosty, dedukcyjny sposdb
wprowadzi¢ liczby niewymierne (jak to zrobit Cantor, uzupetniajac liczby wymierne o liczby
niewymierne), ale rOwniez aby taka konstrukcja posiadala — sformalizowana przez niego —

ceche ciaglosci, nawiazujaca z kolei do intuicji geometryczne;.

Mimo iz Dedekind — tak jak Cantor — przejal pojecie zbioru jako pewng oczywista
podstawe swojej teorii mnogos$ci (chociaz juz pojecie zbioru prosto nieskonczonego starat sie

udowodni¢, a takze traktowal teori¢ mnogo$ci bardziej jako narzg¢dzie anizeli wilasciwg

748 P, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt.
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dziedzing matematyki, rozwijang ze wzgledu na nig sama, jako cel), nie wypowiadat si¢ na
temat aktualnie nieskonczenie matych wielko$ci, a tym bardziej nie przeciwstawiat ich w
antagonistyczny sposdb wprowadzanej przez siebie teorii mnogosci. Odnidst si¢ jedynie do
potencjalnie nieskonczenie matych wielkosci, a i tak zrobit to w tym celu, aby jedynie zwigzac
je z wprowadzong przez siebie wiasnoscig ciagglosci. Niemniej jednak, jak wiemy, owa
wlasnos¢ skutecznie zabezpiecza system ja posiadajacy przez zawieraniem si¢ w nim aktualnie
nieskonczenie malych wielko$ci. Natomiast system posiadajacy wilasnos¢ zupetnosci, jaka
Cantor opisal zbior liczb rzeczywistych, bez wilasnosci archimesodowosci (bez Aksjomatu
Archimedesa), tych wielko$ci nie wyklucza. Powyzsze moze podkresla¢ roznice miedzy
podejsciem obydwu matematykéw zarowno w stosunku do wiedzy dziedziczonej, jak i do
samej metodologii, ale 1 przedmiotu oraz celu ich praktyki matematycznej. Porownanie to

wskazuje rownoczesnie na skutecznos$¢ i efektywnos¢ podejscia strukturalnego.

W zwigzku z powyzszym mozna zauwazy¢, ze kwestia wiedzy zastanej (dziedziczonej)
dotyczyta zaré6wno praktyki matematycznej Cantora, jak i praktyki matematycznej Dedekinda.
Dla obydwu matematykéw punktem wyjscia dla konstrukcji R oraz wprowadzenia teorii
mnogosci byly czesciowo podobne obiekty i podejscia. Jednak byty réwniez pewne rdznice
miedzy tym, na ile oraz w jakim zakresie brali oni pod uwage poszczegdlne obiekty, problemy

oraz metody.

Niniejszy rozdziat nawigzuje do wiedzy dziedziczonej, rozumianej jako pewien zestaw
obiektow, metod 1 podejsé, istniejacy wzgledem praktyki historyczno-spotecznej, z ktérego
konkretny matematyczny podmiot (matematyk, student) moze korzysta¢ i rozwijaé jego
zasoby. To podejscie jest zrozumiale w obrebie konstrukcjonizmu spotecznego’’, gdzie
analizujemy rozwoj matematycznej wiedzy po obiektach — tj. uwzgledniajac ontologig, nie zas
skupiajac si¢ na spotecznych (lub indywidualnych) procesach konstrukcyjnych. Sprobujemy
teraz pokazac przy pomocy propozycji Poppera, co rozumiemy poprzez propozycj¢ pogodzenia
wczesnie] wspominanej ontologii obiektow wewnetrznej wzgledem indywidualnej praktyki
matematycznej (tj. wewngtrzny wzgledem tej praktyki realizm) z ontologia rozpatrywang
wzgledem obiektywnie istniejacej wiedzy matematycznej (przy czym obiektywnie nie oznacza

zupetnie niezaleznie od matematycznego podmiotu).

47 M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt.; S. Kaufman, On the Emergence of a New Mathematical
Object..., dz. cyt.
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Korzystajac z opracowania teorii Karla Poppera przez Andrzeja Stgpnika (nie chodzi tu
o jego krytyke tej teorii, gdyz mozna polemizowac z pewnymi aspektami jego interpretacji, jak
np. z tym, ze III §wiat mozna zredukowac do $§wiata I i IT), oméwimy ja ponizej w 10 punktach,
uzupetniajac w niezbednych miejscach komentarzami wskazujacymi, jak odnosi si¢ ona do

interesujacych nas problemow e,

1. Po pierwsze, Popper dopuszczal istnienie wiedzy zaro6wno subiektywnej (tu
zaliczal stany umyshu 1 §wiadomosci oraz dyspozycje do dziatania i reakcji), jak 1

obiektywnej (tu zaliczat problemy, teorie i argumenty jako takie).

Nalezy zauwazy¢, 1z stany umyshu 1 §wiadomosci u Cantora 1 Dedekinda to akty
umystowe (bierne lub czynne), jakich podstawa jest matematyczna intuicja oraz intencja.
ArgumentowaliS§my, ze intuicja wraz z intencjg stanowig baze dla praktyki umystowe]
matematycznego podmiotu. Tak przedmiotem wiedzy subiektywnej jest zaréwno pewien
obiektywny, ale czastkowy przedmiot matematyki, jak i1 oryginalny, konstrukcjonistyczny
wkiad matematycznego podmiotu. Natomiast wiedza obiektywna to wiedza, ktorej
przedmiotem jest caloksztalt przedmiotu matematyki, bedacy wynikiem dziatalnosci

spotecznosci naukowej (tj. wypadkowej dziatalnosci ludzkosci w zakresie matematyki).
2. Po drugie, Popper uwazal, iz wiedza obiektywna jest sformutowana jezykowo.

Nalezy zauwazy¢, ze pozajezykowa natura intuicji wykazana wczesniej nie implikuje
pozajezykowego charakteru sfery wiedzy obiektywnej. Teorie Cantora i Dedekinda sg
sformutowane w pewnym jezyku formalnym 1 oparte na pojeciach i zwigzkach migdzy
pojeciami. W tej formie stajg si¢ komunikowalne i stanowig ich wkiad do caloksztattu
matematycznej wiedzy, a wigc do wiedzy obiektywnej. Stad wiedza obiektywna, jako suma

(niekoniecznie prosta) takich wkladow, réwniez jest wyrazona w jakims$ jezyku.

3. Jedynie odnos$nie do wiedzy obiektywnej Popper dopuszczatl krytyke czy dyskusje.
4. Czwarty punkt odnosi si¢ bezposrednio do hipotezy o istnieniu trzech $wiatow —
Swiata I (tu zaliczat przedmioty i stany fizyczne), swiata II (tu zaliczat stany
psychiczne 1 $wiadomosci, jak i dyspozycje do dziatania), oraz $wiata III (tu

zaliczat obiektywne tresci myslenia, systemy 1 problemy teoretyczne, argumenty,

48 K.R. Popper, Wiedza obiektywna..., dz. cyt.; A. Stepnik, Poppera trzeci $wiat okiem Zyczliwego
krytyka, ,,Filozofia Nauki (The Philosophy of Science)” 14, (2006) nr 1, 9-29.
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sytuacje problemowe i stany dyskusji, dzieta literackie i sztuki czy pamigé
komputerow3).

5. Kolejno Popper twierdzi, iz istnieje wzajemne oddzialywanie bezposrednie
miedzy $wiatem I oraz I, a takze miedzy swiatem II i III. Miedzy $wiatem za$ I i
III istnieje jedynie oddziatywanie posrednie — poprzez posrednictwo §wiata I1.

6. Popper okresla $wiat 111 jako autonomiczny oraz nieredukowalny do $wiata II.

7. Opisuje on réwniez sprzezenie zwrotne miedzy II 1 III $wiatem nastgpujaco:
,problem wstepny” —> ,teoria probna” —> ,eliminacja bledow” -> ,nowy
problem”.

8. Popper okresla rowniez §wiat III jako powstaly wskutek oddzialywania ludzkiej
aktywnosci (tj. przedmiotow $wiata II).

9. Epistemologia powinna bada¢ obiekty swiata III (tzw. wiedz¢ obiektywna).

10. I wreszcie, Popper twierdzil rowniez, ze epistemologia badajaca I §wiat (tzw.
obiektywistyczna) przynosi wiedz¢ na temat Swiata Il (tj. subiektywnej
Swiadomosci czy subiektywnych procesow myslowych uczonych). Przy czym
twierdzenie odwrotne nie zachodzi.

Nalezy zwroci¢ uwage zwlaszcza na punkty 4-7, ktore przyjmujemy w niniejszej pracy
za podstawe wyjasniajaca ontologi¢ wiedzy obiektywnej, z jaka si¢ stykali u poczatkow swojej
praktyki matematycznej Cantor 1 Dedekind oraz jakg tworczo rozwijali. Wedlug propozycji
Poppera, tym co taczy swiat I oraz III, jest w istocie dziatalno$¢ cztowieka. Jest to spdjne z
przedstawiong w tej rozprawie tezg o konstrukcjonizmie epistemicznym jako koniecznym

warunku powstawania matematycznej wiedzy obiektywne;.

Dodatkowo, w zwigzku z punktem 10, nalezy wskaza¢, iz jest on zbiezny z przyjeta w
pracy metodologia. Tutaj poddawane analizie s3 matematyczne teksty Cantora i Dedekinda,
stanowigce juz cze$¢ wiedzy obiektywnej, istniejacej w III §wiecie. Na podstawie tej analizy
wyciggane sg wnioski dotyczace zalozen filozoficznych, uwiklanych w matematyczne kwestie,
ale rowniez wnioski odno$nie do indywidualnych cech ich praktyk matematycznych oraz celow
dziatalnosci. Stad na podstawie analizy pewnego zakresu wiedzy nalezacej do $wiata III,
otrzymujemy wnioski, ktore (przynajmniej cz¢$¢ z nich) moga by¢ odniesione do $wiata II —sg
to kwestie dotykajace indywidualnych celow, zatozen psychologicznych oraz aktow
umystowych matematykow. Co wigcej, jedynie na podstawie tych drugich nie da si¢

wywnioskowac¢ bedacych ich efektem teorii matematycznych.
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Zauwazmy tutaj jeszcze jedng rzecz, a mianowicie: w punktach 9 i1 10, przedstawiono
podejscie dotyczace epistemologii, ktore znacznie t¢ epistemologi¢ ogranicza — jak Stepnik

komentuje postulat 974°

. W kontekscie wspodtczesnych neuronauk czy rozwijajacego si¢ w
filozofii matematyki kierunku badania praktyki matematycznej niekoniecznie mozna zgodzic¢
si¢ z tymi postulatami — pomijamy je wigc jako nie majgce wptywu na gtowna teze Poppera,

zamieszczong w punkcie 4, oraz komentarze do tej tezy, zamieszczone w punktach 5-8.

To zwigzle streszczenie propozycji Karla Poppera (a takze jego krotka analiza Stepnika)
pozwala na ujecie wszystkich aspektow potrzebnych w niniejszej rozprawie. Wykorzystujemy
je jako propozycje mozliwej reinterpretacji filozoficznych postaw Cantora 1 Dedekinda,
odnosnie do ontologii obiektow 1 rzeczywisto$ci matematycznej zrekonstruowanych na bazie

ich praktyki matematycznej 1 z uwzglednieniem odniesienia do wiedzy tla (zastanej).

Og6lnym wnioskiem z przeprowadzonych tutaj analiz moze by¢ to, ze obiekty
matematyczne — tak w przypadku praktyki matematycznej Cantora, jak 1 Dedekinda — moga
by¢ analizowane jako obiekty 111 $wiata Poppera, stanowigc podstawe obiektéw istniejacych
wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej — stajacych si¢ nastepnie czescig 111 $wiata
wiedzy obiektywnej. W swojej propozycji Popper przedstawia oprocz $wiata zawierajacego
obiekty fizyczne (standw fizycznych) 1 $wiata zawierajacego stany $wiadomosci (stanow
umystu czy predyspozycji) trzeci swiat. Jest on wytworem czlowieka (nie za$ idei Platona czy
ducha obiektywnego Hegla). Wprawdzie jest to wytwor cztowieka, ale nie jest on redukowalny
do poprzednich dwoch §wiatow ani od nich w pelni zalezny — mimo iz istniejg wzajemne
wpltywy wszystkich trzech $wiatow. Oprdcz pewnej autonomii posiada roéwniez pewng
obiektywnos¢. Obiekty matematyczne moga by¢ tworzone, a nastepnie moga istnie¢ bez
podmiotu matematycznego, jak i moga by¢ przedmiotem historyczno-spotecznej dyskusji, bez
szczegollne] zaleznosci od konkretnego matematyka. W tym kontekscie badanie matematyki
zredukowanej do jednego ze §wiatow (np. kwestii matematyki lub filozofii bez odniesienia do
— szeroko pojmowanych — uwarunkowan poznawczych cztowieka czy kultury) jest
perspektywa zbyt waska 1 nie pozwala adekwatnie wyjasni¢ opisywanych tu réznorodnych

aspektow matematyki.

PowyzZsza propozycja, jak wiele innych watkoéw w niniejszej pracy, jest tematem, ktory

mozna szerzej analizowa¢é w odrgbnej pracy, a sama propozycja Poppera moze by¢

9 A. Stepnik, Poppera trzeci swiat okiem Zyczliwego krytyka..., dz. cyt., 28-29.
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krytykowana z réznych perspektyw, jednak wydaje sig¢, ze to najlepsze aktualnie dostgpne
narzedzie do zilustrowania postawionych tu probleméw. Jednoczesnie nalezy w tym miejscu
zaznaczy¢, iz przyktad trzech §wiatow Poppera nie pociagga za sobg petnego i bezkrytycznego
przejecia catej tej propozycji, odnoszacej si¢ do powstawania i rozwoju wiedzy (np.

stwierdzenia o falsyfikalno$ci nauki, dyskutowanego m.in. przez Kuhna)™°.

Jak wida¢, w praktyce matematycznej — zaréwno Cantora, jak i Dedekinda — mozna, po
pierwsze,zrekonstruowac¢ wewnetrzny wzgledem indywidualnej praktyki realizm ontologiczny,
opierajacy si¢ na podstawowych, pierwotnych obiektach matematyki, ktory moze by¢
przedluzony na inne konstrukcje strukturalne. Po drugie, w ich praktyki matematyczne
uwiktane sg elementy wiedzy dziedziczonej (wiedzy tla), ktére — jak uwazamy — wskazujg na
istotng perspektywe historyczno-spoteczng analizowanych badan. Po trzecie, ukazano, ze
badania w kontek$cie praktyki matematycznej nalezy uzupelni¢ Popperowska teorig trzech
Swiatow, aby wyjasni¢ wszystkie istotne kwestie. Porownujac ontologie obu matematykow,
wskazano w zasadzie jedng znaczng rdznicg: kontekst strukturalizmu metodologiczno-
epistemicznego, ktorego efekty mozna odnalezé w szczegdétowej analizie ontologii u

Dedekinda, ale nie u Cantora.

5.4 Podsumowanie

W tym rozdziale przedstawiono rozwazania dotyczace bezposrednio Tezy I, czyli
kwestii rewizji dotychczasowych dychotomicznych uje¢: Cantor — platonik i Dedekind —
konceptualistyczny konstruktywista, stanowigcej gléwng tezg niniejszej pracy. Zestawione
zostaly zalozenia filozoficzne, deklarowane przez dwoch analizowanych matematykow, a takze
zatozenia przypisywane im w pewnych kregach naukowych, z zatozeniami zrekonstruowanymi
w tej rozprawie. Wykorzystano wywodzace si¢ z prac Michata Hellera podejscie filozofii w
nauce, ktore rozwinigto poprzez analize praktyki matematycznej Cantora i Dedekinda w ramach
podejscia PMP. Opisany tu strukturalizm stuzyl raczej do sprecyzowania proponowanych
kierunkow epistemologii 1 ontologii (tj. konstrukcjonizm oraz realizm), nie odnosimy si¢
bezposrednio do niego, a do jego dookreslen. Sa nimi: modelowanie teoriomnogosciowe u

Dedekinda i jego brak u Cantora, a takze wystgpowanie obiektow-struktur u obu matematykow.

0 T.S. Kuhn, The structure of scientific revolutions, Chicago 1970.
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SkupiliSmy si¢ tutaj na podwazeniu dychotomii dziatalnosci obu matematykow,
przeciwstawiajacej ,,odkrywanie matematyki istniejacej realnie na zewnatrz i niezaleznie od
podmiotu” oraz , konstruowanie matematyki przez umyst podmiotu i istnienie jej w umysle w

postaci niezobowigzujacej ontologicznie”.

Stad tworzac ramy filozoficzne dla analizy praktyki matematycznej Cantora i
Dedekinda, zaproponowalismy takie zestawienie aspektow ontologii i epistemologii, ktore

Zwracaja uwage na:

— konstrukcje umystowa podmiotu (konstrukcjonizm), jakg ten wykonuje, rozwigzujac
pewien problem i1 wprowadzajagc nowy obiekt do matematyki (co moze robi¢ z réznym

zakresem intencji oraz intuicji);

— kwestie istnienia matematycznych obiektow, ktéra taczac perspektywe indywidualnej
praktyki matematycznej (perspektywe subiektywng) z perspektywa historyczno-spoteczng
(perspektywa obiektywna), nadaje ontologii tych obiektow dwuwymiarowos¢.

Proponowany konstrukcjonizm oraz realizm moga — poprzez skorzystanie z propozycji
Hellera, aby poszerza¢ zakres filozoficznych pytan o matematyke, oraz dzigki przyjeciu
podstawowych zatozen PMP — przekracza¢ wspomniang dychotomig: ,,odkrywanie matematyki
istniejacej realnie na zewnatrz 1 niezaleznie od podmiotu” vs. ,,konstruowanie matematyki przez
umyst podmiotu 1 istnienie jej w umysle w postaci niezobowigzujacej ontologicznie”. Wzigto
pod uwage zaréwno umyslowy, konstrukcjonistyczny wkiad w rozwdj matematyki
indywidualnego podmiotu matematycznego — ale z zaznaczeniem, iz konstrukcja ta
wykorzystuje juz wczesniej] wprowadzone obiekty, jak 1 metody konstruowania (wzglgdem
perspektywy historyczno-spotecznej) —jak réwniez podkreslono brak zewnetrznych wzgledem
praktyki matematycznej wymagan ontologicznych, przy jednoczesnym przyznaniu realizmu
pragmatycznego, wewnetrznego wobec perspektywy indywidualnej oraz historyczno-

spotecznej.

Rekonstruowane aspekty filozoficzne (tj. epistemologiczny konstrukcjonizm oraz
wewnetrzny 1 historyczno-spoteczny realizm, dookreslone aspektami strukturalizmu) moga by¢
przypisane obydwu matematykom — chociaz z pewnymi réznicami, wynikajacymi z metoda
teoriomnogosciowego modelowania Dedekinda, ktorej nie mozemy przypisaé Cantorowi.
Wykazano zatem, Ze przyjmowana w literaturze dychotomia jest zbyt radykalnym

rozréznieniem w kontekscie praktyki matematycznej tych uczonych. Warto podkresli¢, ze
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dotychczasowy obraz bazowal na deklaracjach tych uczonych oraz na ich filozoficznych
interpretacjach — okazuje si¢ wiec, ze rowniez i w matematyce deklaracje filozoficzne nie
zawsze idg w parze z filozofig faktycznie przyjmowang w obrebie dzialalno$ci matematyczne;.
To wazny wniosek, wskazujacy istotng rolg, jaka odgrywa PMP dla historii 1 filozofii

matematyki.

Pomimo wskazanej réznicy miedzy metodologiami Cantora i Dedekinda, mozna
zauwazy¢ zasadnicze podobienstwo miedzy przestankami filozoficznymi, dotyczacymi ich
praktyk (konstrukcjonizm, jesli chodzi o epistemologie, oraz realizm, jesli chodzi o ontologie),
przez co dla dyskutowanej, radykalnej opozycji filozoficznych zatozen prezentowana jest
pewna alternatywa. Dodatkowo, rekonstruowane zatozenia filozoficzne bezposrednio ostabiaja
zatozenia $wiadomie deklarowane oraz przypisywane w oparciu o pozamatematyczne
wypowiedzi (tj. platonizm-konstruktywizm) zaré6wno Cantorowi, jak 1 Dedekindowi.
Konstrukcjonizm wskazany w praktyce matematycznej Cantora wraz z wewngtrznym
realizmem ostabiajg deklarowany przez niego radykalny platonizm, natomiast strukturalizm
epistemiczny wraz z ontologicznym realizmem w praktyce matematycznej Dedekinda

podwazajg przypisywany mu konceptualistyczny konstruktywizm.

Pomimo zrekonstruowania wspolnych ram filozoficznych w oparciu o analizg praktyki
matematycznej, jako alternatywy dla przypisywanych Cantorowi i Dedekindowi opozycyjnych
stanowisk, nie mamy do czynienia z zupelnym brakiem roznic. Dlatego nastepny, ostatni
rozdzial przedstawi rozwazania dotyczace bezposrednio proby odpowiedzi na pytanie, co byto
przyczyng roznic (glownie w metodologii) miedzy rekonstruowanymi przestankami

filozoficznymi praktyki matematycznej obu obu uczonych.
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6 Metodologie badawcze Cantora i Dedekinda (teza 1)

W niniejsze] rozprawie drugg istotng teza jest ta, moéwigca, ze w praktyce
matematycznej Cantora 1 Dedekinda mozemy zaobserwowal znaczniejsze 1 bardziej
fundamentalne rdéznice niz w rekonstruowanych tutaj ich stanowiskach epistemicznych oraz

ontologicznych.

Tutaj pokazemy roéznice zatozen obydwu matematykéw odnosnie do zrodet wiedzy
matematycznej (1), celowosci 1 zakresu stosowalnosci tej wiedzy (2), jak 1 wyrdznimy styl
badan Cantora 1 Dedekinda (3). Stad charakterystyka ich praktyk matematycznych
przedstawiona w tej czgsci skupiac si¢ bedzie raczej na roznicach niz podobienstwach, inaczej

niz w charakterystykach ich filozofii matematyki.

Aby rozwazy¢ stosunek obydwu matematykow do powyzszych kwestii, wzigte pod
uwage zostang fragmenty ich prac matematycznych, jak rowniez opis ich podej$cia do
analizowanych probleméw matematycznych, a takze pomocniczo ich metamatematyczne

wypowiedzi (zwlaszcza w przypadku Cantora).

(1) Analizujac zalozenia matematykéw odnosnie do zrodel matematycznej wiedzy,
wezmiemy pod uwage podstawy ich analizowanych prac, tj. odniesienia do obiektow
podstawowych dla ich matematycznych teorii (u Cantora byty to liczby wymierne oraz zbiory,
natomiast u Dedekinda liczby wymierne, ale réwniez wtasnos$¢ ciggtosci, a takze elementy
zbiordw, tzw. przedmioty myslenia i odwzorowania). U Cantora wskazemy na zgodno$¢ w tym
aspekcie z jego deklaracjami, kiedy odrzucat on intuicje, a matematyczng wiedze traktowat jako
dang umystowi a priori (przynajmniej w samych podstawach). U Dedekinda za$ rozpoznamy
szersze zatozenia o zrodtach matematycznej wiedzy — odwolywat si¢ on u podstaw rowniez do
intuicji zwigzanych geometryczng wlasnoscia ciagtosci, jaka si¢ w perspektywie historycznej
postugiwano, a takze wiaczyt do matematycznej teorii niezdefiniowane, pierwotne pojgcie

rzeczy (Dingen) — przedmiotu myslenia.

(2) Prébujac zrekonstruowaé stanowiska obydwu matematykéw w zakresie zatozen
odnosnie do celowosci czy stosowalnosci (jako elementu celowosci) rozwoju matematycznej
wiedzy w zakresie podstaw, w duzej mierze skupimy si¢ na teorii mnogosci. W przypadku
Cantora przedstawimy jego bezposrednie komentarze dotyczace mozliwo$ci zastosowan teorii
mnogosci rowniez poza matematyka, jak réwniez przywotamy jego podejscie do redukcji
teoriomnogosciowej w samej matematyce. Wskazemy rowniez fakt, iz wigkszo$¢ swoich

naukowych wysitkow skupil Cantor na rozwijaniu teorii mnogos$ci jako teorii, ktora sama w
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sobie jest warta rozwijania, ze wzgledu na to, iz dotyczy — wprowadzonej przez niego —
nieskonczonosci aktualnej. W przypadku Dedekinda przede wszystkim wskazana zostanie jego
peina, konsekwentna redukcja teoriomnogos$ciowa arytmetyki liczb naturalnych N. Dodatkowo,
przedstawione zostanie jego stanowisko na temat jego usci§lenia podstaw matematyki przy
pomocy teorii mnogosci, a takze zakres prac, ktore poswiecil bezposredniemu omawianiu
podstaw matematyki, w tym teorii mnogosci — byly to zaledwie dwa dzieta — skad wniosek, ze

traktowat teori¢ mnogosci bardziej jako narzgdzie niz dziedzing przeznaczong do rozwijania.

(3) Biorac pod uwage powyzsze, zostanie rowniez zbadany oglad matematyczny
obydwu matematykéw w zakresie podstaw matematyki, tj. sposob ujmowania problemow,
obiektow 1 zwigzkow miedzy nimi. Przeanalizowane tu zostang szczegdtowo obydwie
konstrukcje zbioru liczb rzeczywistych w aspekcie podstawowej struktury relacyjnej, a takze —
w przypadku Cantora — przyblizony opis jego zetknigcia 1 prac zwigzanych z Hipoteza
Kontinuum, tj. z kwestig réznolicznosci/nierdwnolicznosci zbioréow (N 1 R). Natomiast w
przypadku Dedekinda, omowione zostang podane przez niego trzy wersje twierdzenia o

indukcji zupelnej i1 ich znaczenie dla redukcji teoriomnogosciowe;.

6.1 Przedmatematyczne zaloZenia odnosnie do Zrodla wiedzy matematycznej

W niniejszym podrozdziale przeanalizujemy podejscie Cantora i Dedekinda do zrodet
matematycznej wiedzy. W tym celu wezmiemy pod uwage podstawy ich analizowanych prac,
tj. odniesienia do obiektéw podstawowych w obrebie ich matematycznych teorii (u Cantora
byty to liczby wymierne oraz zbiory, natomiast u Dedekinda liczby wymierne z wtasnoscig
cigglosci, a takze elementy zbiorow — tzw. przedmioty myslenia i odwzorowania). U Cantora
wskazemy na zgodno$¢ w tym aspekcie z jego deklaracjami, w ktorych odrzucat on intuicjg, a
wiedze matematyczng traktowat jako dang umystowi a priori (przynajmniej w samych
podstawach). U Dedekinda za$ rozpoznamy szersze zalozenia o zZrddtach matematycznej
wiedzy — odwotywat si¢ on u podstaw réwniez do intuicji zwigzanych geometryczng wlasnoscia
ciagtosci, jaka si¢ w perspektywie historycznej postugiwano, a takze wiaczyt do matematycznej

teorii niezdefiniowane pojgcie rzeczy (Dingen) — przedmiotu mys$lenia.

PrzedzaloZenia Cantora

W poprzednich analizach widoczne bylo, ze Cantor byt negatywnie nastawiony do

intuicyjnych zalozen przyjmowanych nie tylko w matematyce, ale réwniez w fizyce czy w
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naukach przyrodniczych’. Jednakze o ile do samej matematyki nie dopuszczat on stosowania
wiedzy plynacej z doswiadczenia, o tyle wiedz¢ otrzymang w matematyce stosowal nawet w

naukach przyrodniczych.

Wedhug Cantora konieczne byto na przyktad przyjecie dwoch hipotez odnosnie do

rzeczywistosci fizycznej:
1. zbidr czasteczek materialnych jest nieskonczony,
2. atomy — czasteczki — posiadaja miare’>.

Przyjecie tych hipotez sprawiato, iz mozna bylo do zjawisk fizycznych 1

przyrodniczych zastosowaé zbudowana przez Cantora teorie mnogosci’>-.

Interesujaca jest asymetria w jego podej$ciu: zauwazal mozliwe potaczenie miedzy
matematyka, dang niejako apriorycznie umystowi, a §wiatem zewn¢trznym, ale na odwroét juz
takiego potaczenia nie dopuszczal. Wydaje sig, ze taka postawa doskonale pasuje do
deklarowanej platonskiej filozofii matematyki, wedtug ktorej idee matematyczne istniaty w
swiecie zewnetrznym (Aufenwelt), a umyst matematyka jedynie je odkrywat, budzac do zycia

pojecia poprzez proces definiowania.

Jednakze zatozenia te nie tlumacza w pelni owej niekonsekwencji — jesli
matematyczne prawa istnialyby w $wiecie transsubiektywnym, a do tego §wiata zaliczat Cantor
rowniez $§wiat przyrody, to jakg mozna byloby mie¢ pewnos¢, ze prawidlowo je odkrywa (ze
istnieje pelnoprawne potgczenie miedzy $wiatem intersubiektywnym, w jakim definiowat
matematyczne pojecia, a Swiatem intersubiektywnym, w jakim matematyczne byty istniaty
wedhug niego obiektywnie), albo ze prawa te nie sg wpisane w przyrode (w takim przypadku

korzystanie z doswiadczenia w matematyce nie bytoby btedem).

Powyzej opisane podejscie do §wiata zewnetrznego i do teorii mnogo$ci, mozna

potwierdzi¢, analizujac podejécie do Hipotezy Kontinuum, jak i do kwestii wielkos$ci

1 G. Cantor, Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach
ausgedehnnten stetigen Raume Gn. Zweite Mitteilung (Acta Mathematica 7, 105-124), w: Gesammelte
Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1885, 275.

52 W $wietle wspolczesnej wiedzy wiadomo, ze oba te zaloZenia nie odpowiadaja naszej wiedzy o
rzeczywisto$ci fizycznej. Por. np. Z. Strugalski, O zasadzie nieoznaczonosci Wernera Heisenberga, ,,Kwartalnik
Historii Nauki i Techniki” 24, (1979) nr 2, 355-366.

3 J. Dadaczynski, Georg Cantor i idea jednosci nauki, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” 44, (2009),
88.
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nieskoficzenie matych™*.  Cantor podazat bardziej =za swoim przekonaniem
(podporzadkowanym teorii mnogos$ci lub odziedziczonym) niz za strukturalnym
rozumowaniem. W przypadku przekonania dotyczacego Hipotezy Kontinuum, chodzito o
intuicj¢ wypracowang w ramach matematycznej metodologii (odkrycie nieréwnolicznosci
zbior6w bylo jak najbardziej zawarte w obrebie $rodkow i znaczen matematycznych).
Pozamatematyczne pobudki jego postepowania widoczne byly w uporze w podejmowaniu prob
udowadniania owej hipotezy. W przypadku wielkosci aktualnie nieskonczenie matych mozna
czgsciowo wytlumaczy¢ jego postawe panujacym owczesnie paradygmatem oraz podejsciem
wynikajacym z pewnego przyzwyczajenia, polegajacego na uwzglednianiu jedynie
nieskonczenie matych zmiennych. Lecz w ich przypadku pozamatematyczno$¢ postgpowania
tlumaczymy tym, ze Cantor podejmowatl proby dowodow, zeby wykazaé, iz nie majg prawa

bytu w konteks$cie catej matematyki.

Konsekwencja takiego podejscia do zrédet matematycznej wiedzy, polegajacego na
uznawaniu bezkrytycznie tego, co mentalnie juz poznane, bylo do$¢ bezkrytyczne
»przejmowanie” przez Cantora podstawowych elementow matematyki. Nie zadawatl on pytan
o zasadnos$¢ 1 kontekst wybranych, przejetych obiektow, poje¢ czy przekonan, tak jak to robit
Dedekind (np. wobec konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych). Sama jego konstrukcja R byta
analogiczna do tej, jaka podat Karl Weierstrass czy opisal wezesniej Charles Méray. Zbior liczb
wymiernych traktowat jako pierwotny i podstawowy wzgledem rozbudowanego zbioru R. Jego
postawa wobec zbioru liczb aktualnie nieskonczenie matych — jak wspomnieliSmy wczesniej —
roOwniez zostala przejeta bez powazniejszej refleksji nad ich zwigzkiem z innymi
matematycznymi pojeciami 1 obiektami. Réwniez w S$wietle ogdlnych uwag Cantora o
mozliwosci redukcji arytmetyki liczb naturalnych (i matematyki w ogole) do teorii mnogosci
nalezy wskaza¢, iz oparl si¢ on prawdopodobnie na pomysle Fregego, co czg¢sciowo sklonito
go do zauwazenia i do$¢ radykalnego poparcia takiej ogdlnej mozliwosci.

Innym przyktadem jest przypadek przejecia przez Cantora od Weierstrassa pojecia’

,punktu skupienia” zbioru. Wychodzac od ,,sfery pojeciowe;j” liczb rzeczywistych, rozwazat

dowolne zbiory P, tzw. ,.zbiory punktow”’*®. Punktem skupienia zbioru P, wedlug Cantora

754 Nie nalezy ich myli¢ ze zmiennymi wielko$ciami nieskoficzenie malymi, zwlaszcza w przypadku
Cantora, ktory je radykalnie rozrdzniat.

5 J. Ferreiros, The Early Development of Set Theory..., dz. cyt.

76 Tzw. ,Punktmenge”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 98.
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(przy zalozeniu, ze zbidr byl nieskonczony), byta taka liczba rzeczywista r, ze kazde jej
otoczenie”®’ zawierato punkty ze zbioru P’®8. Pojecie punktu skupienia zostato wykorzystywane
do definicji zbioréw pochodnych, miato charakter raczej topologiczny niz geometryczny czy
arytmetyczny. Pojecie m.in. otoczenia punktu pocigga za sobg np. pojecie wngtrza czy
domkniecia danego, otaczajacego konkretny punkt, zbioru™°. Pojecia te stuza do ogodlnego
opisywania zbioréw. Fakt, iz dane dwa zbiory majg tozsame wlasnosci topologiczne, nie jest

sprzeczny z istnieniem roznic np. geometrycznych miedzy tymi samymi zbiorami’®°.

Warto zastanowi¢ si¢ nad tym, jakie filozoficzne zalozenia mogty ksztaltowaé taka
postawe u matematyka z Halle. Moglo to by¢ na przyktad przekonanie, iz przedmioty
matematyczne, a wrecz cala matematyczna rzeczywisto$¢ sa odkrywane’®l, mimo iz w
opracowane]j propozycji Dadaczynskiego, ktory przypisuje Cantorowi quasi-nominalizm (.
operowanie w praktyce matematycznej samymi pojeciami), mogloby si¢ zbiegaé — jak

wspomnieliSmy — z deklarowanymi przez niego zalozeniami o realizmie obiektow

57 Definicja otoczenia wedtug Cantora: ,, Otoczenie punktu jest tutaj rozumiane jako dowolny przedziat,

ktory zawiera punkt w swoim wnetrzu ”. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie
odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 32. ,,Unter Umgebung eines Punktes sei aber hier ein jedes
Intervall verstanden, welches den Punkt in seinem Innern hat ”. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus
der Theorie der trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 98.

8 Por. ,, Unter einem Grenzpunkt einer Punktmenge P versteche ich einen Punkt der Geraden von solcher
Lage, dap in jeder Umgebung desselben unendlich viele Punkte aus P sich befinden, wobei es vorkommen kann,
dap er auPerdem selbst zu der Menge gehort . G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 98. Polskie, dostowne thumaczenie
brzmi nastgpujaco: ,,jako punkt skupienia pewnego zbioru punktéw P rozumiem punkt prostej o takiej wiasnosci,
ze w dowolnym otoczeniu tego punktu znajduje si¢ nieskoniczenie wiele punktow z P, przy czym moze si¢ zdarzy¢,
ze on sam nalezy do zbioru”. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie odkrycia
teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt., 32.

% Wnetrze danego zbioru A jest — najogdlniej mowigc — wspotczesnie definiowane w topologii jako
maksymalny zbior otwarty zawierajacy si¢ w tym zbiorze A; natomiast domkniecie danego zbioru A jest
minimalnym zbiorem domknigtym zawierajacym zbior A. Jesli zbior A jest zbiorem domknietym, to jego
domknigcie jest zbiorem z nim tozsamym, lub — innymi stowy — sklada si¢ z jego wnetrza 1 brzegu. Przy czym
brzeg to zbidr punktow a, w ktorych otoczeniach znajduja si¢ zarowno punkty nalezace do zbioru A, jak
nienalezace do zbioru A.

760 Mioduszewski podaje prosty przyklad, ktory moze dobrze zilustrowaé¢ owe rdznice pomiedzy
wlasciwosciami topologicznymi a innymi, bardziej szczegdtowymi (w tym przypadku geometrycznymi). W
rozumowaniu Eulera, dotyczacym problemu mostow krolewieckich (ogoélnie rzecz biorac, chodzito o pytanie, czy
mozna w ten sposob przej$¢ przez wszystkie mosty prowadzace na pewng wyspe w Krélewcu, rozmieszczone w
dany spos6b na oplywajacej wyspe rzece, aby przez kazdy z mostéw przejs¢ tylko jeden raz), nie byly brane pod
uwage takie cechy geometryczne jak np. dtugos¢ tukéw pomigdzy weztami czy ich zakrzywienie. Istotne byto
jedynie ich przecinanie si¢ lub nie. Problem ten Euler zaliczyl do dziatu geometrii, ktéory nazwal geometrig
polozenia (geometria situs). Nazwa topologii zostala uzyta dopiero w 1847 roku przez Listinga, jako greckie
brzmienie okreslenia nowego dziatu — analysis situs. J. Mioduszewski, Wyktady z topologii. Topologia przestrzeni
Euklidesowych, Katowice 1994, 14-15.

761 Por. z propozycja quasi-nominalizmu Dadaczyfiskiego: J. Dadaczyfiski, Heurystyczne funkcje zatozer
filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga Cantora..., dz. cyt.
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matematycznych. Taka perspektywa moglaby dopuszcza¢ w praktyce matematycznej pewien
rodzaj naoczno$ci (intuicji), odtwarzanej w umysle Cantora jako treSci przejmowanych

p0j¢é762-

Niemniej jednak to, co najistotniejsze w tym podrozdziale, to fakt, iz mozna podejscie
matematyka z Halle wytlumaczy¢ deklaracja, ze zrédtem matematycznej wiedzy byt
zewnetrzny $wiat idei, a w praktyce matematycznej sam umyst, w jaki$§ sposéb (by¢ moze przy
pomocy pewnego rodzaju naocznosci) definiujacy pojecia odpowiadajace ideom. Cantor
odrzucat tym samym udziat jakiegokolwiek doswiadczenia w powstawaniu 1 rozwoju
matematycznej wiedzy, jednocze$nie uwazajac istniejgce pojecia za posiadajgce wystarczajgco

okreslony kontekst 1 znaczenie.

Rola przedzaloien u Dedekind

Zastanawiajgc si¢ nad tym, jak Dedekind postrzegat zrédto matematycznej wiedzy,
najpierw wypada wspomnie¢ 0 najwczesniejszym etapie jego zainteresowania teorig mnogosci

czy raczej jej wybiorczymi narzedziami.

Wspomina si¢, ze Dedekind z r6znych wzgledow, wezesniej od Cantora zajat si¢ teorig

63

mnogosci’®, nie w sposdb systematyzujacy sama teoric zbiorow, ale w kontekscie

wykorzystania jej podstawowych poje¢ i1 struktur. Jednym z przykladow tej dziatalnosci

764

matematyka ma by¢ jego dzieto z 1871 roku’™”, a wigc wyprzedzajgce pierwsze, formalne kroki

Cantora w dziedzinie teorii mnogosci’®®. Cala teori¢ ideatow, ktorg rozwijat’®® w $lad za

Ernstem Kummerem oraz Leopoldem Kroneckerem, opieral na pojeciach dotyczacych

767

zbiorow. Sam tlumaczyl, ze idealy™’ sg wedlug niego podobnie jak liczby rzeczywiste —

762 7 intuicjg matematyczng, jest zwigzana wizualizacja, wyobraznia matematyczna. My$lenie wizualne
spetnia wiele funkcji w procesie poznania matematycznego. Por. np. M. Sochanski, Wizualizacje w poznaniu

matematycznym a kategoria intuicji przestrzennej, ,,Filozofia Nauki (The Philosophy of Science)” 21, (2013) nr
1, 153-164.

763 J, Ferreirds, On the Relations between Georg Cantor and Richard Dedekind..., dz. cyt., 346.

764 R. Dedekind, Uber die Komposition der bindren quadratischen Formen, w: Gesammelte
mathematische Werke, red. R. Fricke, E. Noether, O. Ore, Braunschweig 1871, 223-261.

765 Mowa o pracy Cantora z 1872 roku.

766 R. Dedekind, Uber die Komposition der bindiren quadratischen Formen..., dz. cyt.; R. Dedekind, Uber
die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen (Supplement XI von P. G. Lejeune Dirichlet, Vorlesungen iiber
Zahlentheorie, 3 Aufl., 515-530), w: Gesammelte mathematische Werke, red. R. Fricke, E. Noether, O. Ore,
Braunschweig 1879, 297-315.

7 Ideat pierscienia R jest we wspOlczesnej matematyce definiowany jako podzbior I pierscienia R, ktory
ma nastgpujace wlasnosci:
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a. I jest podgrupa, addytywnej podgrupy pierscienia R;
b. (¥ € RAael)=>(yoae D)

c. (YER A a€l) => (ay€l).
Pierscien natomiast jest definiowany jako zbidr elementdow wraz z odpowiednimi dziataniami

(addytywnym 1 multiplikatywnym), oraz elementem odwrotnym wzgledem dziatania addytywnego. Przy czym

struktura ta musi spetnia¢ nastepujace warunki:

1. Struktura (R,+,0) jest grupg abelowa, tj.:

a. Va.b,ceR:at(btc)=(at+b)+c;
b. ¥a € R: a+0=a;
c. YaeR3IbeR: atb=0;

d. ¥a.beR:atb=b+a.
2. Struktura (R,*) jest potgrupa:
a. ¥Ya.b,c e R:a*b*c)=(a*b)*c.
3. Dzialanie multiplikatywne jest rozdzielne wzgledem dziatania addytywnego:

a. ¥a.b,c e R:a*b+c)=(a*b)+(a*c);
b. ¥a.b.c € R: (at+b)*c=(a*c)+(b*c).

Oczywiscie, jesli pierscien jest przemienny, oba warunki rozdzielnosci dziatan sa rownowazne (dziatanie
multiplikatywne jest wtedy przemienne). Dodatkowo pierscien moze posiada¢ element neutralny wzgledem
dziatania multiplikatywnego (co nie oznacza istnienia elementéw odwrotnych dla elementow zbioru, wzgledem

dziatania multiplikatywnego), nazywany jest wtedy pierscieniem z jedynkq.

Pojecie czy raczej struktura pierscienia w algebrze (tak jak i inne okreslane tam struktury) spetnia funkcje
bardzo ogolnej charakterystyki zbioru, w ktérym sa okreslone pewne dziatania, przy czym zbiér moze by¢ ztozony
z dowolnych elementoéw, tak samo dzialania réwniez moga by¢ okreslone w dowolny sposéb (cho¢ jedno musi
spetnia¢ warunek addytywnosci, drugie multiplikatywnos$ci — dzialanie addytywne jest rozdzielne wzgledem
dzialania multiplikatywnego). Jedynym warunkiem takiej struktury (tj. zbioru elementéw z okre§lonymi na nich
dzialaniami) jest to, zeby na elementach tego zbioru dalo si¢ wykonywaé dziatania oraz zeby miato to
matematyczny sens. Oczywiscie nalezy pamigtac, ze abstrakcyjna charakterystyka algebraiczna bierze swoj
poczatek w arytmetyce, tj. w opisywaniu zbioréw liczb — naturalnych, catkowitych, rzeczywistych itd., oraz dobrze

znanych dziatan dodawania i mnozenia, wraz z odpowiednimi elementami neutralnymi 01 1.
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obiektami arytmetycznymi’®®. Stad — jak uwazat — definicje liczb i ideatéw sg do siebie podobne
— a wigc mozna wykorzystac pojecie zbioru do definiowania idealow, tak jak p6zniej to uczynit

przy definiowaniu zbioru liczb rzeczywistych.

Wobec powyzszych kwestii zauwazamy, iz strukturalistyczno-teoriomnogosciowe
podejscie Dedekinda stanowito podstawe nie tylko dla opracowywania podstaw matematyki
(jak w przypadku modeli liczbowych). Bylo réowniez podstawa jego postrzegania calej
matematyki — podstawowg ontologie matematyki stanowity zbiory 1 struktury z nich tworzone.
Rodzi to skojarzenia z pitagorejskg wiarg w to, ze Swiat jest stworzony z elementarnych czastek.
Jednak w przypadku Dedekinda obserwujemy swoisty, matematyczny ,,atomizm”: owe
elementarne czastki ograniczajg si¢ do tworzenia matematycznych struktur. Niemniej jednak
mamy do czynieniaw jego praktyce matematycznej z pewnym odwotaniem si¢ do pierwotnych
1 tych samych poje¢ teoriomnogosciowych (a wedlug niektéorych — nawet
teoriokategorycznych). Zwracamy uwage na mozliwo$¢ intuicyjnego odniesienia si¢ przez

Dedekinda do tak prostych obiektow u podstaw matematycznych teorii.

Chociaz niektorzy wskazuja na podobiefistwa miedzy Cantorem a Dedekindem’®, to
w przypadku zatozen odnosnie do zrodta matematycznej wiedzy nalezy wskaza¢ roznice. Otoz
w poréwnaniu do Cantora, ktory catkowicie odrzucat wiedze ptynaca z doswiadczenia (w tym
jakakolwiek intuicj¢), Dedekind nie unikat (cho¢ nie tlumaczyl) prostych, podstawowych
odwotan do intuicji czy do umystowego ogladu podstaw opracowywanych probleméw’"°.
Mozna to potwierdzi¢ przyktadem: w konstruowaniu definicji wtasnos$ci ciggtosci opart si¢ on
na ,,wrazeniu umystowym”. Owo ,,wrazenie” cigglo$ci zaczerpnigte z geometrycznej prostej,
w szeroko pojetym sensie mogto si¢ odnosi¢ do relacji umyst—$wiat zewngtrzny 1 mogto by¢
akceptacja tego, ze matematyczne wzorce s3 ,,zaczerpni¢te” z pewnego rodzaju do§wiadczen —

chocby poprzez naocznos$¢ czasoprzestrzeni, jak u Kanta.

Formalna definicja ciaggtosci nie jest tylko intuicyjna ani nie jest tylko umystowym
wrazeniem. Ale zakladamy, Zze owo umystowe wrazenie byto cze$cig procesu umystowego, jaki

doprowadzit do stworzenia definicji (definicja ta jest mozliwa do graficznego przedstawienia

768 R. Dedekind, Sur la théorie des nombres entiers algébriques (Bulletin des Sciences mathématiques et
astronomiques, XI (1877): 278-293), w: Gesammelte mathematische Werke, red. R. Fricke, E. Noether, O. Ore,
Braunschweig 1930, 268-269.

89 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

"0 Mozna traktowa¢ Dedekinda ,,$wiat my$li”, jako rodzaj rzeczywistosci.
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na prostej rzeczywistej). Nie chodzito o ujecie wizualne catego zbioru cigglego, co wedtug
Marcusa Giaquinto jest niemozliwe’’%, ale o ujecie lokalnego przekroju — tj. o zatozenie, ze w
kazdym miejscu ,,prostej” (zbioru ciagtego), w kazdym jej ,,przekroju” znajdujemy zawsze
doktadnie jeden, i tylko jeden punkt (liczb¢). Zauwazmy, ze Dedekind nie okreslit, jak punkty
w zbiorze cigglym si¢ taczg ze soba, a jedynie opisat relacje miedzy zbiorami, powstatymi
poprzez przekroj (kazdy element jednego zbioru jest mniejszy od kazdego elementu drugiego
zbioru, przy czym punkt-liczba otrzymany w wyniku przekroju byt najwigkszym elementem

zbioru pierwszego oraz najmniejszym elementem zbioru drugiego).

Takie odniesienia Dedekind czynit nie tylko w przypadku kwestii pojecia ciggltosci w
opracowaniu problemu niewymiernosci, ale rowniez co do podstaw teorii mnogosci oraz zbioru
nieskonczonego. Dedekind przyjat jako podstawowe elementy swojej teorii mnogosci pewne
przedmioty myslenia — rzeczy (Dingen) — begdace uzasadnieniem dla elementéw zbioru i

samych zbiorow.

Dlatego tez stosunek Dedekinda do tradycji kantowskiej nie jest jasny. Na podstawie
tego, co zostalo przeanalizowane, mozna uznac, iz Dedekind, odwotujac si¢ do swoich ,,wrazen
umystowych”, nakladat na wybrane matematyczne przedmioty — moze nie tyle forme
apriorycznej naocznosci czasu i przestrzeni, na bazie ktorej miaty by¢ tworzone wedlug Kanta
— co racze] bardziej ogolng forme intuicyjnej percepcji, pozwalajacg na $wiadomy oglad
matematycznych obiektéw (poprzez naturalng zdolno$¢ umystu cztowieka lub podnoszone w
XIX wieku przez logicystow donioste prawo mysli). Nie rozpatrywal jednak Dedekind
potaczen czy genezy tej zdolnosci w kontekscie doswiadczen, ogdlnie pojetego ,.Swiata

zewngetrznego”.

Ostatecznie, pomimo iz Dedekinda uwaza si¢ za bardziej formalistycznie
nastawionego, dalszego od intuicji, niz Cantora, to jednak wtasnie Dedekind w sposob spojny
1 uporzadkowany, sigga w umysle po pewnego rodzaju doswiadczenia. Tak jest w przypadku
podstaw teorii mnogosci, jak 1 w przypadku ciaglosci prostej geometrycznej. Wiedza
matematyczna w praktyce Dedekinda jest konstruowana przez umyst cztowieka, ale ten ma
prawo odwotywac si¢ do pewnego rodzaju podstawowych naoczno$ci, aby na ich podstawie

konstruowac t¢ wiedzg.

"L M. Giaquinto, Cognition of Structure..., dz. cyt.
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6.2 Celowosé i wykorzystywanie matematycznej wiedzy

W niniejszym podrozdziale wskazemy na ro6znice migdzy Cantorem i Dedekindem
odnosnie do celowosci 1 zakresu stosowalnosci wiedzy matematycznej. Probujac
zrekonstruowaé stanowiska obydwu matematykéw co do zatozen o celowosci rozwoju
matematycznej wiedzy w zakresie podstaw, w duzej mierze skupimy si¢ na teorii mnogosci.
W przypadku Cantora przedstawimy pomocniczo jego bezposrednie komentarze o mozliwosci
zastosowan teorii mnogosci rowniez poza matematyka, jak rowniez przywotamy jego podejscie
do redukcji teoriomnogosciowej w samej matematyce. Wskazemy rowniez fakt, iz wigkszo$¢
swoich naukowych wysitkow skupil Cantor na rozwijaniu teorii mnogosci jako teorii, ktora
sama w sobie jest warta rozwijania, ze wzgledu na to, i1z dotyczy — wprowadzonej przez niego
— nieskonczonos$ci aktualnej. W przypadku Dedekinda przede wszystkim wskazana zostanie
jego pehla, konsekwentna redukcja teoriomnogos$ciowa arytmetyki liczb naturalnych M.
Dodatkowo, przedstawione zostanie jego stanowisko na temat jego celu uscislenia podstaw
matematyki przy pomocy teorii mnogosci, a takze zwrdcimy uwage na zakres prac, jakie

poswiecil bezposredniemu omawianiu podstaw matematyki, w tym teorii mnogosci.

Cel badan matematycznych w ujeciu Cantora

Jak zaznaczyliSmy wczes$niej, Cantor z zatozenia nie uwzgledniat w matematyce
wiedzy pochodzacej z doswiadczenia ani intuicji. Jednakze wiedzg otrzymang na podstawie
opracowane] przez siebie teorii mnogosci stosowal do $wiata zewnetrznego, do $wiata
przyrody. Mozna jednak zauwazy¢, ze nie traktowat jej tylko jako narzedzia do objas$niania
tego Swiata. Wydaje si¢, ze Cantor traktowal teori¢ mnogosci jako teorig, stanowigca samg w
sobie warto$¢ 1 cel. Wida¢ to na przyktadzie jego stosunku do nieskonczono$ci aktualnej —
zard6wno wobec wielkosci nieskonczenie duzych, jak i matych — cho¢ wzgledem kazdej z nich
miat Cantor odpowiednio odmienne podej$cie, oraz na przykladzie jego stosunku do Hipotezy

Kontinuum.

Jesli chodzi o stosowanie teorii mnogosci w $wiecie zewnetrznym, mozna blizej si¢
przyjrze¢ nastgpujacej kwestii. Matematyk z Halle przyjmowat (pochodzaca z 6wczesnej
fizyki) dychotomie w dziedzinie monad: dzielit je na materialne oraz eteryczne’’?. Podziat ten

umozliwial zastosowanie zaawansowanych wynikéw otrzymanych w ramach teorii mnogosci.

2 G. Cantor, Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach
ausgedehnnten stetigen Raume Gn. Zweite Mitteilung (Acta Mathematica 7, 105-124)..., dz. cyt., 275-276.
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Liczba wszystkich monad materialnych wszech$wiata, a takze dowolnego ciata miata by¢
nieskonczona i policzalna, natomiast liczba wszystkich monad eterycznych wszechswiata oraz
dowolnego ciala miata by¢ continuum’”®. Przyjawszy powyzsze zatozenie, Cantor mogt
wykonywa¢ na owych ,.fizycznych” zbiorach operacje teoriomnogosciowe i dokonywac ich
dekompozycji’™*. W konsekwencji twierdzil on, ze wlasnosci mnogosciowo-topologiczne
sktadnikoéw dekomponowanych zbioréw (zwigzane m.in. z ich mocami) lub kombinacji tychze
sktadnikéw pozwolg na glgbsze zbadanie takich zjawisk jak $wiatto, ciepto, elektrycznose,
magnetyzm. Co wigcej, obliczenia matematyczne wedtug Cantora mialy pozwoli¢ réwniez na
uchwycenie réznic w skladzie i wilasnosciach chemicznych poszczegdlnych ciat’®. W
konsekwencji stosowania swojej teorii postulowal réwniez tworzenie alternatywnych
mechanik, poniewaz wedlug niego badania nad takimi mechanikami moglyby przynie$¢ nowe
i znaczace odkrycia w fizyce’’®. Cantor przyznawat si¢ do tego, ze potencjalna mozliwosé
zastosowan idei teorii mnogosci byta dla niego duza motywacja w pracy matematyka. Wiele

razy odwotywat si¢ rowniez do przyktadow z zakresu malarstwa 1 muzyki, chcac przedstawic

intuicje dotyczaca zastosowan pojecia typu porzadkowego’’’.

Widzimy wigc silny wptyw wypracowanej przez niego teorii zbioréw na zatozenia w
innych dziedzinach nauki niz matematyka, co moze oznaczaé, ze byt z nig jako$ zwigzany.
Mozna tu potwierdzi¢ metodologiczny aspekt dziatalno$ci matematyka z Halle, polegajacy na
uogolnianiu dokonanych przez niego odkry¢ na szerszy zakres. Jednakze, jak wcze$niej

wspomniano, intuicja — zdaniem Cantora — powinna by¢ wyrugowana z fizyki 1 nauk

73 ] W. Dauben, Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite..., dz. cyt., 292.

74 Szczegdly techniczne owej dekompozycji mozna znalezé w: J. Dadaczynski, Elementy filozofii
przyrody Georga Cantora..., dz. cyt., 140—141 przyp.22. Ogoélnie rzecz biorac, Cantor rozréznit zbiory ze wzgledu
na ich relacje ze zbiorami pochodnymi na: domkniete (jesli P' = P}, doskonate (jesli P’=P) oraz geste w sobie
(jesli P= P"y. Wprowadzit rowniez koherencje (Pc = P 1 P} oraz adherencje (Pa= P 1 (P — P'}). inherencje
(Pi=Pc®) i pare innych struktur, dzieku czemu mozna bylo np. podzieli¢ zbiér P w nastepujacy sposob:
P = P, UPF., gdzie P, i P, byly zbiorami o porzadkach alefy i alef;.

S G. Cantor, Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach
ausgedehnnten stetigen Raume Gn. Zweite Mitteilung (Acta Mathematica 7, 105-124)..., dz. cyt., 276; J.
Dadaczynski, Georg Cantor i idea jednosci nauki..., dz. cyt., 89-90.

76 G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische Annalen 20 (1), 113~
121)..., dz. cyt., 157.

" G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 177.

298



przyrodniczych’’®. Kwestionowal on réwniez intuicyjne postrzeganie czasu i przestrzeni a
priori’® oraz byt przeciwny determinizmowi’®’. Wydaje sie paradoksalne, Ze Cantor, ktory sam
postugiwat si¢ intuicyjnie matematyka w innych dziedzinach nauki (narzucat postulaty czystej
matematyki  $wiatu zewnetrznemu, gdzie wiele rzeczy podlega wielu ograniczeniom),
jednoczesnie postulowal odcigcie dziatalno$ci naukowej od wszelkich intuicji. Mozna
zauwazy¢ pewng zasade. Cantor byl ostrozny w kwestii intuicji czy pewnego ogladu $wiata
zewnetrznego (nawet odnosnie do geometrii), jednak tylko w przypadku korzystania z niej
podczas budowania teorii czy zatozen naukowych. W stosowaniu teorii matematycznej do —

pelnego przeciez ograniczen i niewiadomych — $wiata zewngtrznego takiej samej ostroznosci

juz nie przejawiat’®,

Kolejnym problemem przyblizajacym celowos¢ praktyki matematycznej Cantora jest
ogolne odniesienie do mozliwos$ci redukcji matematyki (arytmetyki) do teorii mnogosci, ktorej

jednak bezposrednio nie przeprowadzit. W 1884 roku Cantor napisat artykut’®?

, W ktorym
wyrazit przypuszczenie o mozliwosci sprowadzenia (zredukowania) arytmetyki do teorii
mnogosci. Pomyst opierat si¢ na definiowaniu skonczonych liczb naturalnych poprzez liczby
porzadkowe, a w zasadzie wtedy przez typy porzadkowe, gdyz Cantor definiowat typy
porzadkowe tak samo jak porzadkowe liczby, z jedna réznica — jak wskazuje Dadaczynski’® —
zamiast pojecia ,,zbioru” uzywat okreslenia ,,pojecia ogdlnego”; gdyby uzy¢ pojecia zbioru

otrzymaliby$my wspétczesna definicje liczby porzadkowej — tj. typu porzadkowego 34,

W swojej definicji Cantor opieral si¢ na tym, iz kazdy zbidr, ktory jest prosto

uporzagdkowany, ma swoj okreslony typ porzadkowy, czyli ,,pojecie ogolne”, obejmujace

" G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt.

S G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt., 192.

780  W. Dauben, Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy of the Infinite..., dz. cyt., 293.

781 Innymi stowy, Cantor stosowat wiedze matematyczng wobec probleméw $wiata zewnetrznego, jednak
ta wiedza, a raczej jej geneza, byla u niego oderwana od Aussenwelt, i niepochodzaca w jego mniemaniu z tego
Swiata.

782 Choé napisat ten artykut w 1884 roku, to zostat on dopiero opublikowany w roku 1970. Por. G. Cantor,
Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung - An unpublished paper by Georg Cantor, ,,Acta
Mathematica” 89, (1970) nr 124, 65-107.

783 J. Dadaczynski, Georg Cantor i idea jednosci nauki..., dz. cyt., 86.

784 Czyli obiektu wyabstrahowanego od konkretow, zwigzanego z tym porzadkiem o tyle, o ile jest ten
obiekt wspolny dla wszystkich porzadkdéw z nim izomorficznych.
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rowniez wszystkie inne zbiory ,,tak samo uporzadkowane” 8. Matematyk z Halle twierdzil, iz
skonczone liczby naturalne sg niczym innym, jak zdefiniowanymi typami porzadkowymi
skonczonych zbioréw. Ujal to nastgpujaco: , Typy zbiorow skonczonych prosto
uporzadkowanych to nic innego jak skonczone liczby catkowite [chodzi o liczby naturalne —

przyp. K.T.], o znakach: 1, 2, 3, ..., v, ... "¢,

Niektorzy wskazuja na przekonanie, iz znalazt on ,,modele dla skonczonych liczb
naturalnych w teorii typoéw porzadkowych”’®’. Cantor poszedt o krok dalej. Wyciagnat daleko
1dace wnioski o redukowalnos$ci catej matematyki (a nie tylko arytmetyki liczb naturalnych) do

teorii mnogosci. Ujat to nastepujaco:

»la [ogblna teoria typow — K.T.] stanowi wazng i duzg czgs¢ czystej teorii mnogosci
[Théorie des ensembles — wyrazenie w jezyku francuskim, oznaczajace doktadnie teorig
mnogosci — przyp. K.T.], w tym czystej matematyki, poniewaz ta ostatnia moim

zdaniem jest niczym innym jak czysta teorig mnogosci” .

Mozna wigc powiedzie¢, ze Cantor wypowiedzial si¢ ogolnie (omijajac formalng
dedukcje) na temat teoriomnogosciowej redukcji matematyki. Jednakze nie zrobit tego w taki

sposob, w jaki Dedekind przedstawil t¢ kwesti¢ w swojej pracy z 1888 roku.

785 Por. ,,ten typ jest ogolnym pojeciem, ktore wynika z A7jesli abstrahujemy go od natury jego elementow
zachowujac kolejnos¢ ich poprzedzania, tak ze z nich wychodza jednostki, ktore stoja wobec siebie w okreslonej
relacji poprzedzania” . G. Cantor, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers (Principien
einer Theorie der Ordnungstypen), thum. P. E. B. Jourdain, New York 1915; G. Cantor, Principien einer Theorie
der Ordnungstypen. Erste Mittheilung - An unpublished paper by Georg Cantor..., dz. cyt., 87.

786 Jede einfach geordnete Menge hat nun einen bestimmten Ordnungstypus oder, wie ich mich auch

k™urzer ausdr'ucken will, einen bestimmten Typus; darunter verstehe ich denjenigen Allgemeinbegriff, unter
welchem samtliche der gegebenen geo- ” rdn. Menge ahnliche geordnete Mengen, und nur diese, (folglich auch di
" e gegebene geordnete Menge selbst) fallen. Die Typen der endlichen einfach geordneten Mengen sind nichts
Anderes, als die endlichen ganzen Zahlen, in Zeichen: 1, 2, 3, ..., v, ... ", G. Cantor, Principien einer Theorie der
Ordnungstypen. Erste Mittheilung - An unpublished paper by Georg Cantor..., dz. cyt., 87.

Nalezy oczywiscie zauwazy¢, ze jego liczby catkowite to nic innego, jak liczby naturalne, gdyz nie
uwglednia on liczb catkowitych ujemnych, czasem nawet réwniez zera. Dlatego tez w tlumaczeniu rozwazan
Cantora i w analizie jego teorii pojawiaja si¢ w calej niniejszej pracy zamiennie pojecia liczb naturalnych i
catkowitych, cho¢ zawsze w okreslonym kontekscie (tj. pojecia te moga by¢é uzywane zamiennie tylko w
kontekscie mowy o liczbach catkowitych dodatnich).

787 J. Dadaczynski, Georg Cantor i idea jednosci nauki..., dz. cyt., 86-87.

88 Sie [die allgemeine Typentheorie — K.T.] bildet einen wichtigen und grossen Theil der reinen
Mengelehre (Theorie des ensembles), also auch der reinen Mathematik, denn letztere ist nach meiner Auffassung
nichts anders als reine Mengelehre ”, G. Cantor, Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung -
An unpublished paper by Georg Cantor..., dz. cyt., 84.
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Jesli idzie $cisle o redukcjonizm u Cantora, a takze o specyficznie rozumiany

° warto zwrécié uwage na jedng rzecz: mozna zauwazyé zbiezno$¢ lub nawet

logicyzm'®
zwigzek przyczynowy migdzy wypowiedziami Fregego i Cantora odno$nie do redukcji teorii
liczb oraz catej matematyki do teorii mnogosci. Cantor jako jedyny napisat recenzje (w 1885

roku)’®® do pracy Fregego z 1884 roku’®!

, gdzie Frege przedstawial pomyst wyprowadzenia
teorii liczb z teorii zbiorow. W 1884 roku, w swojej pracy’®? Cantor oglosit, ze matematyka jest
,,CZysta teorig mnogosci”’®®. Pamietajmy, ze wiek XIX to w matematyce okres podejmowania
prob zarytmetyzowania matematyki, stad sprowadzenie arytmetyki do teorii mnogosci mogto

oznacza¢ naturalng mozliwos¢ redukeji catej matematyki do teorii zbiorow’%*,

Ostatnig kwestig, o jakiej wspomnimy, jest podejscie matematyka z Halle do
nieskonczonos$ci. Nieskonczono$¢ to pojecie, za ktérym kryje si¢ nietrywialne zagadnienie
zarOwno matematyczne, jak 1 filozoficzne. Propozycje obu matematykow dotyczace
konstrukcji liczb rzeczywistych, teorii mnogosci, a nawet arytmetyki liczb naturalnych

wymagaty zalozenia o istnieniu nieskoficzonosci aktualnej w matematyce’®®

. O ile Arystoteles
czynit podziat na nieskonczonos$¢ potencjalng i1 aktualng, to w matematyce nie akceptowat tej

drugiej’®. Z perspektywy matematyka, problemem byto przez wieki (od starozytnosci do XIX

789 . Horsten, Philosophy of Mathematics, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta,
2021; E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.; N. Tennant, Logicism and
Neologicism, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2017.

90 G. Cantor, Die Grundlagen der Arithmetik (Deutsche Literaturzeitung, VI. Jahrg. S. 728-729), w:
Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, red. E. Zermelo, Berlin 1885, 440-443.

91 G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Untersuchung iiber den Begriff
der Zahl, Breslau 1884.

92 G. Cantor, Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung - An unpublished paper by
Georg Cantor..., dz. cyt. Cho¢ artykut zostal opublikowany w 1970, Cantor napisat go w roku 1884. Por. J.
Dadaczynski, Skfadowa konceptualistyczna w przedfregowskich podstawach matematyki, ,,Studia Philosophiae
Christianae” 38, (2002) nr 1, 63.

793 Przypis 779.

794 J. Dadaczynski, Antynomie teoriomnogos$ciowe a powstanie klasycznych kierunkéw badania podstaw
matematyki, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” 26, (2000), 38-58. Cantor réwniez probowal najpierw
arytmetyzowaé swoja teori¢ zbiorow. Por. , Nauka o rozmaitosciach (Mannigfaltigkeitslehre). Tym stowem
okreslam obszerng nauke, ktorej prébowatem dotad nadaé ksztalt tylko w specjalnej postaci arytmetycznej czy
geometrycznej nauki o zbiorach”. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten 5 /Grundlagen
einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Mathematische Annalen 21 (4), 545-591)..., dz. cyt.; thum: R.
Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych..., dz. cyt., 157.

95 J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt., 215.

796 Np. Arystoteles, Fizyka, w: Arystoteles , Dzieta wszystkie", thum. K. Le$niak, t. II, Warszawa 1990;
Arystoteles, Metafizyka..., dz. cyt.; J. Gomutka, Filozofia nauk formalnych i jej zwiqzek z koncepcjg podmiotu we
wezesnym i Srednim okresie tworczosci Ludwiga Wittgensteina, Krakow 2016.
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stulecia) formalne opisanie tej wielkosci. Z perspektywy za$ filozoficznej problemem jest
okreslenie jej ontologii, epistemologii, ale rowniez sama interpretacja jej istnienia. Sprawe
komplikuje fakt istnienia nieskonczonosci odwrotnej — tj. wielkosci aktualnie nieskonczenie
matych. Propozycje analizowanych w niniejszej pracy matematykéw burzyty dotychczasowe
metafizyczne intuicje odno$nie do znakéw liczbowych’®’. Intuicjonisci (jak Kronecker), wprost
si¢ nieskonczonosci aktualnej sprzeciwiali, formalici — jak pisze Jakub Gomutka — nie
oczekiwali istnienia nieskonczonosci aktualnej, poniewaz nie oczekiwali istnienia niczego’®.
Podejscie to wynikato glownie z checi formalizacji analizy matematycznej, a wigc z checi
czystego 1 uporzadkowanego przedstawienia matematycznej struktury, wyabstrahowanej i

uzupehionej w potrzebne zatozenia’®.

Cantor probowat broni¢ teoriomnogosciowej tezy, w ktorej przypisywat formalnemu
znakowi wielko$ci aktualnie nieskonczenie duzej semantyczng tre$¢ (wprowadzal pewne
novum, ktore mogto by¢ posadzone o kontekst intuicyjny i brak formalizmu)®%. Chociaz jego
platonistyczne deklaracje zwigzane z teoriag mnogo$ci (tj. nieskonczonoscig) byly glownag
obrong tego, do czego doszedl na drodze w pelni racjonalnej dedukcji, dzieki metodzie
wyodrebniania nowych probleméw naukowych, byly one — jak wskazywali$my — zewngtrzne
wzgledem wprowadzonej matematycznej teorii. W zwigzku z tym takie podejscie nie byto
konieczne. Ale mozna je interpretowa¢ jako argument, za pewnym pozamatematycznym
przywigzaniem Cantora do tej teorii. Potwierdza to, ze byta ona dla niego sama w sobie celem,

wartym rozwijania.

To samo mozna zaobserwowac na przyktadzie jego podejscia do wielkosci aktualnie
nieskonczenie matych oraz Hipotezy Kontinuum. Nalezy zauwazy¢, iz Cantor do$¢ mocno

zaangazowal si¢ w argumentacje przeciwko aktualnie nieskonczenie matym wielkos$ciom.

97 K. Rotter, Gramatyka filozoficzna w dobie sporu o podstawy matematyki. Eseje o drugiej filozofii
Wittgensteina, Opole 2006.

79 Frege jednak nazywal takie podejscie formalistyczne ,,zafalszowywaniem rzeczywistosci”. I.
Gomulka, Filozofia nauk formalnych i jej zwigzek z koncepcjqg podmiotu we wczesnym i Srednim okresie
tworczosci Ludwiga Wittgensteina..., dz. cyt., 210-212.

799 Rowniez bedgce wyabstrahowanymi. Gtownie mamy tu na mysli formalizm Hilberta.
800 Nalezy podkresli¢, ze Cantor po$wiecit on naprawde ogromng ilo$¢ czasu i wysitkow, aby do
matematyki, mimo oporu $rodowiska, wprowadzi¢ teori¢ zbioréw zawierajaca nieskonczono$¢ aktualng (liczby

pozaskonczone). Pomimo iz podtrzymywal paradygmat éwczesnej analizy, ktory wykluczat nieskonczenie male
wielkosci jako zbyt intuicyjne (czy nieistniejgce).
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Pisat: ,,Z punktu widzenia czystej analizy arytmetycznej, nie istnieja zadne nieskonczenie mate

wielkosci, lecz [istnieja] zmienne wielkosci stajace si¢ nieskonczenie matymi”8%%,

Jednak oprocz tego, ze mogt przeja¢ 6wczesne podejscie do wymienionych wielkosci,
sprzeciw wzgledem nich wynikat takze z niemozliwosci — w jego mniemaniu — pogodzenia ich
z koncepcjami zwigzanymi z teorig mnogosci. Pisat wszak: ,,Fakt aktualnie nieskonczonych
liczb jest zatem tak matg podstawg dla istnienia aktualnie nieskonczenie matych wielkosci, ze
wrecz przeciwnie, niemozliwos¢ tych ostatnich mozna udowodni¢ za pomocg tych

pierwszych”8%2,

Jak wiadomo, Cantor opart swdj dowod przeciwko istnieniu nieskonczenie matych na
dwoéch pojeciach: wielkosci liniowej oraz liczby porzadkowej®®. Obecnie wykazuje sie
btednos¢ lub przynajmniej niepetnos$¢ tego dowodu, a dodatkowo nie sg jasne matematyczne
motywy jego przeprowadzenia. Stad wnioskujemy, iz te powody byly pozamatematyczne — jak
bezkrytyczne przejecie Owczesnego stanowiska wzgledem nieskonczenie matych wielkos$ci

oraz intuicyjne przywigzanie do stworzonej przez siebie teorii mnogosci.

Kwestia zmagan Cantora z Hipotezag Kontinuum omoéwiona juz zostata w pracy
wczesniej, dlatego tutaj przypomnijmy najwazniejsze fakty, aby podkresli¢, iz owe usilne,
wykraczajgce poza matematyczne motywacje proby jej rozwigzania miaty swoje zrodto w tym,

ze matematyk z Halle traktowat teori¢ mnogosci jako cel sam w sobie.

Ot6z mozna stwierdzi¢, ze pierwszy krok do sformutowania Hipotezy Kontinuum byt

wykonany przez Cantora, gdy analizowat rozroznienie ,,licznosci” zbioréw przeliczalnych oraz

nieprzeliczalnych w 1873/1874 roku®®. Bardziej formalnym krokiem byt ten z 1878 roku®®,

801 G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten 3 (Mathematische Annalen 20 (1), 113—
121)..., dz. cyt., 156-157; Thumaczenie: G. Cantor, O nieskoniczonych liniowych rozmaitosciach punktowych
(Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. Mathematische Annalen XX, 113—121. 1882)..., dz. cyt.

802 G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten,(Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik 91, 81-125)..., dz. cyt., 408.

803 p, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt.; P.
Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the Roots of a Misconception I: The Emergence of non-
Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt.

804 Mozna sie odnie$¢ do pracy Cantora z 1874 roku, w ktorej uzyskat formalng pewno$¢ (przeprowadzit
pierwszy dowod) tego, iz zbior liczb rzeczywistych R jest wigkszy/r6znoliczny od zbioru liczb naturalnych N. Por.
G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal f.
Mathematik Bd. 77, 258-262)..., dz. cyt.

805 G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt.
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kiedy przypuscil, ze kazdy zbior nieskonczony, jest rownoliczny albo z N albo z R. W pracy z
1884 roku®®® Cantor zajat sie ponownie proba udowodnienia Hipotezy Kontinuum. Problem
powrocit jeszcze w 1895 roku, kiedy zostata wprowadzona notacja ,,alefow”, dzieki ktorej

mozna bylo dokladniej sformutowaé problem kontinuum®’.

Jak zostalo wskazane, Cantor przeciwstawial nieskonczenie mate wielko$ci
wielkosciom nieskonczenie duzym. Uzywal tez argumentow poza-matematycznych, aby
uzasadnia¢ istnienie tych drugich. Reszta omowionych w tym podrozdziale przyktadow
roOwniez przemawia za stwierdzeniem, iz teoria mnogosci — ktéra byta teorig zbiorow
nieskonczonych — byta dla Cantora celem samym w sobie, ale widzial on rowniez celowos¢

wprowadzania jej jako narzedzia do badania 1 wyjasniania pozostatych dziedzin wiedzy.

Cel badan w ujeciu Dedekinda

Jak zostato wspomniane, Dedekind wykorzystywal teoriomnogosciowe narzedzia i

metody jeszcze duzo wczesniej przed rokiem 1888.

Erich Reck zauwaza wazng réznice migdzy podejsciem Dedekinda 1 Kroneckera do
problemu algebraicznego®®®, ktory wymagat poszukiwania zastgpstwa dla Fundamentalnego
Twierdzenia Arytmetyki. Rozwigzat znalazt Ernst Kummer: zaproponowat wprowadzenie tzw.
»ideal divisors”, ktore — cho¢ rozwigzywaly problem matematyczny — nie mialy Scisle
okreslonej zasady wprowadzenia oraz zakresu stosowalnosci (nie mowigc juz o
precyzyjniejszym okresleniu natury tych obiektow matematycznych). Zaréwno Kronecker, jak
1 Dedekind pracowali po6zniej nad tym zagadnieniem. Jak zauwaza Reck, roznice miedzy ich
praca byly zasadnicze: o ile pierwszy z nich podszedt do problemu w sposoéb z zalozenia

8

ograniczony — tj. finistycznie i konstruktywistycznie®®®, o tyle drugi, zgodnie ze swoim stylem,

806 G. Cantor, Cantor, G, 1884, Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten (6), ,, Mathematische
Annalen” 23, 453—488 hittps://doi.org/10.1007/BF01446598 .210-146..., dz. cyt.

807 Chodzi o prace z lat 1895/97. G. Cantor, Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre 1, 2,
Math. Annalen nr 46 s. 481-512 (1895); nr 49, S. 207-246 (1897); w GA: s. 282—-356.

808 |, Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

809 Mozna méwi¢ o pewnym zamierzonym modelu dzialania, o pewnym zatozonym schemacie praktyki
matematycznej, ktéry wyklucza nieskonczono$¢ i ,,wolne” wytwory ludzkiego umystu. Metoda Kroneckera
skutkowata ,teorig dzielnikow” i rozszerzeniem ,teorii form” (,,theory of forms™) Gaussa i Kummera. Por. H.M.
Edwards, The Genesis of Ideal Theory, ,,Archive for History of Exact Sciences” 23, (1980), 321-378; H.M.
Edwards, Divisor Theory, Boston 1990; E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics...,
dz. cyt.
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potraktowal problem bardziej abstrakcyjnie i kompleksowo®°

. Dodatkowo, nalezy zauwazy¢,
ze teoria ideatu Dedekinda jest takim uogoélnieniem teorii liczb idealnych Kummera, Ze prace z
liczbami zastgpuje praca ze zbiorami. Mamy wigc do czynienia z silnym i wyraznym
teoriomnogosciowym kontekstem, w jakim Dedekind osadza swoja algebraiczng teorig.
Przemawia to za stanowiskiem, ze teoria mnogos$ci byla dla niego podstawowym narzedziem

wyjasniania matematycznych problemow.

Dodatkowo mozemy zauwazy¢, ze to, co u Cantora bylo pomystem, wyrazanym w
kilku postulatach, dla Dedekinda stato si¢ podstawa budowania arytmetyki liczb naturalnych
czy narzedziem wykorzystywanym w innych dzialach matematyki. Opracowujac teorie
mnogosci, bardzo ptynnie przechodzi do modelu liczb naturalnych (o czym wigce; w
nastepnym rozdziale). W trakcie opracowywania modelu arytmetyki liczb naturalnych
Dedekind omawia np. zasade indukcji zupetnej (zawierajacej np. pojecie nastepnika), przez co

klaruje si¢ dosy¢ prosty stosunek migdzy liczbg a zbiorem (czego nie zauwazamy u Cantora).

Dedekind przedstawit liczby naturalne®'! w swojej pracy Was sind und was sollen die
Zahlen? z 1888 roku®'?. Nalezy zauwazyé, ze wprowadzil arytmetyke liczb naturalnych
poprzez wprowadzenie pewnego podstawowego zbioru N (chodzi o zdefiniowany wczesniej
zbior prosto nieskonczony), wyroznionego elementu 1 oraz funkcji nastepnika (a takze
warunkow, jakie ta funkcja speia)®!®. Zbiér N wraz z funkcja jeden-do-jednego ¢ : N — N
jest fancuchem elementu 1. Taki zestaw — jak zauwaza Joyce — wystarczy do skonstruowania

liczb naturalnych. Mozna powiedzie¢, ze w ramach ogolnej teorii zbioréw Dedekind

810 Wprowadzit on po raz pierwszy do matematyki pojecie ciata algebraicznego (rozwazat on pojecie cial
liczb algebraicznych), a takze zastapit Kummerowskie liczby idealne ideatami (gdzie ideat I pierécienia R jest
podzbioremt.z. ¥a. b elta + bel,a— b € l.¥a € I,¥c € R:a = ¢ € I). HM. Edwards, Dedekind’s Invention
of Ideals, ,Bulletin of the London Mathematical Society” 15, (1983), 8-17, doi:
https://doi.org/10.1112/blms/15.1.8; J. Gray, A History of Abstract Algebra, w: Berlin 2018; E. Reck, Dedekind’s
Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

811 Pytanie tytutowe w jego dziele o liczbach dotyczy w zasadzie nie tylko liczb naturalnych, ale liczb w
ogole (Czym sa i czym powinny by¢ liczby? — K.T). To jest dodatkowy aspekt, jaki r6zni Cantora i Dedekinda w
ich podej$ciu do liczb, w tym liczb naturalnych.

812 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt.

813 J. Dadaczyfiski, Arytmetyka u poczqtku abstrakcyjnego pojmowania geometrii przez Hilberta..., dz.
cyt., 105; D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 15. Nalezy
zauwazy¢, ze liczba ny, nastg¢pujaca po » jest nazywana jej nastgpnikiem, stad funkcja @ jest nazywana funkcja
nastepnika.
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wprowadza tymi definicjami model liczb naturalnych, a definicje te staty si¢ aksjomatami

Dedekinda-Peano dla liczb naturalnych (tak je okreslit sam Peano)8“,

Dedekind — w przeciwienstwie do pdzniejszego Cantora — nie stawiat sobie jako celu
znalezienia jakichkolwiek zastosowan opracowanej teorii matematycznej do innych dziedzin
nauki niz matematyka (w tym do wyjasniania tego, jak funkcjonuje Swiat zewnetrzny i z czego
jest zbudowany). Opracowane teorie stosowal jedynie w innych problemach i dziedzinach

matematyki (jak np. traktowat teori¢ mnogosci).

Gtowne opracowania koncepcji mnogosciowych Cantora 1 Dedekinda powstawaty
mniej wigce] w tym samym okresie. Roznica migedzy nimi byla taka, ze u Dedekinda
eksplikowanie i stosowanie podstawowej wiedzy z zakresu teorii mnogosci miato miejsce duzo
wczesniej, przed rokiem 1888, kiedy powstata jego glowna praca teoriomnogosciowa.
Natomiast prace Cantora zwigzane z rozwojem samej teorii mnogosci byty dos$¢ rozciagniete
w czasie — ale na poczatku dotyczyly samej teorii mnogosci, nie zas jej stosowania. Pracowat
on nad zagadnieniami od momentu publikacji jego poczatkowych opracowan z tego zakresu
(datowanych, w zaleznosci od interpretacji zawartosci na rok 1878 lub 1879, a nawet jeszcze
wczesniej —na 1872), az do konca swojej dziatalnos$ci naukowej. Oczywiscie Dedekind po roku
1888 nie zrezygnowal z prac, nawigzujacych do teorii mnogosci, jednak nie byty to prace
bezposrednio podejmujace problemy w zakresie tej teorii, lecz podobnie jak przed rokiem 1888
wykorzystujace teoriomnogosciowe zatozenia do opracowywania probleméw z zakresu innych

dziedzin matematyki.

O ile wigc o Cantorze mozemy powiedzie¢, ze traktowal teori¢ mnogosci prawie od
poczatku prac jako odrebng dziedzing i cel badawczy sam w sobie, a nastepnie rowniez jako
narzedzie do pracy w innych dziedzinach wiedzy, tak o Dedekindzie mozemy powiedzie¢, iz
od poczatku traktowal teori¢ mnogosci jako najbardziej fundamentalne narzedzie w
matematyce, a nawet jako oryginalng perspektywe, z jakiej opracowywat inne matematyczne

problemy.

6.3 Dwa style badan matematycznych: Cantora i Dedekinda

W niniejszym podrozdziale zostang scharakteryzowane rdznice stylow badan

matematycznych obu uczonych w zakresie podstaw matematyki: wskazemy istotne roznice w

814 D.E. Joyce, Notes on Richard Dedekind’s: Was sind und was sollen die Zahlen? dz. cyt., 15.
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sposobie ujmowania probleméw, obiektow i zwigzkéw migdzy nimi. Pojecie stylu prowadzenia
badan wprowadzamy tutaj, aby opisa¢ charakterystyczne cechy metodologii danego uczonego,
decydujace o oryginalnoéci jego badan®’®. W przypadku Cantora i Dedekinda prace badawcze
sa w duzej mierze porownywalne, o czym traktowaly wczesniejsze rozwazania w tej rozprawie.
Tutaj wrocimy ponownie do niektorych przyktadow, ktore wzbogacimy o nowe, aby ukazac
r6znice w metodologii obu matematykow. Roznice te sg réznego rodzaju i roznej wagi, tworzg
jednak istotng charakterystyke ich metodologii. Zatem celowe jest rozwazanie zespotéw cech
wyrozniajacych metodologie, bo o badaniach decyduje cata zaangazowana metodologia, a nie
tylko pojedyncze, innowacyjne rozwigzania. W pojeciu stylu staramy si¢ tutaj uchwycic jedynie
najwazniejsze roznice miedzy metodologicznymi perspektywami obydwu matematykow,
zastrzegajac, ze charakterystyka stylu moze nie by¢ kompletna, bo zagadnienie to jest

materialem na odrgbng rozprawe. Mimo to ukazanie zespoldow najwazniejszych

charakterystycznych roznic powinno by¢ wystarczajace do uzasadnienie postawionej tutaj tezy.

Przeanalizowane tutaj zostang obydwie konstrukcje zbioru liczb rzeczywistych w
aspekcie podstawowej struktury relacyjnej, a takze — w przypadku Cantora — przyblizony opis
jego zetknigcia 1 prac zwigzanych z Hipoteza Kontinuum, tj. z kwestig
roznolicznosci/nieréwnolicznosci zbioréw (N 1 R); natomiast w przypadku Dedekinda,
omowione zostang podane przez niego trzy wersje twierdzenia o indukcji zupelnej i ich

znaczenie dla redukcji teoriomnogosciowe;.

Jesli chodzi o podstawowg strukture relacyjng konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych,
u Cantora wskazemy relacje¢ kongruencji, okreslong na ciggach ,,tworzacych” liczby, nie za$
na samych liczbach rzeczywistych. U Dedekinda takg relacjg byta relacja dwoch zbiorow,
ztozonych z liczb rzeczywistych, wyznaczanych jednoznacznie przez przekrdj Dedekinda —
byla wigc to relacja ograniczona do poziomu samych liczb rzeczywistych. Wskazemy, ze
Cantor nie potrafil na problemy matematyczne popatrze¢ z perspektywy w pelni strukturalne;,
o czym $wiadczy niezupetne wykluczenie nieskonczenie matych z jego konstrukcji R, przy jego
negatywnym do nich podej$ciu. Natomiast Dedekind, chociaz ograniczat brane pod uwage
kwestie, potrafit skutecznie opracowaé w peni strukture R, o czym $wiadczy jej ,,odporno$¢”
na wielko$ci aktualnie nieskonczenie mate. Bedziemy wskazywac, iz u Cantora oglad problemu
konstrukcji R sytuowal si¢ wewnatrz struktury R, natomiast oglad tego problemu przez

Dedekinda sytuowat si¢ od zewnatrz na tej struktury.

815 Wigcej w: P. Mancosu, Mathematical Style..., dz. cyt.
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Jesli chodzi o przyktady dotyczace bezposrednio teorii mnogosci, ktore potwierdzaja
wymieniong réznic¢ pomie¢dzy ogladem matematyki Cantora i Dedekinda, w kontekscie tego
pierwszego zostanie wskazane, ze sam fakt odkrycia réznic w zbiorach nieskonczonych
zaskoczyt go. W konsekwencji Cantor poswiecil nastepnie czgs¢ swoich wysitkéw badawczych
na ulepszanie tego dowodu. Istotne jest tu, ze problem odkryl, badajac whasciwosci zbiorow
nieskonczonych, a wigc bezposrednio w trakcie prac nad teorig mnogosci (wewnatrz niej), po
czym rozwijal go réwniez wewnatrz tej teorii. Wobec trzech wersji twierdzenia o indukcji
zupelnej Dedekinda wskazane zostanie, ze wszystkie te wersje, opracowane zostaly w §cistym
kontekscie teoriomnogos$ciowego modelu arytmetyki liczb naturalnych. Dwie pierwsze wersje
byty przedstawione w oderwaniu od arytmetycznych intuicji, natomiast ostatnia nawigzywata
bezposrednio do N. Mialo to na celu zdefiniowanie liczb naturalnych poprzez model

teoriomnogosciowy.

Roznica perspektyw obu matematykow

Zanim przejdziemy do analizowania przyktadow, scharakteryzujmy pokrotce pojecie

perspektywy, jakie zamierzamy w niniejszym rozdziale opisywac.

Chodzi o takie uchwytywanie kwestii matematycznych przez matematykow, jakie
Skowron opisuje przy pomocy metafory zamku u Arthura Schopenhauera. Owa budowla moze
by¢ zwiedzana i do§wiadczana na rozne sposoby, z réznych perspektyw®®. Bedziemy chcieli
na podstawie analizy opisanych wczes$niej problemow sprobowaé zrekonstruowac rodzaj
perspektywy, jaka Cantor i Dedekind posiadali wzgledem struktury zbioru liczb rzeczywistych,
jak 1 wzgledem teorii mnogosci. Zwlaszcza rodzaj perspektywy bedzie zalezat tak od punktu
wyjscia (zatozen) rozwazan, jak i od celow tych rozwazan. Zatozenia i cele matematyczne
tworza — jak wczesniej] wspominaliSmy — pewne intencje towarzyszace 1 ksztattujagce sama
praktyke matematycznga, stad potrzebne bedzie psychologiczne dookres$lenie pojecia
intencjonalno$ci (oznaczajace zbidr tych intencji, rozumianych nieodtacznie od nakierowania
— ogladu — na matematyczne obiekty), jaka mogta uksztaltowaé specyficzny styl danego

matematyka.

Kazdy z analizowanych matematykéw analizowat i badal matematyczne obiekty i

struktury w okre§lony sposob. Bedziemy opisywaé pewien intencjonalizm zar6wno w

816 A Schopenhauer, Swiat jako wola i przedstawienie, thum. J. Garewicz, Warszawa 2012, t. I, 172; B.
Skowron, Czesc i catos¢. W strong topoontologii..., dz. cyt., 301.
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Cantorowskiej praktyce matematycznej, jak i w praktyce Dedekindowskiej®’. Obydwaj
dokonywali umystowych wyboréw, jednak — co nalezy zaznaczy¢ — kazdy z nich, podejmowat

owe wybory kierujac si¢ odmiennymi powodami.

Chociaz na poczatku pracy okreslone zostalo filozoficznie pojecie intencji i
intencjonalno$ci, przedstawimy tu nieco bardziej bezposredni opis psychologiczny, jako ze
propozycja filozoficzna Searle’a nawigzuje do psychologicznych stanow intencjonalnych.
Postuzymy sie ogo6lng definicjg intencjonalnosci Jacoba Pierre’a. Wskazuje on na etymologie
pojecia intencjonalnosci w tacinskim okresleniu fendere. Jak pisze Pierre: ,,istotng ideg stojaca
za intencjonalnoscia jest myslowe ukierunkowanie na obiekty (lub zwracanie na nie uwagi),
tak jakby umyst byt skonstruowany jako mentalny tuk, ktérego strzaty moga by¢ wiasciwie

wycelowane w rozne cele”®8.

Mozemy uwzgledni¢ inne tacinskie pojecie intentio, ktérego uzywano w
sredniowieczu dla okreslania tego, co moze by¢ prawdziwe w odniesieniu do rzeczy i
wlasciwosci lezacych poza umystem, prezentowanych umystowi. Intencja moze jednak

rowniez dotyczy¢ rzeczy mentalnych®®.

W tym kontekscie intencjonalizm jako skladowa stylu uprawiania matematyki
(praktyki matematycznej) bedzie oznaczal pewng charakterystyke tego, ,,na czym” 1 ,,w jaki

sposob” (a w pewnym sensie rowniez ,,dlaczego’) skupia si¢ umyst podmiotu matematycznego.

817 Pojecie intencji zwigzanej z nakierowaniem na obiekt jest zasadniczo tym, na czym si¢ skupiamy,
opisujac pojecie stylu. W kwestii perspektywy bedziemy zwlaszcza zwracali uwagg, jakiej czgsci matematycznej
struktury owa intencja i intuicja dotycza. Styl matematyczny (czy tez styl uprawiania matematyki) nie jest
kanonicznym pojeciem w filozofii i historii matematyki. Mozna jednak znalez¢ wiele przyktadow okre§lonych
stylow, nazywanych tak zard6wno przez historykow i filozofow matematyki, jak i samych matematykow, np. styl
Archimedesa, abstrakcyjno-teoriomnogosciowy styl Dedekinda czy epsilonowy styl Weierstrassa. Kryteria
roéznicowania stylow matematycznych dotycza rowniez miejsca (narodowosci, grup spotecznych), jak i czasu
(roznych okresow, dla ktérych charakterystyczny byt dany sposob uprawiania matematyki, zmieniajacych si¢ pod
wplywem przelomowych odkryé czy osobowosci). Istniejg stanowiska poréwnujace matematyke do sztuki —
jednakze migdzy nimi istnieje zasadnicza réznica — postacie fikcyjne pojawiajg si¢ w jednym dziele, natomiast
byty matematyczne istniejg w roznych teoriach matematycznych. Por. J. Burgess, Mathematics and Bleak House...,
dz. cyt.; L. Horsten, Philosophy of Mathematics..., dz. cyt. Ogblnie w niniejszej pracy styl matematyczny bedzie
oznaczal pewng charakterystyke tzw. praktyki matematycznej. Czyli np. intencjonalno$¢ podmiotu
matematycznego (a wiec zakres tych matematycznych bytéw czy szerzej probleméw matematycznych, ktore w
sposob zamierzony zajmuja istotne miejsce w umysle), zakres metod oraz uzywanych narzedzi matematycznych,
czy tez szerzej pojmowang motywacje dla podejmowania si¢ wlasnie tych a nie innych probleméw, doktadnie w
taki sposob, w jaki dany podmiot si¢ ich podejmuje.

818 P, Jacob, Intentionality..., dz. cyt.

819 P, Jacob, Intentionality..., dz. cyt.
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Opisujac stany mentalne, nie utozsamiamy ich ze stanami jedynie subiektywnymi, chcac

uniknaé zbytnio skomplikowanych aspektow dyskusji, dotyczacej psychologizmu®?,

W niniejszym podrozdziale postaramy si¢ odpowiedzie¢ na pytanie o charakterystyke
tego, ,,na czym” Cantor i Dedekind mentalnie si¢ skupiali oraz jak to si¢ odnosito do konstrukcji
R oraz teorii mnogos$ci. Pamigtamy przy tym o analizach wcze$niejszych podrozdziatow, to jest

o zatozeniach dotyczacych zrodel matematycznej wiedzy, jak i ich matematycznych celach.

Podstawowa struktura relacyjna liczb rzeczywistych

Gtowna idea niniejszego podrozdziatu jest taka, ze Dedekind opart konstrukcje liczb
rzeczywistych na innego rodzaju strukturze relacyjnej (na innym zbiorze) niz Cantor. U
Dedekinda byla to relacja miedzy dwoma podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych
(jednoznacznie okreslajaca dang liczbe rzeczywistg), u Cantora byla to relacja kongruencii,
okreslona miedzy ciggami, 1 utozsamiata liczbe rzeczywista z nieskonczonym zbiorem ciggow

ze sobg kongruentnych.

Cantor bardzo szczegdtowo i1 doktadnie przedstawit w swojej konstrukcji geneze liczb
rzeczywistych, opisujac zbiory ciggdéw Cauchy’ego, relacje na nich i ich granice. U Cantora
punkt-liczba stwarzana przez przekrdj Dedekinda byla miejscem wyznaczanym przez

nieskonczenie wiele ciggéw liczbowych, ze sobg kongruentnych. Dedekind, okreslajac

21

wlasnoé¢ ciagtoéci, punkty utozsamial z granicami ciagow®?l. U Cantora liczba-punkt,

implikuje w zasadzie istnienie nieskonczenie wielu ciagow®??.

820 Jedli chodzi o definicje psychologizmu, przytoczmy opini¢ Olszewskiego, ktory pisze: ,,Przez
psychologizm w filozofii matematyki rozumiem poglad, wedtug ktorego pojgcia matematyczne wywodzg si¢ z
praw psychologicznych. Charakter owego wywodzenia moze by¢ rézny. Moze ono by¢ rozumiane w sensie
eksplikacji, pochodzenia czy jeszcze innym”. Por. A. Olszewski, O nieusuwalnosci podmiotu matematycznego,
»Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” XLVI, (2010), 103. Dodatkowo Olszewski réznicuje psychologie z
kognitywistyka, zaznaczajac ze obie majg charakter nie normatywny, a empiryczny, jednak w przypadku
psychologii owa empiryczno$¢ dotyczy opisu faktualnych wiasno$ci Podmiotu (cztowieka), natomiast w
przypadku kognitywistyki — wyidealizowanych mozliwosci tegoz Podmiotu. A. Olszewski, O nieusuwalnosci
podmiotu matematycznego..., dz. cyt., 104. Nalezy jednak podkresli¢, ze catkowite rezygnowanie z perspektywy
psychologicznej (cho¢ teraz bardziej naukowa by¢ moze jest kognitywistyka, ale nalezy si¢ zastanowié, czy
rzeczywiscie w petni psychologie zastepuje), rowniez moze by¢ bledem.

821 Niektorzy twierdza, ze podstawowym celem Dedekinda w jego Stetigkeit und irrationale Zahlen byto:
,,zastapienie niezdefiniowanych poje¢ (mniej lub bardziej geometrycznych) i opartych na nich tak zwanych
intuicyjnych uzasadnien, dowodami wyprowadzonymi z jasno sformutowanych definicji. Szukal on przede
wszystkim takich definicji, z ktérych mozna wyprowadzi¢ podstawowe twierdzenia o istnieniu granic. W tym celu
potrzebowal zdefiniowaé system w pewnym sensie zupelny, czy tez ciagly”. Por. R. Bunn, Developments in the
foundations of mathematics, 1870—1920..., dz. cyt., 222.

822 W istocie Cantor sam miat problemy z jednoznacznym okre$leniem tej relacji. Raz pisat o tym, ze
jednemu punktowi odpowiada nieskonczenie wiele ciaggéw (liczb), w innym za$§ miejscu, ze jednemu punktowi
odpowiada jedna liczba. Por. ,,zu jeder Zahlengrdfe ein bestimmter Punkt der Geraden gehort, dessen Koordinate
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W tym kontekscie Dedekind bardziej konkretnie niz Cantor (tj. w sposob optymalny,
nie wykraczajac poza to, co konieczne) okresla zbiér liczb rzeczywistych. Sam zbior liczb
rzeczywistych, jak réwniez zbidr liczb wymiernych, w oparciu o ktéry go budowal, traktowat
Dedekind wyraznie jako pewng strukture, ktorej elementy sg potaczone ze sobg okreslonymi
wlasciwosciami, dziataniami i relacjami®?. Jednak podstawowa zasada definiujaca ten zbior
liczb jest zasada ciggltosci, ktora powoduje ze podstawowym poziomem rozwazan tego zbioru
sa same przekroje. Punkty-liczby, wyznaczane przez owe przekroje w zbiorze liczb
rzeczywistych, sg okreslane jednoznacznie, a zaleza jedynie od wilasciwosci, jakie zgodnie z

zasadg cigglosci maja spetniac.

Cantor utozsamiat liczbe rzeczywista z nieskonczong ilo$cig ciggow
podstawowych®*, wspolzbieznych ze soba, podczas gdy Dedekindowi wystarczyt przekroj,
jednoznacznie wyznaczajacy te liczbe®?. Jest to dobry przyklad na uchwycenie subtelne;
roéznicy miedzy perspektywa badawcza Cantora 1 Dedekinda.

Warto zauwazy¢, ze u Cantora istnieje pewien dodatkowy, mozna powiedzie¢ glebszy

poziom ,.budowy” liczby rzeczywistej, ktorego u Dedekinda nie zauwazamy®%8.

Koncepcja owych przetomowych przekrojow wynikata w przypadku Dedekinda

bezposrednio ze sformutowanej przez niego (rowniez w kontek§cie metamatematycznym czy

gleich ist jener Zahlengrofe” (pl: ,,do kazdej wielkosci liczbowej nalezy pewien punkt linii prostej, ktorego
wspotrzedna jest rowna tej wielkosci liczbowe;j”). G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen, (, Mathematische Annalen” 5, 123-132)..., dz. cyt., 97. ,, Ja schon die
Gleichsetzung zweier ZahlengroBen b, b'aus B ihre Identitit nicht einschlieft, sondern nur eine bestimmte Relation
ausdriickt, welche zwischen den Reihen stattfindet, auf welche sie sich beziechen” (,,Nawet rdéwnanie dwoch
wielkos$ci liczbowych b, b' z B nie uwzglednia ich identycznosci, a jedynie wyraza pewna relacje zachodzaca
miedzy szeregiem, do ktorego si¢ odnosza”). G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 95.

823 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 329-331.

824 W istocie Cantor sam miat problemy z jednoznacznym okresleniem tej relacji. Raz pisal o tym, ze
jednemu punktowi-granicy odpowiada nieskonczenie wiele liczb, w innym za$ miejscu, ze jednemu punktowi-
granicy odpowiada jedna liczba. Por. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, (,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 97.

825 R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen..., dz. cyt., 319.

826 Relacja w matematyce to podzbidr (dowolny) iloczynu kartezjanskiego pewnej skonczonej liczby
zbioréw. U Dedekinda przekroj (odpowiadajacy liczbie rzeczywistej w zbiorze tych liczb) to iloczyn kartezjanski
dwoéch podzbiordéw A4 xB (roztacznych oraz dajacych w sumie caly zbidr liczb rzeczywistych), dla dowolnej liczby
rzeczywistej r, gdzie A={x: x<r} oraz B={x: x>r}. Jest okre$lany na calym zbiorze liczb rzeczywistych. Natomiast
u Cantora relacja kongruencji to iloczyn kartezjanski okreslony na zbiorze liczb, ktore sa ze soba kongruentne
[r]*[r] (dzi$ powiemy, ze na klasie okreslajacej dang liczbe rzeczywista [r]/={x: x;~x,}!). Zbior [r] nie jest
podzbiorem liczb rzeczywistych, a jego elementem, ewentualnie podzbiorem jednoelementowym. Inna sytuacja
bytaby w przypadku ujgcia mereologicznego, gdzie podzbiory danego zbioru moga by¢ réwniez jego elementami.
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filozoficznym) wtasciwosci ciaglosci zbioru — a doktadniej, wiasciwosci ciagglosci porzadku

" moze sprawia¢ wrazenie, iz

liniowego. Charakteryzujacy jego metode intencjonalizm®2
Dedekind miat wszystko zaplanowane (wiedziat co, jak, gdzie i po co opracowad) w swojej

matematycznej dziatalnosci.

Stad w kontekscie struktury zbioru liczb rzeczywistych podstawowa relacja okreslona
przez Dedekinda dotyczyla bezposrednio samego zbioru tych liczb, natomiast podstawowa
relacja okreslona przez Cantora dotyczyta tego, co tworzy pojedyncza liczbe. Mozna stwierdzi¢
wiec, ze w kontekscie problemu niewymiernosci, perspektywe Dedekinda mozna okresli¢ jako
zewnetrzng wzgledem struktury R, natomiast perspektywe Cantora mozna okresli¢ jako
wewnetrzng wzgledem struktury. Nie twierdzimy tym samym, iz Cantor nie ujmowat
skonstruowanej przez siebie struktury R w jakim$ momencie cato$ciowo — niemniej nie zrobit
tego bezposrednio na poczatku, a w konsekwencji w trakcie rozwigzywania problemu

niewymiernosci.
Perspektywa wewngqtrz-strukturalna Cantora

W oparciu o fakt, iz Cantor prawie bezkrytycznie przyjmowal wiedzg zastang przez
siebie w matematyce, a wraz z nig réwniez towarzyszace jej pozamatematyczne poglady,
mozemy stwierdzi¢, iz pozwalato mu to traktowa¢ matematyke jako dang umystowi a priori, w
sposob catkowicie pewny. Jego podejscie do matematycznej praktyki charakteryzowat
nastepujacy schemat: najpierw wybieral on fragment zastanej teorii (w niniejszej pracy
wspomniana zostala teoria szeregow Fouriera), ktéry doglebnie i1 szczegoétowo badat
(powiedzieliby$smy, ze stosowal wtedy metode dedukcji, a nastepnie wyodrebniat nowy
problem, na jego podstawie tworzyt nowg ptaszczyzne badawczg, ktorg nastepnie rozwijat. U
Cantora owym wyodrgbnionym i rozwijanym problemem byta zaréwno konstrukcja liczb
rzeczywistych, jak roéwniez cata jego teoria mnogo$ci. Dodatkowo w pracy dotyczacej
konstrukcji liczb rzeczywistych z 1872 roku znajdowata si¢ rdwniez zapowiedz jego teorii

mnogo$ci®?®.

827 Pojecie to dotyczyto rdwniez opisu podejécia Cantora, lecz w inny sposdb. Samo pojecie jest
wyjasnione w przyblizeniu. Ogdlne jego znaczenie obejmuje obszar zagadnien i ich powigzan oraz sposobow, na
jakie dany matematyk decydowat si¢ je opracowywaé. Oznacza pewna zauwazalng decyzyjnos¢ w wyborze
podejmowanych zagadnien czy sposobu ich podejmowania.

828 Por. z definiowaniem przeciecia (czgsci wspdlnej) nieskonczenie wielu pochodnych zbioréw, tj. P!

, pochodna numer co. G. Cantor, Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
(,, Mathematische Annalen” 5, 123—132)..., dz. cyt., 98.
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Powyzsze oznacza, iz sadzimy, ze perspektywa badan Cantora wzgledem (czgsto
dopiero powstajacych) struktur byla wewngtrzna w ramach struktury, cho¢ mogta by¢
zewnetrzna w stosunku do pewnych jej elementéw. Badania w takim stylu koncentruja si¢ na
rozpatrywaniu wngtrza (tj. problemow, ktore stanowig cze$¢) danej struktury. Nie dotycza za$
charakteryzowania samej struktury i jej najistotniejszych aspektow, jak to ma miejsce w
ogladzie okreslanym jako perspektywa zewnetrzna wzgledem struktury, co jest raczej typowe
dla metody modelowania teoriomnogos$ciowego Dedekinda. Aby wyjasni¢ na matematycznym
przyktadzie powyzsza kwesti¢ u Cantora, przeanalizujemy kwesti¢ problemu roznolicznosci

zbiorow Ni R.

Oddzielng od procesu ,porzadkowania” liczb kwestia prac nad liczbami
nieskonczonymi Cantora byta kwestia mocy (liczby kardynalnej) oraz rdéznicy mocy dwoch
zbioréw nieskonczonych: zbioru liczb naturalnych N oraz zbioru liczb rzeczywistych R®?°.
Oczywiscie w badaniu tego problemu Cantor nie ograniczyt si¢ do dwoch powyzszych zbiorow;
nalezy rowniez zaznaczy¢, ze problem ten stanowit podstawe dla innej, waznej matematyczne;j
kwestii, jaka jest Hipoteza Kontinuum®®. Jednakze w niniejszym rozdziale przedstawimy sama

kwestie odkrycia 1 rozwijania przez Cantora problemu r6éznoliczno$ci zbiorow.

Cantor udowodnit, ze zbidr liczb naturalnych jest rownoliczny ze zbiorem liczb
wymiernych, cho¢ intuicyjnie ten drugi wydawal si¢ bardziej liczny. Nastepnie postawit
pytanie, czy zbiory N (liczb naturalnych) i R (liczb rzeczywistych), oba nieskonczone,
odpowiadaja sobie jak ,.jeden do jednego”?%* W odpowiedzi Dedekind przedstawit dowod, ze

zbior wszystkich liczb algebraicznych (4) jest policzalny (1. istnieje odpowiednios¢ ,,jeden do

829 Pierwsze wzmianki o watpliwosciach Cantora, dotyczacych tej kwestii, zaczely sie pojawiaé sie okoto
1873 roku. Por. np. G. Cantor, List do R. Dedekinda z 2.12.1873, w: Briefweschel Cantor-Dedekind, red. J.
Cavailles, E. Noether, Paris 1937, 13—14; G. Cantor, List do R. Dedekinda z 7.12.1873, w: Briefweschel Cantor-
Dedekind, red. J. Cavaillés, E. Noether, Paris 1937, 14-15; G. Cantor, List do R. Dedekinda z 9.12.1873..., dz.
cyt.; J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie odkrycia teorii mnogosci Georga
Cantora..., dz. cyt., 48; W. Ewald, From Kant to Hilbert: A source book in the foundations of mathematics..., dz.
cyt., t. 2.

80 Hipoteza Kontinuum, to réwnanie: ¥, = ¢, gdzie ¥, oznacza pierwsza, nieprzeliczalng liczbe
kardynalng, natomiast ¢ oznacza liczbe¢ kardynalng kontinuum (moc zbioru liczb rzeczywistych). Jest to
stwierdzenie, ze nie ma zbioru, ktérego moc bylaby ostro wigksza od mocy zbioru liczb naturalnych N i zarazem
ostro mniejsza od mocy zbioru liczb rzeczywistych R. Uogodlniona Hipoteza Kontinuum dotyczy kazdego
nieskonczonego zbioru A i méwi, ze nie istnieje zbiodr B, taki ze: A=B =24, gdzie 2% oznacza zbior potegowy
zbioru A (tj. zbior wszystkich podzbiorow zbioru A). W dalszej czgéci pracy temat ten bedzie jeszcze poruszony.

81 W. Ewald, From Kant to Hilbert: A source book in the foundations of mathematics..., dz. cyt., t. 2; 1.
Ferreiros, The Early Development of Set Theory..., dz. cyt.
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jednego” z N)®2. Niedlugo pézniej Cantor udowodnit, ze zatozenie, ze R jest policzalne, jest

833 Dowod byt przeprowadzony metoda ,,nie wprost”. Cantor najpierw zakladat,

nieprawdziwe
iz wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu (0,1) mozna jedno-jednoznacznie ponumerowaé

w indeksach kolejnymi liczbami z N:

Wy, Wy, Wy, eey Wy, e

W nastepnym kroku Cantor konstruowat taka liczbe rzeczywista — rowniez z
przedziatu (0,1) — Ze nie nalezala ona do ciggu majacego zawiera¢ wszystkie liczby
rzeczywistych z przedziatu (0,1). Istnienie takiej, nienalezacej do powyzszego ciagu, ,,nowej”
liczby rzeczywistej bylo sprzeczne z zalozeniem, dlatego w konsekwencji Cantor wyciagnat
whniosek, 1z nie istnieje funkcja jednoznacznie odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbior

liczb rzeczywistych®,

Dokladnie opisat wyniki swoich badan®® po raz pierwszy w pracy z 1874 roku, czyli

zaraz po wymianie korespondencji na ten temat z Dedekindem®3®

. W artykule tym odni6st si¢
najpierw do liczb algebraicznych. Napisal, iz liczba algebraiczng jest wylacznie kazda liczba

rzeczywista, spetniajgca nastepujgce rownanie z catkowitymi wspodtczynnikami n, ao, ai,..., an:
ayw” +a, @™t 4+ +a, =0.

Przy pewnych warunkach powyzsze rownanie jest SciSle okreslone, a liczb

algebraicznych o spelniajacych to rownanie jest (co najwyzej) n®’. W listach z 1873 roku

832 Wzmianka o dowiedzonym przez Dedekinda fakcie rownolicznosci zbioru wszystkich zespolonych
liczb algebraicznych ze zbiorem liczb naturalnych widnieje w jednym z listow: G. Cantor, List do R. Dedekinda z
2.12.1873..., dz. cyt., 13. W 1874 roku Cantor przedstawit fakt nierdwnolicznos$ci zbioru liczb algebraicznych i
zbioru liczb rzeczywistych, w swojej pracy: G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen (Crelles Journal f- Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt.

83 Cantor przedstawil tak naprawde dwa dowody na to, iz nie istnieje funkcja odwzorowujgca
jednoznacznie zbidr liczb naturalnych N w zbior liczb rzeczywistych R.

84 Por. ,,So glaube ich schliesslich zum Grunde gerkommen zu sein, weschalb sich der in meinen fritheren
Briefen mit (x) bezeichnete Inbegriff nicht dem mit (1) bezeichneten eindeutig zuordnen lédsst”. Por. G. Cantor,
List do R. Dedekinda z 7.12.1873..., dz. cyt., 15. Warto od razu nadmieni¢, iz Cantor rozrézniat pojgcie samego
zbioru od pojecia zbioru liczb. Uzywat odno$nie do nich odpowiednio niemieckich termindéw: ,,Inbegriff” oraz
,,Werthmenge”.

835 Jak sam pisat w 1890 roku. Nalezy zaznaczyé, iz cze$é z tych wynikéw powstala rowniez w ramach
korespondencji naukowej z Dedekindem. Ten fakt, jak rowniez jego analiza filozoficzna oraz jej wpltyw na
postrzeganie praktyki matematycznej Cantora bgda rozwinigte na dalszych stronach niniejszej pracy.

838 G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal
f- Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt.

87 wir kénnen uns hierbei die Zahlen n und ay positiv, die Koeffizienten @y, a;, ..., an ohne

gemeinschaftlichen Teiler und die Gleichung (1) irreduktibel denken; mit diesen Festsetzungen wird erreicht, daf
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Dedekind przedstawil swoje rozwigzanie problemu rownolicznos$ci zbioru liczb naturalnych
oraz liczb algebraicznych, stad mozemy, idac za wskazaniami Ferreirésa przypuszczaé, iz
niezwykle niefortunne®® dla znajomosci obu naukowcow byto umieszczenie na wstepie
najnowszego artykutu Cantora rozwazan o tym, co Dedekind formalnie dokonal, bez wskazania

jego autorstwa. Cantor bowiem rozwaza dalej kwestie rownolicznosci zbiorow A i N8%°,

Cantor zastanawia si¢ nad konkretng zasada, umozliwiajaca jednoznaczne przypisanie
liczbom naturalnym liczb algebraicznych, jednak sam ogranicza si¢ do zaprezentowanego w
paragrafie 1 swojego artykulu przedstawienia najogolniejszych warunkow takiego

przyporzadkowania®4

. Dalej matematyk z Halle zapowiada paragraf 2, w ktérym — w sposéb
roéznicujacy zbiory N, 4 od R — chece ukaza¢ wlasnos¢ licznosci zbioru liczb rzeczywistych.

Otoz, jak pisze, w paragrafie 2 ma dalej przedstawi¢ wyrazng rdznice, jaka odkryl miedzy

nach den bekannten Grundsétzen der Arithemtik und Algebra die Gleichung (1), welcher eine reelle algebraische
Zahl geniigt, eine vollig bestimmte ist; umgekhert gehdren bekanntlich zu einer Gleichung von der Form (1)
hochstens so viel reelle algebraische Zahlen w, welche ihr geniigen, als ihr Grad n angibt. Die reelen algebraishen
Zahlen bilden in ihrer Gesamtheit einen Inberiff von Zahlengrofen welcher mit (w) bezeichnet werde; es hat
derselbe, wie aus einfahen Betrachtungen hervorgeht, eine solche Beschaffenheit, das in jeder Ndhe irgendeiner
gedachten Zahl o unendlich viele Zahlen aus (w) liegen ”.

G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal f.
Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt., 115.

838 Sama zaistniata sytuacja mogta by¢ niefortunna, nawet bez wnikania w przyczyny podjecia decyzji
Cantora o takiej konstrukcji jego artykutu czy tez zakresu jego swiadomosci w problematycznym (bo dotyczacym
powigzan artykutu jednego autora z korespondencja dwoch naukowcow) zakresie.

839 um so auffallender diirfte daher fiir den ersten Anblick die Bemerkung sein, dap man den Inbegriff

(w) dem Inbegriffe aller ganzen positiven Zahlen v, welcher durch das Zeichen v angedeutet werde, eindeutig
zuordnen kann, so daf} zu jeder algebraischen Zahl w eine bestimmte ganze positive Zahl v und umgekehrt zu jeder
positiven ganzen Zahl v eine vollig bestimmte reelle algebraische Zahl @ gehort, dap also, um mit anderen Worten
dasselbe zu bezeichnen, der Inbegiff (w) in der Form einer unendlichen gesetzmifigen Reihe

ST S R

gedacht werden kann, in welcher samtliche Individuen von (w) vorkommen und ein jedes von ihnen sich
an einer bestimmten Stelle in (2), welche durch den zugehorigen Index gegeben ist, befindet ™.

G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal f-
Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt., 115.

840 Sobalt man ein Gesetz gefunden hat, nach welchem eine solche Zuordnung gedacht werden kann,

1apt sich dasselbe nacht Willkiir modifizieren; es wird daher geniigen, wenn ich in §1 denjenigen
Anonrdnungsmodus mitteile, welcher, wie mir scheint, die wenigsten Umsténde in Anspruch nimmt”.

G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal f.
Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt., 115.
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kontinuum zbioru liczb rzeczywistych a ,naturg cato$ci” zbioru rzeczywistych liczb

algebraicznych®*,

Odwotujac sie w 1890 roku®*? do swojej pracy z roku 1874, Uber eine Eingeschaft des
Inbegriffs aller reelen algebraischen Zahlen®®, Cantor stwierdza, iz tam wtaénie znajduje sie
pierwszy dowod twierdzenia, moéwigcego o istnieniu nieskonczonych zbiorow roéznolicznych
od zbioru wszystkich liczb 1, 2, 3, ..., v, ... 34 (zbioréw, ktérych nie da sie jednoznacznie

odwzorowa¢ w zbior liczb naturalnych). I tak przypomina on, ze w dowodzie z roku 1874

841 Um von dieser Eigenschaft des Inbegriffes aller reelen algebraischen Zahlen eine Anwendung zu
geben, fiige ich zu dem §1 den §2 hinzu, in welchem ich zeige, daf, wenn eine beliebige Reihe reeller Zahlgrofen
von der Form (2) vorliegt, man in jedem vorgegebenen Intervalle (a...) Zahlen i bestimmten kann, welche nicht
in (2) enthalten sind; kombiniert man die Inhalte dieser beiden Paragraphen, so ist damit ein neuer Beweis des
zuerst von Liouville bewiesenen Satzes gegeben, daf es in jedem vorgegebenen Intervalle (a...5) unendlich viele
transzendente, d. h. nicht algebraische reelle Zahlen gibt. Ferner stellt sich der Satz in §2 als der Grund dar, warum
Inbegriffe reeller Zahlgrofen, die ein sogenanntes Kontinuum bilden (etwa die sémtlichen reellen Zahlen, welche
z 0und = 1 sind), sich nicht eindeutig auf den Inbegriff (v) beziehen lassen; so fand ich den deutlichen
Unterschied zwischen einem sogenannten Kontinuum und einem Inbegriffe von der Art der Gesamtheit aller
reellen algebraischen Zahlen”.G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen (Crelles Journal f. Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt., 115-116.

Owa odkryta réznica byta miejscem (czy momentem), w ktorym mozna upatrywaé genezy Hipotezy
Kontinuum. Mozna w tym miejscu dodaé, iz stosunek Cantora do problemu Hipotezy Kontinuum jest
charakterystyczny dla niego, i moze stanowi¢ pewien specyficzny aspekt stylu matematycznego Cantora. Nalezy
podkresli¢ ze niekoniecznie chodzi o postawienie matematycznego problemu. Samo dojscie do stwierdzenia o
nieré6wnolicznosci zbioréw N i R odbyto si¢ drogg jak najbardziej racjonalna, przy uzyciu czysto matematycznych
metod. Postawienie hipotezy o nieistnieniu zbioru, ktorego moc jest wigksza od mocy zbioru N oraz mniejsza od
mocy zbioru R, cho¢ jest to zatozenie niewynikajace wprost z przeprowadzonych wczesniej badan, tez mozna
thumaczy¢ pewna matematyczng ciekawos$cig. Jednakze pozniejsze, usilne proby udowadniania tej hipotezy,
zwigzane z negatywnymi stanami psychicznymi Cantora, juz nie moga by¢ zaliczone do racjonalnych wyborow i
czynnos$ci matematyka. Co zreszta potwierdza wspotczesne stanowisko na temat statusu Hipotezy Kontinuum.
Obecnie wiadomo, ze owa hipoteza jest niesprzeczna, ale rowniez niezalezna od aksjomatyki teorii mnogosci
Zermelo-Fraenkla (w wyniku badan K. Gddla oraz P. Cohena: P. Cohen, The independence of the continuum
hypothesis I, ,,Proceedings of the U.S. National Academy of Sciences” 50, (1963), 1143-1148; K. Gdodel,
Consistency-proof for the generalized continuum-hypothesis, ,,Proceedings of the U.S. National Academy of
Sciences” 25, (1938), 220-224.), Hipoteza Kontinuum jest niezalezna nawet od aksjomatyki ZFC (P. Koellner,
The Continuum Hypothesis, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2019.).

842 G. Cantor, Ueber cine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 1, 75-78)..., dz. cyt.

843 G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen (Crelles Journal
f- Mathematik Bd. 77, 258—262)..., dz. cyt.

844 In dem Aufsatze, betitelt: Uber eine Eingeschaft des Inbegriffs aller reelen algebraischen Zahlen

(Journ. Math. Bd. 77, S. 258) [hier S. 115], findet sich wohl zum ersten Male ein Beweis fiir den Satz, daf} es
unendliche Mannigfaltigkeiten gibt, die sich nicht gegenseitig eindeuting auf die Gesamtheit aller endlichen
ganzen Zahlen 1, 2, 3, ..., v, ... beziechen lassen, oder, wie ich mich auszudriicken pflege, die nicht die Méchtigkeit
der Zahlenreiche 1, 2, 3, ..., v, ... haben”.

G. Cantor, Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 1, 75-78)..., dz. cyt., 278.
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(paragraf 2) zostalo pokazane, iz sumy wszystkich rzeczywistych liczb z pewnego (dowolnego)

przedziatu (o, ..., f) nie da si¢ zapisa¢ w postaci nastepujacego szeregu:

Wy Woy eeey Wy oo

Cantor pokazat wigc w 1874 roku, iz w zbiorze liczb rzeczywistych R jest wiecej
elementow niz w zbiorze liczb naturalnych N, zbiorze liczb wymiernych Q, a takze niz w
zbiorze liczb algebraicznych 4, czyli moc zbioru liczb rzeczywistych R jest (silnie) wigksza niz
moc zbioru liczb naturalnych/wymiernych/algebraicznych. Wykorzystat do tego wtasciwosci

wprowadzonych wcze$niej liczb niewymiernych84°.

W 1890 roku Cantor przedstawit jeszcze bardziej uporzadkowang metode,

pozwalajacg udowodni¢ ogodlniejsze twierdzenie o roznolicznosci zbiorow (X oraz 2*), w ktore;j

nie trzeba wykorzystywac liczb niewymiernych (jest wigc ona bardziej ogélna, jednak w
dalszym ciggu dotyczyla tego samego problemu). Otdéz rozwaza on zespot (Inbegriff) M,

wszystkich elementow E = (x,,x,, ..., x,, ... ), 0 nieskonczenie wielu wspotrzednych, z ktorych

kazda wspotrzedna to w albo m. Dalej twierdzi, ze taka rozmaito$¢ M (Mannigfaltigkeit) nie ma

rozmiaru szeregu 1, 2,..., v,... Wynikato to wedtug niego z nastepujacego zdania:
,Jesli Ey, Es, ..., E,, ... Jest prostym nieskonczonym szeregiem elementéw rozmaitosci

M, to zawsze istnieje element E, z M, ktory nie odpowiada Zadnemu elementowi E, 84,

845 Rozpatrywal bowiem przedzial («...), dany arbitralnie, gdzie zachodzita nieréwnosé: a<pB. W
przedziale tym znajdywat dwie liczby o’ oraz f5’, z szeregu liczb rzeczywistych (eoy. ez, .. 6y, -..) — OkresSlmy go
symbolem S, ktore rowniez spelnialy nierownos¢: a’<f’, a ktore same tworzyly nastepny przedziat: (a’...5"). W
tym za$ przedziale znowu znajdowat kolejne liczby o’ oraz ' (rdwniez z szeregu S), takie ze: o’ '<f”’, tworzace
nastepny, mniejszy przedziat (a’’...’"). W ten sposéb otrzymujemy caly cigg przedziatow (a...f), (a’...f’),
(a”..p")..., gdzie kazdy zawiera wszystkie po nim nastepujace. W tej sytuacji Cantor widzi dwa rozwigzania:
albo liczba tak tworzonych przedziatow jest skonczona, albo nieskonczona. Jesli liczba tych przedziatow jest
skonczona, to mozna ustali¢ ostatni: (er'* ... "', gdzie moze by¢ najwyzej jedna liczba nalezaca do szeregu S, a
wigc mozemy przyjac istnienie liczby 7, ktora nalezy do tego przedziatu, ale nie nalezy do szeregu S. Jesli za$
liczba przedziatow jest nieskonczona, to granica zwigkszajacych sie liczb o,a’,a ... osiaga w koncu warto$¢ e ™,
a granica zmniejszajacych si¢ liczb 5,5’ f°... osiaga w koncu wartos¢ §=. Jesli =a ™=, to n (ze wzgledu na
definicje — nie wspomniang w pracy — przedzialow), nie moze naleze¢ do szeregu S. Cantor uzasadnia jeszcze w
przypisie: ,,Wire die Zahl in unserer Reihe enthalten, so hétte man i = w,, wo p,ein bestimmter Index ist; dies ist
aber nicht moglich, denn liegt nicht im Innern des Intervalles (¥’ ... 37"}, wihrend die Zahl n ihrer Definition
nach im Innern dieses Intervalles liegt”. G. Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen (Crelles Journal f. Mathematik Bd. 77, 258—262)...,dz. cyt., 117 przyp.l. Je§liza§ ™ = 7
, to jest oczywistym, iz kazda liczba z przedziatu {&™ ... §™, nie nalezy do szeregu S.

846 Ist Ey, Ej..... E,. ... irgendeine einfach unendliche Reihe von Elementen der Mannigfaltigkeit M, so
gibt es stets ein Element Ey von M, welches mit keinem E,, iibereinstimmt”. G. Cantor, Ueber eine elementare
Frage der Mannigfaltigkeitslehre (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1, 75-78)..., dz. cyt.,
278.
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Cantor w dowodzie rozwaza rozmaitos¢ M:
E, = [:au, Qg ap e @ gy e )

Ey = (a3, 055 e Gy or)

E# = [r:x%l, Oy gr wee Oy s oo )

Gdzie elementy a,, ,, sg rowne w lub m. Nastepnie bierze szereg by, by, ..., b,,, ..., taki
ze elementy b, rOwniez sg rOwnie m lub w, jednak sg r6zne od odpowiednich elementow a,, ,
(. np. jesli a,,,, = w to b, =m). W ten sposob staje si¢ oczywiste, iz dla E; = (b,, b,, bs, ... )
nie zachodzi rownos¢ E, = E,. A wigc Cantor pokazuje, ze nie tylko zbior N i zbior R roznig

si¢ ostro swoimi mocami, ale mozna to stwierdzenie dostosowac (ostrej nierownosci) do
kazdego nieskonczonego zbioru X (tu kontinuum liniowe, tj. odcinek liczb rzeczywistych
<0,1>) oraz jego zbioru potggowego (tu zbior wszystkich funkcji, ktorych dziedzing jest caty
<0,1>, a zbior wartosci to {0,1})%, umozliwiajac rozroznienie nieskonczonych liczb

kardynalnych; tak ze ¥ < 2%,

Otrzymany wyzej oméwiony wynik Cantor opatrzyt (jak wczesniej wskazywalismy,
juz w trakcie korespondencji z Dedekindem, w 1873 roku) jedynie krotkim, aczkolwiek
interesujagcym z punktu widzenia niniejszej pracy komentarzem. Komentarz ten zawieral

informacj¢ dotyczaca faktu, iz matematyk z Halle napotkat na istotne roznice mig¢dzy zbiorami,

1848

ktérych wczesniej si¢ — mozna powiedzie¢ — nie spodziewal®*. Odkryte roznice (owa

ro6znolicznos$¢ zbioréw) ustanowity dodatkowy i zarazem niezwykle istotny az do dzisiaj zakres

probleméw i badan w teorii mnogosci®®°.

847 G. Cantor, Ueber cine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 1, 75-78)..., dz. cyt., 279-280.

88 Por. ,und ich schliesse daraus, dass es unter den Inbegriffen und Werthmengen

Wesenverschiedenheiten gibt, die ich bis vor kurzem nicht ergriinden konnnte ”. Por. G. Cantor, List do R.
Dedekinda z 9.12.1873..., dz. cyt., 16.

89 Nie tylko zapoczatkowaly badania nad Hipoteza Kontinuum (jej sformulowanie i proby

udowodnienia), ale rowniez badania nad réznicowaniem pozaskonczonych wielkosci teoriomnogosciowych, w
tym badania nad duzymi liczbami nieskonczonymi.
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Jerzy Dadaczynski zauwaza, ze uzyte przez Cantora wyrazenie: ,,r6znica co do istoty”
oznacza wlasno$¢ nierownolicznosci czy relacji wigkszo$ci/mniejszosci zbioréw. Moze by¢ to
o tyle istotne, ze owa rdznica mocy (liczebnosci zbioru) odnoszaca si¢ do zbioréw skonczonych
byta do$¢ oczywista. Natomiast jesli chodzi o zbiory nieskonczone — mozemy sadzié, ze to, co
Dedekind przyjat explicite, jako ceche definiujacg zbiory nieskonczone (o czym wiecej w
dalszej czgsci tego rozdziatu), Cantor implicite zaktadat. Chodzi tu o stwierdzenie, ze —
parafrazujac wypowiedz Dedekinda odnosnie do zbioréw nieskonczonych — ,,cz¢$¢ jest rowna

calosci”®%0

. Bowiem N, bedac czeScig R, nie jest z nim rownoliczny. W konteksScie
nieréwnolicznosci zbioru N oraz R, Cantor dokladnie to mogl mie¢ na mysli, nazywajac
nieoczywistym, ze zbior N (podzbior) nie jest w zadnym razie rowny zbiorowi R (nadzbiorowi),
cho¢ oba sg nieskonczne. Dodatkowo nalezy zwroci¢ uwage na fakt, iz pierwszy dowdd — jak
go Cantor nazywa — nieprzeliczalnos$ci zbioru liczb rzeczywistych, opiera na dos¢ ogdlnym,
intuicyjnym podej$ciu — moze nie tyle geometrycznym, co topologicznym. Cantor opiera si¢ na
definicji przedziatu 1 wlasciwosci zupetnos$ci zbioru liczb rzeczywistych. Natomiast drugi

dowod jest przedstawiony w formie bardziej przejrzystej 1 formalnej (arytmetyczno-

algebraicznej).

Podsumowujac: gtéwnym mechanizmem praktyki matematycznej Cantora byta wigc
pewnego rodzaju, gltgboka 1 szczegdtowa precyzacja fragmentu teorii, jakim si¢ zajmowal, oraz
jaka apriorycznie przyjmowal. Ten proces w jego przypadku byt kwestig doktadnego badania
roznych ,danych” bytow w matematyce 1 relacji migdzy nimi. Wynik badan
teoriomnogosciowych Cantora, dotyczacy réznolicznosci zbiorow (mozna datowac ten wynik
na rok 1873), byt przez niego rozwini¢ty w roku 1874, a pdzniej dodatkowo sformalizowany
przy pomocy opracowywanej w latach 1878—1891 metody przekatniowej, ktorg matematyk z

Halle udowodnit odkryta przez siebie roznoliczno$¢ N i R w roku 1891.

W konteks$cie powyzszych analiz nalezy zauwazy¢ dwie kwestie, ktore pomoga
okresli¢ perspektywe Cantora wzgledem teorii mnogos$ci. Pierwsza kwestia to element
zaskoczenia matematyka z Halle, gdy odkryt réznoliczno$¢ dwoch zbiorow nieskonczonych —
co mogto si¢ wigzac z przyjetymi wezesniej zatozeniami. Druga kwestia — zwigzana tym razem
z okreSlonymi celami i1 kierunkiem praktyki matematycznej Cantora — to dlugotrwate i

konsekwentne dopracowywanie kwestii rdznolicznosci zbiorow nieskonczonych, jakie byto

80 Doktadna wypowiedz Dedekinda brzmi: ,,O systemie S mowi sig, ze jest nieskonczony, jesli jest
podobny do odpowiedniej czgsci samego siebie”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt.,
357.
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81 _ 7 rownie

zwigzane — jak zauwazyt sam Zermelo w przypisie do pracy Cantora z 1878 roku
dhlugotrwatymi pracami nad Hipotezg Kontinuum. Zaréwno Hipoteza Kontinuum, jak i odkryta
réznoliczno$¢ zbiorow nieskonczonych byly kwestiami niejako tworzacymi, ale réwniez
nalezacymi do tworzonej przez Cantora teorii mnogosci. Co bezposrednio potwierdza, iz
perspektywa tego matematyka wzgledem tworzonej przez siebie teorii byla wewngtrzna,
ewentualnie skierowana ,,na” jej elementy. Przynajmniej cze$ciowa propozycje perspektywy
zewnetrznej ,,na” te teori¢ formuujg proponujg wspoétczesnie — jak sadzimy — Piotr Blaszezyk i
Marlena Fila, ktorzy przy pomocy algebraicznej teorii ciat uporzadkowanych uzupeiniaja

wewnetrzng perspektywe Cantora o takie elementy, jak np. nieskonczenie mate wielkoéci®®2

W zwiazku z powyzszym, mozemy stwierdzi¢, iz perspektywa Cantora wzgledem
teorii mnogosci mogla by¢ w duzej mierze perspektywa wewnetrzng. W swej praktyce
matematycznej Cantor byl intencjonalnie nakierowany na przyjete 1 rozwijane elementy tej
teorii, nie za$ na to, aby te teori¢ odgornie scharakteryzowacé. Mozna wigza¢ to bezposrednio z

brakiem strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego, rozpoznanego u Dedekinda.

’a®™3, mozna opisaé¢ ogdlnie intencjonalno$é

Wykorzystujac symboliczny opis Searle
Cantora wzglgdem teorii mnogos$ci (ograniczajac stany intencjonalne do samych zamiardw-
intencji) w postaci sumy zamiarow wzgledem obiektow 1 dziatan w zakresie prac nad teorig

mnogosci:
Ui (4 (Ora V Drag))s

gdzie I, oznacza n-ty zamiar, Otm oznacza reprezentatywng tre$¢ stanu intencjonalnego
(zamiaru) bedaca obiektem nalezacym do teorii mnogosci, a D1y 0znacza reprezentatywna tre$¢
stanu intencjonalnego (zamiaru) bedaca dziataniem na obiektach wewnatrz teorii mnogosci,

przy czym symbol /(OvD) oznacza ze tre$cig reprezentatywng stanu intencjonalnego (zamiaru)

jest albo obiekt, albo dziatanie (chociaz taka radykalna alternatywa — w odniesieniu do

rzeczywistosci — to czgsto idealizacja 1 uproszczenie).

Jednoczesnie mozna tlumaczy¢ problematyczne elementy praktyki matematycznej

Cantora — jak brak Aksjomatu Archimedesa (lub wlasnos$ci archimedesowos$ci) w konstrukcji

81 G. Cantor, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik” 84, 242-258)..., dz. cyt., 133 przyp. 2.

82 p, Blaszczyk, M. Fila, Cantor on infinitesimals. Historical and modern perspective..., dz. cyt.

83 J.R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 50.
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R, dowod przeciwko istnieniu nieskonczenie matych, Hipoteza Kontinuum, a takze
nieopracowanie formalnej redukcji teoriomnogosciowej arytemetyki N, pomimo wskazywania

takiej mozliwosci — przypisanym mu rodzajem perspektywy badawczej®*.

Perspektywa nad-strukturalna Dedekinda

Nalezy przypomnie¢, ze zarowno Dedekind, jak i Cantor brali udziat w systematyzacji
i formalizacji dziewigtnastowiecznej matematyki (w tym w procesie uwalniania arytmetyki od
geometrycznych intuicji). Jednakze pomimo iz rozpatrywane przez nich problemy
matematyczne byly obiektywnie sformutowane 1 dyskutowane w $rodowisku naukowym,
kazdy z analizowanych matematykéw kierowat swa uwage na nieco inne ich aspekty. Ponizej
przeanalizujemy trzy wersje twierdzenia o indukcji zupetnej, jakie przedstawit Dedekind, w
celu wskazania mozliwosci przypisania mu catosciowej perspektywy odnosnie do teorii

mnogosci 1 arytmetyki liczb naturalnych.

W niniejszym podrozdziale bedziemy chcieli pokaza¢, iz Dedekind, rozpatrujac
poszczegdlne kwestie z zakresu opracowywanej przez siebie teorii mnogosci, rozpatrywat je z
perspektywy zewnetrznej. To znaczy, ze przede wszystkim miat na uwadze catoksztalt teorii
mnogosci przez siebie wprowadzonej, a takze to, dlaczego ja wprowadzat. Mamy tu na mysli
model arytmetyki N, ktéry Dedekind wprowadzit przy pomocy zbioru prosto nieskonczonego.
Na przyktadzie twierdzenia o Indukcji zupelnej, pokazemy, iz Dedekind nie badat samego w
sobie problemu indukcji, ale wykorzystat je jako element charakterystyki zbioru liczb
naturalnych w swoim modelu — definiujac t¢ wiasnos¢ najpierw $cisle w kontekscie teorii

mnogosci, a nastgpnie zbioru liczb naturalnych.

84 Zauwazmy, ze perspektywa Cantora (szczegdlnie w poréwnaniu do Dedekinda) posiada mniejszy
stopien abstrakcji. Mamy tu na mysli specyficzne dla matematyki, szeroko (rowniez intuicyjnie) rozumiane, pewne
metafizyczne poznanie jej badanego czy rozwijanego fragmentu, np za M.A. Krapiec, Metafizyczne poznanie, w:
PEF, red. T. Zmuda, PTTA 2010. Poziom abstrakcji bedzie dotyczyl zakresu niezbednych do rozpatrzenia,
oczyszczonych z intuicji elementdéw danego problemu, zagadnienia i jego funkcjonalnos$ci. Przyczyna tego mogt
by¢ wczesniej opisany mechanizm praktyki naukowej, tj. szczegdtowe analizy, dotyczace fragmentéw teorii .
Cantor, skupiajac si¢ na szczegodtach problemu, zeby nad nimi pracowaé, mégt traci¢ sprzed oczu pewne, inne
aspekty tego samego problemu, a w szczegdlnosci szeroki, catlosciowy jego kontekst. Na tych szczegétach bowiem
skupial si¢ i opieral dalsze rozwazania. Mogla by¢ to pierwotna cecha jego praktyki matematycznej,
uwarunkowana pewnymi, indywidualnymi czynnikami, jak i — jak juz wspominali$my — pozostato$¢ po metodach
stosowanych w analizie. Jesli rozwazy¢ to na plaszczyznie zatozen filozoficznych, przyczyna owego zauwazonego
nizszego niz u Dedekinda poziomu abstrakcji ogladu Cantora moze by¢ brak w petni §wiadomego podejscia
strukturalistycznego. U Cantora zauwazone aspekty strukturalizmu powiazane byly raczej z konstruowaniem
wymaganych struktur i w zasadzie wystgpowaty tylko w towarzystwie przejawoéw tegoz umyslowego
konstrukcjonizmu, przynajmniej w zakresie, jaki analizowany byt w niniejszej pracy.
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Pierwsza wersja wyzej wymienionego twierdzenia zawarta byla w 59 punkcie pracy z

1888 roku. Brzmi ona nastgpujaco:
,»Aby udowodni¢, ze tancuch Ay jest czgscia jakiegos$ systemu T — niezaleznie od tego,

czy ten ostatni jest czg$cig systemu S, czy nie — wystarczy pokazac:
1.432,

2. obraz kazdego wspdlnego elementu 4y i X jest rowniez elementem X8,

Dedekind pisze, ze jesli pierwszy podpunkt jest prawdziwy, to wedlug punktu 45
istnieje G = &(A4y,2). Punkt 45 — przypomnijmy — zawiera twierdzenie, iz 4 3 Ag. Rzeczywiscie
wiec, istnieje najwigksza wspolna cze$¢ (Gemeinheit), rowna przynajmniej samemu 4. Koniec
koncow otrzymujemy, ze G 3 S a takze (por. p. 55) G’ 3 4. Natomiast jesli drugi podpunkt jest
prawdziwy, to oznacza, ze G jest tancuchem. Ostatecznie otrzymujemy, ze G=Ay, wiec

korzystajac z 17 punktu, mamy 49 3 2.

Znajac wspotczesng wersje indukcji zupetnej, widzimy, ze w pierwszym punkcie

warunek Dedekinda jest zastgpiony: 1 € S, natomiast drugi: Yk e N,(k €S —= (k+1) € 5).

Przy czym zakladamy, ze S jest podzbiorem N, a w wyniku spelnienia warunkow indukcji,
otrzymujemy, ze S=N (u Dedekinda: G=A,, przy czym G = &(Ay,2), natomiast to, co u
Dedekinda otrzymujemy ostatecznie, to wyrazenie: Ayp 3 X). Mozna latwo stwierdzi¢, ze
odwzorowanie, o ktorym pisze Dedekind, to funkcja nastepnika (obraz elementu », to n+1). We
wspotczesnej definicji mamy jeszcze inng roznice. W punkcie 1 mamy doktadnie oznaczony
element 1, a u Dedekinda zbior A. Wspotczesnie pokazuje si¢ przez indukcje, ze S stanowi
catos¢ N, natomiast Dedekind pokazuje, ze tancuch 4y jest czg¢scig systemu 2. W drugim za$

warunku, wspoétcze$nie sprawdza si¢ czy k € S — (k + 1) € 5 (czyli, czy dany podzbior

spelnia wlasciwos¢ zbioru N, natomiast Dedekind pyta o to, czy obraz kazdego wspolnego
elementu Ao i 2 jest rowniez elementem 2. Widzimy, ze Dedekind nie korzysta praktycznie w
ogole z poje¢ arytmetyki w tym momencie, a jedynie z poj¢¢ teoriomnogosciowych. Dedekind

podczas rozumowania pokazuje, ze na podstawie wczesniejszego twierdzenia istnieje cze$¢

85 Por. ,,59. Satz der vollstindigen Induktion. Um zu beweisen, daB die Kette 4y Teil irgendeines Systems
2 ist — magletzteres Teil von S sein oder nicht —, geniigt es zu zeigen,

o.daB 432, und

o. daB3 das Bild jedes gemeinsamen Elementes von 4y und 2 ebenfalls Element von 2 ist”. R. Dedekind,
Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 355-356.
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wspolna (Gemeinheit), ktora jest rtowna przynajmniej 4. Pierwszy warunek wigec wyglada tak:
G 3 S (gdzie S to pewien uniwersalny zbior), a drugi: G’ 3 4y, przy czym drugi warunek oznacza,
iz G jest tancuchem, wigc otrzymujemy: Ao 3 2, czyli mamy G’ 3 Ap 3 2. Mozna jeszcze raz
podkresli¢ tutaj, ze Dedekind charakteryzuje zbior liczb naturalnych w kontekscie twierdzenia
o indukcji zupelnej, catkowicie w oderwaniu od charakterystyki samych elementow zbioru
liczb naturalnych, do jakich jestesmy dzi§ przyzwyczajeni (tj. 1, 2, 3...). Wszystko opiera na
systemowym opisie charakterystyki catego zbioru i odwzorowania czy elementu wyrdznionego
(mozna powiedzie¢, ze u Dedekinda jest on jedynie elementem ,,przyktadowym”, w oparciu o

ktory wytwarza sie caly zbior liczb naturalnych®®.

Wyjatkowo, w punkcie 60, zamiast twierdzenia, definicji czy wyjasnienia nowych
konstrukcji czy poje¢, Dedekind zamieszcza rozwazania na temat punktu poprzedniego, co
swiadczy o jego fundamentalnej roli w przedstawianej teorii. Niemiecki matematyk stwierdza,
1z wprowadzona w poprzednim punkcie konstrukcja indukcji zupelnej jest podstawa dla
pewnego typu dowodu, tzw. wnioskowania od n do n+1%7. Dalej dodaje, ze twierdzenie

indukcji zupelnej wyrazi¢ mozna réwniez na inny sposob:

»Aby udowodnic¢, ze wszystkie elementy fancucha 49 majg pewng wlasno$¢ & (lub ze

zdanie £, w ktorym wspomniana jest nieokreslona rzecz n, jest rzeczywiscie prawdziwe
dla wszystkich elementow n tancucha Ay), wystarczy wykazac, ze:

0. wszystkie elementy a systemu 4 majg wtasno$¢ & (lub & zachowuje ja dla wszystkich
a)i

o. obraz n’ kazdego elementu n z Ay, takiego ktory ma wtasnos¢ G, ma te samg wlasnos¢
G (lub Ze zdanie S, jesli odnosi si¢ do elementu n z Ay, z calg pewnoscig musi odnosic¢

si¢ rowniez do jego obrazu n )88,

856 Mozna poréwnaé dodatkowo z innym przektadem tejze pracy Dedekinda na jezyk polski: S. Dickstein,
Pojecia i metody matematyki. Teoria dziatan, Warszawa 1891.

87 Por. ,,Der vorstehende Satz bildet, wie sich spiter zeigen wird, die wissenschaftliche Grundlage fiir

die unter dem Namen der voll-stdndigen Induktion”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt.,
356.

88 Por. ,,Um zu beweisen, daB alle Elemente der Kette 4 eine gewisse Eigenschaft & besitzen (oder daB
ein Satz &, in welchem von einem unbestimmten Dinge » die Rede ist, wirklich fiir alle Elemente n der Kette 4y

gilt), geniigt es zu zeigen,

0. daB alle Elemente a des Systems 4 die Eigenschaft & besitzen (oder daB & fiir alle a gilt), und
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Na uwage zasluguje koncowe uzupetnienie Dedekinda, odnoszace si¢ do twierdzenia
o indukcji zupetnej. Otéz stwierdza on, ze réwnowazno$¢ dwodch przedstawionych wersji
twierdzenia o indukcji zupelnej jest oczywista gdy uda si¢ przy pomocy X, wyznaczy¢ system

wszystkich rzeczy, ktore maja wlasno$é &, czy tez do ktorych odnosi sie zdanie S5,

Istnieje rowniez trzecia wersja twierdzenia o indukcji, a odnosi si¢ ona konkretnie do

zbioru liczb naturalnych:

,»30. Twierdzenie o indukcji zupelnej (wnioskowanie od n do n'). Aby pokazac, ze
twierdzenie obowigzuje dla wszystkich liczb »n tancucha my, wystarczy wykazac,

p. ze obowigzuje dla n = m, oraz

o. ze z waznoS$ci twierdzenia dla liczby » tancucha my wynika zawsze jego wazno$¢ dla
kolejnej liczby n'.

Wynika to bezposrednio z bardziej ogolnego twierdzenia (59) lub (60). Najczesciej
wystepujacym przypadkiem jest sytuacja, w ktérej m = 1, a zatem myo jest pelnym

ciggiem liczbowym N80,

Mozna zauwazy¢, ze twierdzenie o indukcji zupetnej jest niejako — rownie doktadnie i
szczegdblowo jak przez Cantora kwestia nierownolicznosci zbioréw nieskonczonych —
opracowywane 1 precyzowane przez Dedekinda. Jednakze znajdujemy zasadnicze roznice
miedzy oboma podejsciami. Po pierwsze, twierdzenie o indukcji zupelnej jest zwienczeniem
modelu liczb naturalnych, ktory zbudowat Dedekind (zasada indukcji jest pigtym aksjomatem

Peano)®!. Po drugie, jest to rowniez twierdzenie, stanowigce pewna przestanke, ze Dedekind

o. dal dem Bilde n’ jedes solchen Elementes n von 4y, welches die Eigenschaft & besitzt, dieselbe
Eigenschaft & zukommt (oder daf} der Satz &, sobald er fiir ein Element # von 4, gilt, gewif3 auch fiir dessen Bild
n' gelten muB3)”. R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 356.

89 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?..., dz. cyt., 356.

80 por. ,,80. Satz der vollstéindigen Induktion (Schlup von # auf #’). Um zu beweisen, dap ein Satz fiir
alle Zahlen n einer Kette my gilt, geniigt es zu zeigen,

p. dap er fiir n = m gilt, und

o. dap aus der Giiltigkeit des Satzes fiir eine Zahl n der Kette my stets seine Giiltigkeit auch fiir die
folgende Zahl n’ folgt.

Dies ergibt sich unmittelbar aus dem allgemeineren Satze 59 oder 60. Am haufigsten wird der Fall
auftreten, wo m = 1, also my die volle Zahlenreihe N ist”.

R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? ..., dz. cyt., 361.

81 por. J. Mikusinski, P. Mikusinski, Liczby naturalne i ich aksjomatyka, ,Roczniki Polskiego
Towarzystwa Matematycznego, Seria II: Wiadomos$ci Matematyczne” XIX, (1976), 138—139. Powyzszy zestaw
jest rownowazny, jak wykazano np. ponizszemu:
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traktowat teori¢ mnogosci jako narzedzie do budowania struktur, nie za$ (jedynie) jako cel sam
w sobie. Sam model liczb naturalnych oraz twierdzenie o indukcji opracowywane na jego
potrzeby byly niejako na wyzszym poziomie abstrakcji w stosunku do samej w sobie teorii
mnogosci (podobny stosunek mozna przypisa¢ rowniez liczbom rzeczywistym). Nie byly jej
wewnetrznymi  kwestiami, ale kwestiami opracowywanymi przy wykorzystaniu teorii
mnogosci — niejako nadbudowane na niej. Natomiast problem ro6znolicznosci liczb N i R byt
badany przez Cantora z perspektywy wewnetrznej teorii mnogosci — uczony odkryt 6w problem
w trakcie bezposrednich badan licznosci zbioréw, a w oparciu o odkryty problem i nim
zainspirowany sformulowat nastepnie Hipotez¢ Kontinuum — hipoteze, ktorg traktowal rowniez
jak wewnetrzny problem teorii mnogosci (wspdiczesnie wiadomo, ze jest ona niezalezna od

aksjomatyki ZFC) 82,

Perspektywa badawcza wzgledem teorii mnogosci, jaka chcemy w niniejszym
podrozdziale przypisa¢ Dedekindowi, jest $cisle zwigzana z przypisywanym mu
strukturalizmem epistemiczno-metodologicznym. Wielokrotnie w niniejszej pracy bylo
wskazywane takie podejscie Dedekinda, ktore ukazywato powdd zasadniczego rozroznienia
miedzy praca naukowa Cantora i Dedekinda. Bylto to podejsicie strukturalistyczne®®. Nie
oznacza to jednak, iz zadnych przejawow strukturalizmu nie znajdziemy w pracach naukowych
Georga Cantora®“. Jednakze — chociaz oczywiscie mozna prowadzié¢ bardziej szczegdtowe
badania analizujace oba rodzaje strukturalizmow i ich zwigzki z metodologia w obrebie

konkretnej praktyki matematycznej — analizy niniejszej pracy pozwalajg stwierdzi¢, ze o ile u

. (x <Ay <= <2);

2 veyilx <y) L =y) L @y < 2):

. ¥ICNIF03IneEinjest najmniejsza;

4. %wZc N Z+ 02 ograniczony In € I:n jest najwieksza;

5’. N nie jest ograniczony.

Przy czym zbior Z jest ograniczony, jesli istnieje taka liczba x, ze dla wszystkich liczb z nalezacych do
zbioru Z mamy: z < x. Nie jest za$ ograniczony, gdy nie istnieje takie x, ze dla kazdej liczby n nalezacej do zbioru
liczb naturalnych N moglibysmy mie¢: n < x. Innymi stowy, dla kazdej liczby x, istnieje liczba n, taka ze: x < n.

862 K. Wojtowicz, Status hipotezy kontinuum w $wietle koncepcji Woodina, ,Filozofia Nauki (The
Philosophy of Science)” 19, (2011) nr 4, 67-82.

83 Cate uwiklanie arytmetyki liczb naturalnych w pojecia teorii zbioréw oraz stworzenie ,,samo-
generujacej si¢” ich struktury, ztozonej — jak si¢ okaze — ze zbioru, funkcji nastepnika i elementu wyréznionego —
prezentowato celowo$¢ i zamiar strukturalistycznej formy ujecia problemu przez Dedekinda.

84 W kontekscie redukcji arytmetyki do teorii mnogo$ci mamy np. do czynienia ze strukturami typow
porzadkowych, do ktorych Cantor sprowadza liczby naturalne (lub przynajmniej wyraza taki zamiar). Sa to
struktury, gdyz Cantor definiuje je jako co prawda abstrahowane od jakosci elementéw zbioru, ale nie od samego
zbioru i nie od relacji porzadku (kolejnosci poprzedzania).
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Cantora strukturalizm wynikal raczej bezposrednio z jego szczegdlowej pracy nad
matematycznymi strukturami, o tyle podej$cie Dedekinda bylo zwigzane ze strukturalistyczng
kategoria®®, natozong na jego aparat poznawczy. Odnosénie twierdzenia o Indukcji zupehe;
widzimy to, poniewaz opracowujac te kwestie, Dedekind chciat ukaza¢ glebszy,

66 oraz nadaé

teoriomnogo$ciowo-strukturalny (teoriokategoryczny) kontekst tego twierdzenia®
mu praktyczny i funkcjonalny wymiar i sens, w perspektywie opracowywanego modelu

liczbowego.

Mozna préobowac poszukiwaé wyjasnienia dla opisanej powyze] matematycznej
praktyki w tym, ze Dedekind (inaczej niz Cantor, ktérego dzialalno$¢ rozpoczynata si¢ w
analizie 1 teorii liczb) zajmowat si¢ od poczatku swojej pracy w wiekszosci algebrg — (stworzyt
np. pojecie pierscienia) liczbami algebraicznymi, ideatami oraz grupami®’. Pozniej zaczat
rowniez dziata¢ w zakresie podstaw matematyki, opracowujac konstrukcje liczb rzeczywistych

czy zagadnienia z teorii mnogosci, podobnie jak Cantor.

Niemniej jednak nie thumaczy to faktu, ze Dedekind dokonal wyraznego przetomu w
stylu praktyki matematycznej®®®. Oczywiscie nie byt ani pierwszym, ani jedynym
przedstawicielem 1 promotorem bardziej ,,abstrakcyjnego” podejscia do matematyki i
rozwigzywania jej problemow. Wptyw na niego w tym wzgledzie mieli mi¢dzy innymi Johann

Dirichlet czy Georg Riemman®®°.

Nalezy jednak podkresli¢, iz mozna u Dedekinda
zaobserwowac¢ nie tylko §lady, czy pozostatosci wptywu swoich nauczycieli. Jego naukowe

wybory da si¢ thumaczy¢ intencjg opracowywania struktur.

O Dedekindzie twierdzi si¢, iz jego charakterystyczne podejscie do réznych,

matematycznych zagadnien bylo na tyle oryginalne, ze zapoczatkowalo nowy styl w

85 Por. z weze$niejszym przypisem. Chodzi o kategorie podobng do kategorii nalozonych wedtug Kanta
na aparat poznawczy, reprezentujaca pewne strukturalistyczne ujecie problemu.

866 Dedekind przy pomocy teorii zbioréw wyjasniat i porzadkowal (ugruntowywat) zaréwno pojecia z
zakresu algebry wyzszej (jak np. pojecie ideatu), jak i podstawowe pojecia arytmetyczne z zakresu teorii liczb
naturalnych.

87 R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.; E. Reck, Dedekind’s Contributions to
the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.

88 H. Stein, Logos, Logic, and Logistiké: Some Philosophical Remarks on Nineteenth-Century
Transformations of Mathematics, w: History and Philosophy of Modern Mathematics, red. W. Aspray, P. Kitcher,
Minneapolis 1988, 238-259; W.W. Tait, Frege versus Cantor and Dedekind: On the Concept of Number ..., dz.

cyt.

89 E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.
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870 Uwazamy jednak, ze

matematyce, nasladowany nastepnie przez wielu innych naukowcow
gléwnym powodem takiego stanu rzeczy bylo jego strukturalistyczne, epistemologiczno-
metodologiczne podejscie. Dedekind, opierajac si¢ w swej metodologii na perspektywie catej

struktury, nad jaka pracowalt, posiadat dostep do wszystkich niezbednych jej elementdéw i regut.

Oto przykladowy cytat, ktéry opisuje stanowisko niektérych historykéw i filozofow

matematyki na temat Dedekinda i jego metod naukowych:

,Gdyby [Kronecker — K.T.] mial jedng dziesigta zdolnosci Dedekinda do jasnego
formutowania 1 wyrazania swoich idei, jego wktad w matematyke mogtby by¢ nawet
wiekszy niz Dedekinda. Jednak jego btyskotliwo$¢ w wiekszosci umarta wraz z nim. Z
drugiej strony spuscizna Dedekinda sktadata si¢ nie tylko z waznych twierdzen,
przyktadow 1 pojeé, ale z catego stylu matematyki, ktory byt inspiracja dla kazdego

kolejnego pokolenia’®’t,

Mozna réwniez wnioskowac, ze Dedekind witasnie poprzez swoj strukturalistyczny
oglad problemu matematycznego 1 wyzszy poziom abstrakcji przyjetej perspektywy dziatan
zwigkszal precyzje opisywania poszczegdlnych elementéw danej teorii. Ujmujac wszystkie
potrzebne elementy danej struktury we wilasciwym kontekscie, mogt Dedekind unikngé
roOwniez — co zresztg robit — zbednych rozwazan dotyczacych kwestii, ktore na te teori¢ de facto
nie wptywaty. Tym samym unikat bledow w formutowaniu teorii oraz zwigkszat precyzje ich
wprowadzania.

’a®’2 mozna opisa¢ ogolnie intencjonalnoéé

Wykorzystujac symboliczny opis Searle
Dedekinda wzgledem teorii mnogosci (ograniczajgc stany intencjonalne do samych zamiarow-

intencji) w postaci sumy zamiarow wzgledem modelu liczb naturalnych N i dzialan zwigzanych

870 Wrod naukowcdw, ktorzy popierali (albo podjeli) 6w wypracowany przez Dedekinda kierunek (nie
liczac tego, ze wspolczesna matematyka ciagle dazy do zwickszania zaréwno formalizacji, jak i kontekstu, a wigc
réwniez poziomu abstrakcji), byli m.in. Hilbert, Peano, Frege czy Russell. Mowa tu o Dedekinda perspektywie
metodologiczno-epistemologicznej, ktora wymaga odpowiedniej (tj. strukturalistycznej i dlatego formalistycznej)
metafizyki. Dodatkowo styl Dedekinda okreslany jest jako systematyczny, ogdlny, czysty, charakteryzujacy si¢
rozumowaniem aksjomatycznym. Por. E. Reck, Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics...,
dz. cyt.

871 | Had he [Kronecker — K.T.] a tenth of Dedekind’s ability to formulate and express his ideas clearly,
his contribution to mathematics might have been even greater than Dedekind’s. As it is however, his brilliance,
for the most part, died with him. Dedekind’s legacy, on the other hand, consisted not only of important theorems,
examples, and concepts, but of a whole style of mathematics that has been an inspiration to each successive
generation”. H.M. Edwards, Dedekind’s Invention of Ideals..., dz. cyt.; cyt. za: P. Mancosu, Mathematical Style...,
dz. cyt.

872 J R. Searle, The intentionality of intention and action..., dz. cyt., 50.
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z jego budowa, gdzie wprowadzona teoria mnogos$ci byta jedynie narzedziem do powyzszego

(a wiec intencje zwigzane z teorig mnogosci byly pewnego rodzaju intencjami sktadowymi):

UT ('{u [Dﬁ.l' v Dﬁ.l']] = UT ('{u ['{m [:DTM - D.".l'] v '{:l:n (DTM - DNJJJJ

gdzie I, oznacza n-ty zamiar, On oznacza reprezentatywng tre$¢ stanu intencjonalnego
(zamiaru) bedaca obiektem modelu zbioru liczb naturalnych, a Dy oznacza reprezentatywna
tre$¢ stanu intencjonalnego (zamiaru), bedaca dziataniem na obiektach modelu zbioru liczb

naturalnych, przy czym symbol [/(OvD) oznacza, ze trescig reprezentatywna stanu

intencjonalnego (zamiaru) jest albo obiekt, albo dziatanie. Dalej, symbol Ory oznacza
reprezentatywng tres¢ stanu intencjonalnego (zamiaru) bedaca obiektem nalezacym do teorii
mnogosci, a Dry oznacza reprezentatywng tres¢ stanu intencjonalnego (zamiaru) bedaca

dziataniem na obiektach wewnatrz teorii mnogosci. Ostatecznie symbol I (Dr,, — D) (lub
odpowiednio I, (05, —+ O, )) 0znacza m-tg intencj¢ przypisania dzialaniu zorientowanego na

teori¢ mnogosci, dziatanie zorientowane na model liczb naturalnych (analogicznie m-tg intencje

przypisania obiektowi teorii mnogosci, obiektu nalezacego do modelu liczb naturalnych).

Podsumowujgc rozwazania niniejszego rozdziatu, mozna stwierdzi¢, iz poprzez
przyktad twierdzenia o Indukcji zupelnej, jak réwniez w zestawieniu z przypisywang
Dedekindowi metoda teoriomnogosciowego modelowania jego perspektywa rozwigzywania
problemow matematycznych miala charakter catosciowy (nad-strukturalny). Mozna tak
stwierdzi¢ na podstawie analizy metodologii Dedekinda: wprowadzat teori¢ mnogosci — a wraz
z nig twierdzenie o Indukcji zupelnej — w celu budowy modelu liczb naturalnych. Interesowaty
go konkretne struktury i to je opracowywat w szerokiej, cato§ciowej perspektywie obejmujace;j
te zagadnienia, ktore miaty ewidentny zwigzek z danym problemem. Dedekind natomiast nie
opracowywal wewnetrznych zagadnien teorii mnogosci dla rozwijania jej samej,

wykorzystywat ja z perspektywy zewnetrznej, traktujac ja instrumentalnie.
6.4 Podsumowanie

Rozdziat dotyczacy ukazania réznic metodologicznych migdzy Cantorem a
Dedekindem (tutaj nazwang Tezg II) — oprocz tego, ze bezposrednio miat scharakteryzowac
metodologi¢ praktyki matematycznej i jej okolicznosci (takie jak wybrane zatozenia, pewna
celowos$¢ oraz oglad) — posrednio mial odpowiedzie¢ na pytanie o glebokie réznice migdzy

deklarowanymi i1 przypisywanymi zalozeniami filozoficznymi a zalozeniami i przestankami
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rekonstruowanymi w niniejszej pracy, w oparciu o teksty i praktyke matematyczng obu

uczonych.

Podsumowujac krotko wyniki niniejszego rozdziatu, przesledzmy raz jeszcze badania
w nim przeprowadzone. Po pierwsze, bioragc pod uwage deklaracje samego Cantora odno$nie
do odrzucenia doswiadczenia i intuicji jako zrodet matematycznej wiedzy oraz jego podejscie
do kwestii nieskonczenie matych (ktorych pojecia nie zweryfikowat w kontekscie zadnej
struktury) czy Hipotezy Kontinuum (ktorej znaczenia réwniez nie osadzit w kontekscie zadnej
,had-struktury”), wyrazone w jego tworczosci, mozna skorzysta¢ z propozycji
Dadaczynskiego, ktory przedstawia Cantora jako quasi-nominaliste. W konsekwencji dla
matematyka z Halle zrodtem matematycznej wiedzy byt zewnetrzny $wiat idei, a w praktyce
matematyczne] sam umyst, w jaki§ sposob (by¢ moze przy pomocy pewnego rodzaju
naocznosci, ale raczej dedukcyjnie) definiujacy pojecia odpowiadajace ideom. Jesli chodzi o
zatozenia dotyczace zrdédet wiedzy matematycznej w przypadku Dedekinda, to pomimo iz
uwaza si¢ go za bardziej formalnego, bardziej abstrahujacego w swej praktyce matematycznej
od intuicji niz Cantor, to jednak Dedekind jest tym, ktory w sposob spojny i1 uporzadkowany
sigga w umysle po pewnego rodzaju doswiadczenia. Uwazamy, ze doswiadczeniem tym sg
podstawowe obiekty teoriomnogosciowe, ktore stanowilty baze samej teorii mnogosci, a oprocz
tego byly podstawg rowniez jego teorii ideatéw czy konstrukcji liczb rzeczywistych (np. w
kontekscie opisu cigglosci prostej geometrycznej). Wiedza matematyczna wedtug Dedekinda
jest konstruowana przez umyst cztowieka, a ten ma prawo odwotywac si¢ do pewnego rodzaju
podstawowych naocznos$ci, aby na ich fundamencie konstruowaé te¢ wiedz¢. Ten wniosek
wydaje si¢ zbiezny z dyskutowanymi (tj. deklarowanymi i przypisywanymi) w niniejszej pracy

zatozeniami filozoficznymi Cantora i Dedekinda.

Nastepnie dyskutowany byt problem celowosci 1 stosowalno$ci wiedzy
matematycznej, gtownie w odniesieniu do teorii mnogosci, poniewaz celowo$¢ rozwigzania
problemu niewymiernosci wraz ze stosowalnoscig u obydwu matematykow byla — nie liczac
sposobu jego rozwigzania — zasadniczo podobna. W przypadku Cantora na podstawie jego
wypowiedzi na temat mozliwo$ci zastosowan teorii mnogosci poza matematyka, jak rowniez
ogo6lnego podejscia do kwestii redukcji teoriomnogos$ciowej w samej matematyce zostata
wskazana postawa przypisujaca teorii mnogosci tego rodzaju znaczenie, ktore pozwalalo na jej
— W pewnym sensie oczywiste — potencjalne wykorzystanie do innych, matematycznych i
pozamatematycznych probleméw. Niemniej jednak nie wykorzystywatl Cantor teorii mnogosci

W usystematyzowany sposoOb, a raczej przez analogie. Dodatkowo, na przykladzie zbioru

329



nieskonczonego, argumentéw pozamatematycznych wspierajacych nieskonczonos¢ aktualng
oraz zwigzku pewnych problemoéw (jak Hipoteza Kontinuum i wielko$ci nieskonczenie mate)
opracowywanych przez Cantora z wewnetrznymi kwestiami teorii mnogosci, wskazujemy na
fakt, iz teoria ta byta dla dla uczonego celem samym w sobie. W przypadku Dedekinda
wskazana zostata po pierwsze algebraiczna teoria idealdw, jaka opracowal przy pomocy
podstawowych elementow teoriomnogosciowych, jak rowniez jego pelna, konsekwentna
redukcja teoriomnogosciowa arytmetyki liczb naturalnych N. Biorac pod uwage, ze podejscie
teoriomnogosciowe — co zostato wezesniej wspomniane — Dedekind wykorzystywal rowniez w
ramach konstrukcji zbioru R, mozna powiedzie¢, ze traktowat teori¢ mnogosci bardziej jako
narzedzie do rozwigzywania matematycznych problemdéw, niz samg w sobie dziedzing,
przeznaczong do rozwijania. Byta to dla niego dziedzina, umozliwiajagca odwotywanie si¢ do

pewnych naocznosci, czynigc podstawy matematyki bardziej przejrzystymi i pewnymi.

Jesli chodzi o specyfike perspektywy badawczej, przeanalizowano podstawowa
strukture relacyjng w konstrukcji liczb rzeczywistych obydwu matematykow, a takze
przyktadowe kwestie (r6znoliczno$¢ zbioréw nieskonczonych u Cantora oraz twierdzenie o

indukcji zupelnej u Dedekinda), zwigzane bezposrednio z teorig mnogosci.

W przypadku podstawowej struktury relacyjnej konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych
u Cantora wskazaliSmy relacj¢ kongruencji, ktéra byla relacja okreslong na ciggach
»~tworzacych” liczby, nie za§ na samych liczbach rzeczywistych. U Dedekinda taka relacja byta
relacja dwoch zbioréw, ztozonych z liczb rzeczywistych, wyznaczanych jednoznacznie przez
przekrdj Dedekinda — byla wiec to relacja ograniczona do poziomu samych liczb
rzeczywistych. O ile wigc Cantor bral pod uwage wiecej szczegdtow, o tyle Dedekind
ograniczat si¢ do kwestii koniecznych. Jednakze jednoczesnie Cantor nie potrafit na problemy
matematyczne popatrze¢ z perspektywy strukturalnej, o czym $wiadczy niezupetnie formalne
wykluczenie nieskonczenie matych z jego konstrukcji R, przy jego negatywnym do nich
podejsciu. Natomiast Dedekind, chociaz ograniczal badane kwestie, potrafil skutecznie
opracowa¢ w pelni wybrane struktury, o czym $wiadczy kategoryczno$¢ jego modeli
liczbowych N1 R, w tym odpornos¢ jego konstrukcji liczb rzeczywistych na wielkos$ci aktualnie

nieskonczenie mate.

Jesli chodzi o przyktady dotyczace bezposrednio teorii mnogosci, ktore potwierdzaja
wymieniong rdéznice pomi¢dzy metodologia Cantora i Dedekinda, w kontekscie tego
pierwszego zostalo wskazane, ze sam fakt odkrycia r6znic w zbiorach nieskonczonych go

zaskoczyl 1 poswigcit on nastepnie cze$¢ swoich wysitkow badawczych na ulepszanie dowodu
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odkrytego faktu. Istotne jest tu, ze problem odkryl, badajac wlasciwosci zbiorow
nieskonczonych, a wiec bezposrednio w trakcie prac nad teorig mnogosci, po czym rozwijal go
roéwniez wewnatrz tej teorii. Wobec trzech wersji twierdzenia o indukcji zupetnej Dedekinda
mozna wskazaé, ze wszystkie te wersje, opracowane zostaly w $cistym kontekscie
teoriomnogosciowego modelu arytmetyki liczb naturalnych. Dwie pierwsze wersje byty
przedstawione w oderwaniu od arytmetycznych intuicji, natomiast ostatnia nawigzywala
bezposrednio do N. Mialo to na celu zdefiniowanie liczb naturalnych poprzez

teoriomnogosciowy model.

Ostatecznie zarowno w kontekscie konstrukcji R, jak 1 teorii mnogosci perspektywa
Cantora zostala zdefiniowana jako wewnatrz-strukturalna, natomiast perspektywa Dedekinda
jako nad-strukturalna. Motywujemy to tym, ze Cantor za obiekty intencji obierat poszczegdlne
elementy konstruowanych struktur oraz samo konstruowanie, nie za$ bezposrednio cale
struktury — w przeciwienstwie do Dedekinda, ktory wprowadzat cate struktury w sposob

zamierzony oraz precyzyjny 1 konsekwentny.

Jesli wiec chodzi o podstawowe roznice w praktyce matematycznej analizowanych
matematykow, mozna powiedzie¢, ze z punktu widzenia zatozen, celow jak i samej metodologii

matematyki sg to r6znice zasadnicze.

Pierwsza roznice dostrzegamy w tym, ze Cantor wystrzegat si¢ u zrédet wiedzy
matematycznej intuicji i1 jakiegokolwiek do$wiadczenia, natomiast Dedekind korzystat z
pewnego rodzaju podstawowej, oczywistej naocznosci u podstaw tworzonych przez siebie
struktur. Drugg réznice dostrzegamy w tym, ze o ile Cantor, uwazat ze mozna stosowac poprzez
og6lne analogie teori¢ mnogosci nawet do probleméw pozamatematycznych, Dedekind
opracowywal jedynie S$cisle okreslone i efektywne modele dla probleméw jedynie
matematycznych. Ostatnia roznica odnosi si¢ do opisanej dla kazdego z matematykow
perspektywy badawczej. Cantorowi przypisujemy perspektywe wewnatrz-strukturalna,
charakteryzujaca si¢ nizszym poziomem abstrakcji, natomiast Dedekindowi przypisujemy

perspektywe nad-strukturalng, charakteryzujaca si¢ wyzszym poziomem abstrakcji®’>.

873 Roznice te tlumaczymy strukturalizmem epistemologiczno-metodologicznym rozpoznanym u
Dedekinda, lecz nie u Cantora. Dedekind stosowal metod¢ modelowania teoriomnogosciowego do podstaw oraz
innych dziedzin matematyki (jak np. arytmetyka liczb rzeczywistych, naturalnych czy algebra) wykonujac tym
samym matematyczng abstrakcj¢. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt., 63; E. Reck,
Dedekind’s Contributions to the Foundations of Mathematics..., dz. cyt.; W. Wojcik, Koncepcja dowodu a
Struktura rozwoju nauki..., dz. cyt. Nie zajmowatl si¢ on tym, co znajdowalo si¢ poza konkretng czgscia
matematycznej wiedzy, jaka si¢ sam zajmowat. Tak bylo np. w zwiazku z problemem wielkosci nieskonczenie
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Nie bedziemy tu wkracza¢ w obszerng dyskusje na temat psychologizmu, czyli nie
bierzemy pod uwage wplywu psychologicznych czynnikéw, wymykajacych si¢ logicznej i
czysto racjonalnej analizie. Natomiast nie wykluczamy, iz catoksztalt osobowosci danego
matematyka, uksztaltowany przez rdéznorakie czynniki zewngtrzne i wewnetrzne, w jakis
sposob moze wplywa¢ na pewna decyzyjnos$é, kierunek czy sposob podejmowanych
matematycznych badan. Stad moéwiac o wpltywie zatozen filozoficznych na tworzong
matematyke, nie mozna pomija¢ czynnikdéw osobistych podmiotu matematycznego, w ktorych
da si¢ upatrywac przynajmniej czesci powodow dla podejmowanych dziatan (motywacji) czy
sposobu ich przeprowadzania. W tym kontekécie mozemy zauwazyé, ze praktyka®”* Cantora
byla pod wskazanymi w niniejszym rozdziale wzgledami inna niz praktyka Dedekinda. O ile
Dedekind wykonywatl matematyczng pracg, opracowujac zamierzone, abstrakcyjne modele
matematyczne, o tyle Cantor, dziatajac najpierw w ramach istniejacych zakresow wiedzy,
opracowywat ich szczegély, np. w przypadku powstania teorii mnogosci wyodrebniat

podzakres problemowy, jaki stawal sie samodzielnym, nowym zakresem badawczym?®’.

matych, do ktérego nie nawigzat ani w swojej wersji teorii mnogosci, ani w swoim sposobie rozwigzania problemu
niewymiernosci. W jednym rozdziale pracy Was sind und was sollen die Zahlen? Dedekind opracowat temat
nieskonczenie matych. Nie stanowily one dla niego problemu, tj. doktadnie opisat, o jakie nieskonczenie mate mu
chodzi oraz w jakim kontekécie ich uzywa. Mimo to jego linia prosta, jego skonstruowany zbior liczb
rzeczywistych nie dopuszczata istnienia nieskonczenie matych. Wykazywali to Stolz (O. Stolz, Zur Geometrie der
Alten, insbesondere tiber ein Axiom des Archimedes, ,,Mathematische Annalen” 22, (1883), 504-519; O. Stolz,
Ueber zwei Arten von unendlich kleinen und von unendlich grossen Gréssen, ,Mathematische Annalen” 31,
(1888), 601-604.) i Vivanti (G. Vivanti, Sull infinitesimo attuale, ,,Rivista di matematica” 1, (1891), 135-153; G.
Vivanti, Ancora sull infinitesimo attuale, ,,Rivista di matematica” 1, (1891), 248-255.), ktorzy utozsamili prosta
geometryczng z ciagla linig prosta Dedekinda (odnosnie do systemow z nieskonczenie matymi warto wspomniec
réwniez o pracach Paula du Bois-Reymonda, nad tempem wzrostu funkcji, por. P.D. Bois-Reymond, Sur la
grandeur relative des infinis des fonctions..., dz. cyt; P.D. Bois-Reymond, Ueber die Paradoxen des
Infinitdrcalciils, ,Mathematische Annalen” 11, (1877), 149-167.). I cho¢ w 1899 pojawita si¢ praca Hilberta (D.
Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Feier der Enthiillung des Gauss-Weber Denkmals in
Gottingen, Leipzig 1899.), w ktorej nieskonczenie mate ,,segmenty” linii, a takze liczby je mierzace zostaty
wprowadzone formalnie do analizy standardowej (P. Ehrlich, The Rise of non-Archimedean Mathematics and the
Roots of a Misconception I: The Emergence of non-Archimedean Systems of Magnitudes..., dz. cyt., 4.), nie nalezy
zapominaé, iz prosta geometryczna nie jest dokladnie (co do istoty) tym samym, co prosta, ktorag wprowadzit
Dedekind wraz ze swoja zasada ciagtosci.

874 Mimo wielu podobienstw, charakterystycznych dla samej praktyki matematycznej (4.

wykorzystywanych metod, znaczen czy og6lnych celow i narzgdzi), a takze dla dziewigtnastowiecznego stylu
matematycznego, zbieznego ze stylem matematyki niemieckiej, mozna zauwazy¢ réznice dotyczace przede
wszystkim motywacji dla podejmowanych badan, a takze szczegolowego sposobu i kierunku ich przeprowadzania.
Owe réznice moga wynikaé z unikalnych cech kazdego podmiotu matematycznego. Jest to zbiezne z argumentacja
popierajacych tez¢ o matematyce ucielesnionej, przeciwko temu, aby nie utozsamia¢é umystu czlowieka z
komputerem (poniewaz umyst czlowieka to nie same, ,,czyste” procesy obliczeniowe). Por. L. Shapiro, S.
Spaulding, Embodied Cognition, w: The Stanford Encyclopedia of Philosophy, red. E. N. Zalta, 2021.

875 Mogt on tym sposobem traci¢ niekiedy catoéciows perspektywe matematyczng, potrzebng do

prawidtowego rozwigzania niektorych problemow, mogto to wigc pociagac za soba epistemologiczno-naukowe
komplikacje .
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Powyzsze moze stanowi¢ pewnego rodzaju wyjasnienie, dlaczego zauwazamy rdznice
miedzy deklarowanymi 1 przypisywanymi Cantorowi 1 Dedekindowi zatozeniami
filozoficznymi, ktore sa de facto zbiezne z nakreSlonymi okolicznosciami praktyki
matematycznej, niezaleznymi od samego przedmiotu matematyki. Moga wystepowaé naturalne
réznice pomiedzy indywidualnymi podmiotami w kontekscie ich podejscia do zatozen, celow,
oraz rowniez metodologii, ktore jednak nie przektadaja si¢ na filozoficzne przestanki i kierunki
(konstrukcjonizm i dwuwymiarowy realizm), wyznaczane w pewnym zakresie tez przez sama

matematyke.

Stad strukturalizm epistemiczno-metodologiczny, jaki charakteryzuje proponowane
ramy filozoficzne (tj. proponowany konstrukcjonizm 1 realizm) w przypadku Dedekinda, nie
wystepuje za$ u Cantora (na pewno nie w takiej postaci i formie, jak u matematyka z
Brunszwiku), moze by¢ wyjasniony indywidualng réznica miedzy scharakteryzowanymi
okolicznos$ciami praktyki matematycznej obu matematykow. Uczynit on teorie wprowadzane

przez Dedekinda efektywniejszymi 1 poprawniejszymi od niektérych propozycji Cantora.

7 Zakonczenie i wnioski koncowe

7.1 Podsumowanie

Praca zawierata probe rekonstrukcji oraz analiz¢ porownawczg zatozen filozoficznych
Georga Cantora i1 Richarda Dedekinda, dokonang w oparciu o analiz¢ ich praktyki
matematycznej. Dodatkowo analizowano zestawienie zrekonstruowanych zalozen, z
wybranymi zatozeniami filozoficznymi, jakie byly im przypisywane na podstawie
niematematycznych wypowiedzi lub filozoficznych interpretacji okreslonych deklaracji
poczynionych w konek$cie teorii matematycznych. W celu glgbszego wyjasnienia roznicy
pomiedzy wymienionymi zalozeniami, przeanalizowane zostaty rowniez okoliczno$ci praktyki

matematycznej obydwu matematykow.

Podstawowym celem pracy byla analiza zalozen filozoficznych, dotyczacych
konstrukcji liczb rzeczywistych, teorii mnogosci, i arytmetyki liczb naturalnych. Zatozenia
filozoficzne dotyczace tych trzech aspektow fundamentoéw matematyki byly rekonstruowane
oraz poréwnane przy pomocy podstawowej metodologii dziatania, czyli analizy praktyki

matematycznej, inspirowanej wprowadzonym przez Michata Hellera rozréznieniem filozofii
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nauki oraz filozofii w nauce, uzupelionym o podstawowe zatozenia filozofii praktyki

matematycznej.

Zrekonstruowano trzy istotne aspekty filozofii matematyki Cantora i Dedekinda:
konstrukcjonizm epistemologiczny, realizm ontologiczny, a takze zwigzany z nimi oboma
strukturalizm (u Cantora byl to jedynie strukturalizm ontologiczny, u Dedekinda dodatkowo
strukturalizm  metodologiczno-epistemologiczny).  Konstrukcjonizm  epistemologiczny
tlumaczyliSmy niezbgdnoscig aktywnych i1 tworczych procesOw umystowych podmiotu
matematycznego (jednak nie w oderwaniu od dorobku matematycznego) w kontekscie
konstrucji matematycznych struktur, natomiast realizm — niezbednosciag pragmatycznego
zatozenia o istnieniu abstrakcyjnych obiektow, ktore sg przedmiotem zaréwno indywidualnej

praktyki, jak 1 wiedzy obiektywnej (tj. wytworem praktyki spoteczno-historycznej).

Zatozenia (czy tez aspekty) filozoficzne, zrekonstruowane w oparciu o analiz¢ praktyki
matematycznej zostaly porownane — najpierw zatozenia zrekonstruowane dla Cantora z tymi
zrekonstruowanymi dla Dedekinda, a nastgpnie zalozenia zrekonstruowane zostaty porownane
z zalozeniami przypisywanymi tym matematykom, na podstawie ich deklaracji lub

pozamatematycznych wypowiedzi.
Najwazniejszymi wnioskami niniejszej pracy jest to, ze:

1. W rekonstruowanych, w oparciu o analiz¢ wprowadzania matematycznych tresci
(czyli o to, co si¢ w matematyce robi), zatozeniach i przestankach filozoficznych
zauwazono jedynie jedng wazng roznice pomiedzy Cantorem i1 Dedekindem
(strukturalizm epistemiczno-metodologiczny), ktéra jednak nie wptywa istotnie na
wspolne ramy filozoficzne, wypracowane jednakowo dla obu matematykow (tj. na
konstrukcjonizm i realizm).

2. Zauwazono wigcej roznic pomiedzy:

a. zatozeniami filozoficznymi Cantora 1 Dedekinda, opartymi na ich
wypowiedziach i deklaracjach pozamatematycznych (na podstawie tego, ,,co
si¢ 0 matematyce mowi”),

b. oraz charakterystyka praktyki matematycznej obydwu matematykow,
rekonstruowang na podstawie analizy ich zatozen, celéw oraz relacji do
matematycznych treSci (tj. na podstawie tego, ,,co si¢ mysli, ze si¢ w

matematyce robi”),
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gdzie pierwsze sg migdzy sobg zasadniczo rézne u Cantora i Dedekinda (opieraja si¢ na
tradycyjnej dychotomii platonizm (odkrywanie istniejacej niezaleznie rzeczywistosci) —
konstruktywizm (nieograniczone tworzenie umyslowej rzeczywistosci), za$ drugie stanowig

Scisty kontekst i skutek dyskutowanych ram filozoficznych dla obu matematykow.

Réznice pomiedzy dyskutowanymi, jak i rekonstruowanymi zatozeniami thumaczymy
znaczeniem indywidualnej praktyki matematycznej oraz jej scharakteryzowanymi
okolicznos$ciami, gdzie obserwujemy zaréwno wplyw ich §wiadomych zalozen filozoficznych,
celow, oraz indywidualnych uwarunkowan determinujacych w pewnym zakresie metodologie
(réznigcych si¢ migdzy sobg w sposob zasadniczy), jak 1 aspekty wynikajace z obiektywnej
matematycznej teorii (pozwalajace si¢ scharakteryzowaé we wspdlnych ramach dla obu
matematykow). Stad oprocz analizy samych matematycznych tekstow oraz analizy
poréwnawczej filozoficznych zatozen podjeta zostata proba scharakteryzowania okolicznosci
praktyki naukowej obu matematykéw (ich naukowe zalozenia, cele). Przeanalizowano w tym
celu ich zatozenia o zrodle wiedzy matematycznej, podejscie do wykorzystania i stosowania
teorii mnogosci, a takze opisano wybrane aspekty ich matematycznego ogladu podstaw

matematyki.

Niniejsza praca — jako studium przypadku dziatalno$ci matematycznej Georga Cantora
1 Richarda Dedekinda w zakresie podstaw matematyki — moze stanowi¢ pewien wktad w
rozwazania o rozwoju matematycznej wiedzy. Mimo iz przedstawia dyskusj¢ w obregbie
zagadnien nalezacych raczej do klasycznej filozofii matematyki, rozprawa proponuje nieco

szersza niz klasyczna filozofia matematyki perspektywe do rozwazan tej dyskus;ji.

Praca ta stanowi argument, Ze rozwdj matematycznej wiedzy nie powinien byc¢
ograniczany zadnym systemem filozoficznym — to raczej filozofia powinna podazaé za
praktyka matematyczng w jej roznorodnych odstonach (rozrdznialnych ze wzgledu na sama
materi¢ teorii matematycznych, uwarunkowania poszczeg6lnych, indywidualnych praktyk, jak
1 kontekst spoleczno-historyczny). Po to, aby filozofia nie ograniczata rozwoju matematycznej
wiedzy, ale aby stuzyla lepszemu zrozumieniu przemian w niej zachodzacych. Jest to zgodne z
tym, co proponuje Michat Heller, aby podda¢ analizie m.in. wptywy filozoficznych zatozen na
rozw0] naukowych teorii, klasyczne filozoficzne problemy bedace uwiklanymi w naukowe

teorie oraz filozoficzne refleksje dotyczace zatozen teorii naukowych.
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7.2 Czy cele pracy zostaly osiggniete?

Celem, jaki postawili$my, byla analiza porownawcza stanowisk Cantora i Dedekinda.
Analiza ta zorganizowana zostatla wokot dwodch tez: pierwszej ostabiajacej powszechne
radykalne rozroznianie Cantor-platonik i Dedekind-konstruktywista. Druga teza natomiast
wskazywala, ze najwazniejsze roznice pomiedzy filozofig matematyki obu uczonych wyraza

si¢ na ptaszczyznie metodologicznej, a nie ontologicznej czy nawet epistemologiczne;.

W celu uzasadnienia tych tez gtownych wprowadzono szereg tez pomocniczych. Tezy
pomocnicze zwigzane byly bezposrednio ze wspdlnymi ramami filozoficznymi, jakie
nakre$lono w pracy wspolnie dla obydwu matematykéw. Wspdlng ramg interpretacyjng stata
si¢ propozycja Hellera, aby skupi¢ si¢ na filozofii w matematyce (jako zastosowaniu koncepcji
filozofii w nauce odnos$nie do matematyki), zamiast typowego interpretowania tekstow
deklaracji uczonych. Dzigki temu poszerzono zakres pytan filozofii matematyki o kwestie
zwigzane z perspektywa nie tylko samej matematyki, ale rowniez z perspektywa calosciowe;j
praktyki matematycznej, ktéra uwzglednia nie tylko matematyczny przedmiot, ale réwniez

podmiot.

Tezal

Jesli chodzi o Teze I, zostata ona uzasadniona dwojako. Po pierwsze, wskazano takie
elementy rekonstruowanych ram filozoficznych praktyki matematycznej Cantora i Dedekinda,
ktore pojedynczo odnoszg si¢ do dyskutowanych propozycji filozoficznych (platonizm Cantora
1 konstruktywizm Dedekinda). Po drugie, samo wypracowanie wspolnych ram filozoficznych
dla ich praktyki w zakresie podstaw matematyki bezposrednio odnosi si¢ do dychotomii Cantor-
platonik i Dedekind-konstruktywista, ostabiajac ja poprzez pokazanie odmiennej alternatywy

interpretacyjnej, wskazujacej istnienie wielu pokrewienstw ich stanowisk.

U Cantora znajdujemy elementy konstrukcjonizmu, poniewaz pokazujemy, ze jego
konstrukcje matematyczne wymagaty tworczego, intencjonalnego zaangazowania umystu, a
takze, ze konstrukcje te dotyczyty ostatecznie nowych, wprowadzanych przez niego (mniej lub
bardziej intencjonalnie i naocznie) struktur. Bezposrednio ostabia to deklarowany przez niego
platonizm, czyli takie stanowisko, ze matematyk odkrywa w istocie idee, jakie istniejg poza

nim niezaleznie od tego, czy o nich wie, czy tez nie.

W przypadku Dedekinda wskazywano, Zze rekonstruowany, ramowy konstrukcjonizm

byt $ciSle zalezny od strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego. Przypisywany
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badaczowi konstruktywizm, rozumiany jako nieograniczone tworzenie wiedzy jedynie w
kontekscie umystu i przez umyst, byl ostabiany wskazaniem na metod¢ modelowania, ktorej
towarzyszyly — oprocz intencjonalnej konstrukcji — roéwniez odniesienia do wiedzy

dziedziczone;.

Dodatkowo ustalono, ze obiektom praktyki matematycznej mozna przypisaé pewien
dwuwymiarowy realizm ontologiczny (uwzgledniajacy istnienie abstrakcyjne matematycznych
obiektow zaréwno wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej, jak 1 wzgledem

perspektywy historyczno-spotecznej), ktory ostabia przypisywany mu konceptualizm.

Z kolei argumentowanie przeciwko radykalnemu platonizmowi u Cantora nie oznacza
ze jego praktyce matematycznej nie mozemy przypisaé pewnego, proponowanego dla
Dedekinda, wewnetrznego realizmu. Jednak jesli wezmiemy pod uwage tylko perspektywe
wewnetrzng wzgledem indywidualnej praktyki matematycznej (jak rowniez wzgledem
perspektywy historyczno-spotecznej), zatozenia o radykalnym platonizmie jako o
zewnetrznym realizmie obiektow matematycznych oraz o niezaleznosci matematycznych

obiektow od matematycznego podmiotu wydaja si¢ zewnetrzne i niekonieczne.

Zrekonstruowane, wspdlne dla Cantora i Dedekinda ramy filozoficzne wyznaczane
przez epistemiczny konstrukcjonizm oraz ontologiczny realizm pragmatyczny (dookreslone
odpowiednio aspektami strukturalizmu) stanowig dla dyskutowanej dychotomii platonizm-
konceptualistyczny konstruktywizm istotng alternatyweg, powstata dzieki poszerzeniu
perspektywy badawcze] o koncepcje Hellera i filozofi¢ praktyki matematycznej. O ile
platonizm matematyczny kiadt nacisk na niezalezne od podmiotu istnienie obiektow
matematycznych, o tyle konstruktywizm na wytwarzanie matematyki przez umyst (oraz w
umysle), tak proponowane zestawienie konstrukcjonizmu-realizmu wewngtrznego, bierze pod
uwage zardéwno umystowe procesy konstrukcyjne indywidualnego podmiotu, jak i pewnego

rodzaju istnienie matematyki, jako niezaleznego wytworu historyczno-spotecznego.

Ostatecznie mozna uznac, ze gtdéwna teza rozprawy (I) jest w pracy uzasadniona: tezy
dodatkowe (a-d) w znacznej mierze wykazuja, ze okreslenia Cantor-platonik oraz Dedekind-
konstruktywista (konceptualista) moga by¢ ostabione, a propozycja rekonstruowanych w
niniejszej pracy wspolnych ram filozoficznych konstrukcjonizm-realizm ostabia bezposrednio
samg dychotomi¢ Cantor-platonik vs. Dedekind-konstruktywista, wskazujac dla niej pewna

alternatywe.
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Teza II

Tezy 1l dotyczyta tego, ze same praktyki matematyczne analizowanych matematykow,
r6znig si¢ miedzy soba w znacznie bardziej fundamentalny sposéb niz rekonstruowane tutaj
zatozenia 1 przestanki filozoficzne. Teza II stanowita dodatkowo w niniejszej pracy probe
odpowiedzi na pytanie o réznice migdzy wypracowanymi wspolnymi ramami tworzonymi
przez epistemiczny konstrukcjonizm oraz ontologiczny realizm a dyskutowang dychotomig

platonizm-konstruktywizm.

Najwazniejszym wnioskiem, ktoéry uzyskano na podstawie badania okolicznos$ci

praktyki matematycznej Cantora oraz Dedekinda®’

, Jjest to, ze rdéznice pomig¢dzy
deklarowanymi (i przypisywanymi w oparciu o pewne filozoficzne schematy) zatozeniami
filozoficznymi a zatozeniami 1 przestankami rekonstruowanymi w niniejszej pracy moga by¢
thumaczone rdéznicami migdzy indywidualnie dla kazdego matematyka okreslanymi
okolicznosciami jego matematycznej praktyki, czyli pewnymi zatozeniami o Zrddle
matematycznej wiedzy, celami matematycznymi, jak 1 — w pewnym zakresie — przyjmowang

metodologig tej praktyki. To ostatnie stanowi réwniez wyjasnienie dla zauwazonego

strukturalizmu epistemiczno-metodologicznego, jaki dookreslat konstrukcjonizm Dedekinda.

Analizy praktyki matematycznej przeprowadzane w niniejszej pracy pozwolily w
istocie uchwyci¢ charakterystyczne réznice pomigdzy okolicznosciami tych praktyk,

wiasciwymi dla kazdego z matematykow indywidualnie.

Pierwsza réznica dotyczyta zatozen o zrédle wiedzy matematycznej, ktore to zatozenia
u Cantora przybieraly forme apriorycznej wiary w zdolno$¢ umystu do odkrywania czystej
istniejacej wczesnie] matematycznej wiedzy, z odrzuceniem dos$wiadczenia oraz intuicji,
natomiast u Dedekinda byly zwigzane z poczuciem mozliwosci tworczego wykorzystania
umystu dla rozwoju matematycznej wiedzy. Mozna zauwazy¢, ze przekonania te sa zbiezne z

deklarowanymi przez niego i przypisywanymi mu zatozeniami.

Kolejno mozna wskaza¢ réznice w zakresie celowo$ci 1 stosowalnosci wiedzy
matematycznej, gtdwnie w odniesieniu do teorii mnogosci. Warto podkresli¢ fakt, iz teoria ta i
jej rozwijanie byly dla Cantora przede wszystkim celem samym w sobie. Jesli nawigzywat do

jej wykorzystywania w stosunku do innych probleméw, robit to w sposdb ogolny i opierat sie

876 Nalezy zauwazy¢, ze okolicznosci rowniez naleza do samej praktyki, a wigc okre$lona roznica migdzy
nimi skutkuje taka r6znica pomigdzy praktykami odpowiednio obu matematykow.

338



na juz gotowych analogiach. W przypadku Dedekinda wskazane zostalo, iz traktowat on teorig
mnogosci raczej jako narzedzie do rozwigzywania matematycznych probleméw, anizeli

odrebng dziedzing do rozwijania.

Ostatnig rdznicg, na jakg zwrocono uwage, byta réoznica miedzy perspektywa Cantora
oraz Dedekinda konstrukcji liczb rzeczywistych oraz samej teorii mnogosci. Zarowno w
konteks$cie konstrukcji R, jak i teorii mnogosci perspektywa Cantora zostata zdefiniowana jako
wewnarz-strukturalna, natomiast perspektywa Dedekinda jako  nad-strukturalna.
Umotywowalismy to tym, ze Cantor za obiekty intencji obieral poszczegodlne elementy
konstruowanych struktur oraz samo konstruowanie, nie za§ bezposrednio cate struktury, w
przeciwienstwie do Dedekinda, ktory wprowadzal cate struktury w sposdb zamierzony oraz

precyzyjny i konsekwentny.

7.3 Perspektywa dalszych badan

Nalezy wspomnie¢ na zakonczenie jeszcze o tym, jakie dalsze perspektywy badawcze
otwierajg si¢ przed analizami porownawczymi Cantora i Dedekinda. Przede wszystkim nalezy
zauwazy¢ 1z nie omowiono calego dorobku matematycznego obu uczonych, ani tez nie zbadano
ich dziet na tle wspotczesnej matematyki. Skupiono si¢ na okreslonym zakresie podstaw
matematyki, z czego bardziej szczegblowo pordwnano ze wspdiczesng matematyka kwestie

konstrukcji liczb rzeczywistych.

Nie rozpatrzono tez wszystkich przypisywanych tym matematykom aspektow
filozoficznych. Skupiono si¢ na kwestiach, jakie bezposrednio zwigzane sg z dychotomig
odkrywanie-tworzenie. Zarowno dyskutowany konceptualistyczny konstruktywizm i
platonizm (radykalny realizm), jak i rekonstruowany konstrukcjonizm epistemologiczny i
ontologiczny, dwuwymiarowy realizm sg aspektami filozofii matematyki, ktore odnosza si¢ do
pytania o to, jak moze ta wiedza powstawac i by¢ rozwijana w kontekscie indywidualnej
praktyki matematycznej — dyskutowana opozycj¢ deterministyczne odkrywanie —

solipsystyczne tworzenie przetamano uzupelniajacg si¢ propozycja konstruowanie — istnienie.

Nalezy przy tym zaznaczy¢, iz nie bylo w niniejszej pracy podnoszone bardziej
podstawowe pytanie o zrodto wiedzy matematycznej — czy matematyka jest jedynie wyrazem
konwencji jezykowej lub sposobu racjonalnosci, czy tez moze reprezentacja struktury $wiata,
jak 1 umyshu czlowieka. Innymi slowy, nie odnosilismy si¢ do kwestii zalezno$ci miedzy

wspomnianymi dwoma $wiatami Poppera a opisywanym przez niego $wiatem I (tj. Swiatem
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»fizycznym”). Ta kwestia, jak sadzimy, wymagataby wielu osobnych badan, szczegodlnie w
potaczeniu z bardziej szczegdlowymi badaniami kwestii zaréwno kognitywistycznych®’ czy
fenomenologicznych®’® (jak funkcjonuje umyst podmiotu tworzacego matematyke), kwestii
historyczno-filozoficznych®”® (jaka jest geneza poszczegdlnych problemow i podejsé
matematycznych), jak i kwestii kulturowo-spotecznych®? (na ile w matematyce znaczenie
poszczegblnych probleméw i poje¢ przyjmuje charakter konwencji, tj. na ile — 1 od czego to
zalezy — owe problemy i1 pojecia moga by¢ modyfikowane i uwzglgdniane badz nie).
SkupiliSmy si¢ — z racji przedmiotu pracy, tj. analizy praktyki matematycznej dwoch
matematykow — na wybranych aspektach procesu konstrukcji matematycznej, nalezacych do

swiata Il oraz na ich zwigzkach ze swiatem III (obiektywnej wiedzy matematycznej).

Jesli chodzi o propozycje samej filozofii praktyki matematycznej, nalezy réwniez
zauwazy¢, 1z niniejsza rozprawa nie wyczerpuje wszystkich kwestii, jak 1 metod, ktére sg
zaliczane do zakresu filozofii praktyki matematycznej (a jakie zostaly pokrédtce opisane na
poczatku pracy). Jessica Carter wskazuje, iz mozna pyta¢ o natur¢ matematycznych obiektow,
o to, co o nich wiemy, o tworzenie matematycznych tresci, uczenie si¢ ich lub wykorzystywanie
w innych dziedzinach nauki. Wyr6znia ona trzy gtowne kierunki w podejsciach badawczych
PMP: oparte na ludzkich agentach (w tym socjologiczne i pragmatyczne), historyczne
(zawierajace analizy r6znego rodzaju zwigzkdéw pomiedzy historig, filozofig oraz matematyka)
oraz epistemologiczne (uwzgledniajagce ontologi¢, epistemologi¢ oraz prace w zakresie

podstaw matematyki)®!. Jak wskazano podejécie niniejszej pracy mozna umiejscowié w

877 Perspektywa kognitywistyczna szerzej jest opisana np. przez Hohola w: B. Brozek, M. Hohol, Umyst
matematyczny..., dz. cyt.; M. Hohol, Podstawy neuronauki poznawczej, w: Prawo i nauki kognitywne, red. B.
Brozek, L. Kurek, J. Stelmach, Warszawa 2008, 13-36; M. Hohol, K. Cipora, Perspektywy i granice
ucielesnionego poznania matematycznego, w: Filozofia matematyki i informatyki, red. R. Murawski, Krakow
2015, 119-140.

878 Propozycje fenomenologii matematyki przedstawit np. Husserl. Por. M. Hartimo, Husserl’s
Transcendentalization of Mathematical Naturalism, ,,Journal of Transcendental Philosophy” 3, (2020) nr 1, 289—
306; M. Hartimo, Husserl and Mathematics, Cambridge 2021; M. Hartimo, J. Rytild, No Magic..., dz. cyt.; E.
Husserl, Formal and Transcendental Logic..., dz. cyt.; E. Husserl, Badania logiczne. T. 2: Badania dotyczgce
fenomenologii i teorii poznania. Czes¢ 2..., dz. cyt.

879 Por.J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym..., dz. cyt.; R. Murawski, Filozofia
matematyki. Zarys dziejow..., dz. cyt.

80 por.P. Ernest, Social constructivism as a philosophy of mathematics, New York 1998; S. Haslanger,
Ontology and social construction, ,Philosophical Topics” 23, (1995) nr 2, 95-125, doi:
https://doi.org/10.5840/philtopics19952324; J. Rytild, Social constructivism in mathematics?..., dz. cyt.

81 J. Carter, Philosophy of Mathematical Practice — Motivations, Themes and Prospectst..., dz. cyt., 6.
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obregbie epistemicznego PMP oraz w pewnym sensie réwniez w perspektywie ludzkich

agentow, jako ze rozprawa skupia si¢ na dwdch konkretnych matematykach.

W dalszej perspektywie mozliwe jest rozwinigcie i dopracowanie zrekonstruowanych
ram filozoficznych konstrukcjonizm-realizm-(strukturalizm), wykorzystanie analiz niniejszej
pracy (okolicznos$ci praktyki matematycznej, zawierajacych zatozenia, cele i metody). Na tej
podstawie mozna opracowa¢ charakterystyke styli matematycznych obydwu matematykow®8?
1 bardziej szczegotowo kwesti¢ analizy obiektow matematycznych Cantora 1 Dedekinda w

perspektywie ciggtosci ich istnienia historyczno-spotecznego.

Przewidujac ewentualne zarzuty wobec samej PMP, ktorej podstawowe zatozenia sg
podstawg tez niniejszej pracy, mozna naswietli¢ podejscie, jakie prezentuje Sébastien Gandon
w swoim artykule Quelle philosophie pour quelle mathématique ? Opisuje on filozofi¢ praktyki
matematycznej jako jedynie kolejny przejaw kryzysu w filozofii matematyki, nie za$ remedium
na niego, a takze gdy okresla prac¢ nad ,,case studies” matematyki, jako z reguty skazang na

niedopasowanie do wypracowanych ram pojeciowych z zakresu filozofii®®.

Odpowiadajagc na zarzut Gandona, nalezy podkresli¢ przede wszystkim, iz jego
rozumienie filozofii matematyki w przytaczanym tu artykule jest do$¢ waskie, poniewaz
obejmuje wytacznie okreslenie filozofii matematyki jako wspolnej siatki pojeciowej, taczacej
obie dyscypliny — matematyke 1 filozofi¢. W odpowiedzi na to mozemy powota¢ si¢ na
opracowang przez Michata Hellera koncepcje ,,filozofii w nauce”. W jej kontekscie propozycja
analizy praktyki matematycznej wydaje si¢ niezbgdnym elementem catosci badan
filozoficznych, jakie mozna przeprowadza¢ wzgledem matematyki. Nie sadzimy, iz w
badaniach filozoficznych (matematyki) chodzi o zbudowanie jedynego, stabilnego, pewnego,
nienaruszalnego 1 niesprzecznego programu. Taki bowiem moglby samg matematyke
ogranicza¢ lub w nig ingerowac. Chodzi raczej o rozw¢j (rowniez samej filozofii) oraz o
nieustanne poszukiwanie nowych pytan, a te rozwijajaca si¢ matematyka z pewnoscig jest w

stanie filozofom zapewnic.

W $wietle analiz 1 wynikOw niniejszej pracy, nalezy zwroci¢é uwage na potrzebe

szerszych 1 doktadniejszych analiz uzytych tu poje¢ intencji oraz intuicji matematycznej,

82 Por. z opisem analizy catosciowej praktyki matematycznej w: P. Mancosu, Mathematical Style..., dz.
cyt.

83 S. Gandon, Quelle philosophie pour quelle mathématique?..., dz. cyt.
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zwlaszcza na bazie wspotczesnych badan kognitywistycznych. Warto poszerzy¢ liczbe analiz
przypadkéw (case study) réwniez o przyklady wspolczesnej praktyki matematycznej i

wzbogaci¢ je o zaproponowane tutaj ramy filozoficzne.

Na zakonczenie poruszymy dwie kwestie, ktore wydaja si¢ nader interesujace do
rozpatrzenia oraz mogg przynie$¢ wyniki wyjasniajace wiele pytan w zakresie tak filozofii
matematyki, jak i filozofii praktyki matematycznej. Pierwsza dotyczy samej matematyki, czyli
problemu nieskonczonos$ci, druga za§ — praktyki matematycznej, czyli jest to propozycja
fenomenologii matematyki. Obiecujgce wyniki — jak sadzimy — mogloby przynies¢

rozpatrywanie tych kwestii jako wzajemnie uzupetniajacych si¢ 1 wyjasniajacych.

W analizach rozprawy podkreslony zostat temat samej nieskonczonosci jako problemu
nie tylko matematycznego, ale rowniez filozoficznego. Zastanawiajacy jest zaobserwowany
fakt, iz pomimo réznic mi¢dzy praktykami matematycznymi Cantora i Dedekinda, wskazane
zostaly pewne podobienstwa w podejsciu do nieskonczenie duzych wielkosci, jak rowniez do
wielkosci nieskonczenie matych, gdzie roznice w podej$ciu do nieskonczenie matych, przy
uwzglednieniu wplywow oOwczesnych paradygmatow, tlumaczono odmiennoscig ich

indywidualnych praktyk.

Bez wzgledu na to, czy przyjmujemy za Arystotelesem podziat na nieskonczono$¢
aktualng 1 potencjalna, czy tego podziatu nie przyjmujemy, widaé, iz pojecie to, a takze wszelka
tre$¢, jaka moze si¢ za nim kry¢, nie s3 wyczerpywane przez matematyczne teorie 1 jezyk —jesli
rozpatrywa¢ nieskonczono$¢ wobec istniejacej niezaleznie od podmiotu idei. Mozna to
zauwazy¢ w szczegOlnosci na przyktadzie podejscia Cantora i Dedekinda do kwestii ,,duzej”
nieskonczono$ci. Wprawdzie obydwaj formalnie wprowadzili do matematyki aktualne
nieskonczenie duze wielkosci, zbiory , mieli problem — co pdzniej zwerbalizowat Hilbert®®* —

aby opisac czy ujac jej cala tres¢.

Z drugiej strony, mozna rozpatrywac kwesti¢ nieskonczonosci z takiej perspektywy —
poprzez wskazywanie w niniejszej pracy tworczych, oryginalnych, jak rowniez decyzyjnych
elementow praktyki matematycznej zardwno Cantora, jak i Dedekinda — iz to podmiot

matematyczny 1 jego umyst jest zrodlem owej nieskonczono$ci matematycznej. W tym

84 D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff..., dz. cyt., 183—184. Thumaczenie za: J. Dadaczyfski, Ontologia
matematyki wczesnego Hilberta (The Early Hilbert’s Ontology of Mathematics)..., dz. cyt., 80-81 przyp.5.
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kontekscie nieredukowalno$¢ §wiata matematyki®®® mogtaby skutkowaé nieredukowalnoscia

samego wytwarzajacego ten $wiat podmiotu. Nieskonczono$¢ — jako byt wyrdzniajacy sie
zasadniczo sposrdd innych bytow i wytwordw matematycznych — moze stanowié istotng
charakterystyke tak matematyki (przedmiotu), jak i matematycznego podmiotu. Pomimo
powstatych prac, angazujacych kwestie nieskonczonosci w ramach rozwigzywania zagadnien

886

z zakresu filozofii osoby®*®, jest to nadal bardzo szeroki temat do dalszych badan i analiz.

Druga kwestia, jaka mozna rozwing¢, jest fenomenologia matematyki. Metoda ta
moglaby pomodc w przeanalizowaniu kwestii nieskonczono$ci matematycznej, bez
koniecznosci zakladania przez ktora$ ze stron podziatu odkrywanie-tworzenie®®’. Metoda
fenomenologiczna Edmunda Husserla, podobnie jak naturalizm Penelope Maddy — co
zauwazaja Mirja Hartimo®®, jak rowniez Mary Leng®° — stanowia proby badania matematyki
1 jej wewnetrznych celow. Jednakze tym, co odrdznia metode fenomenologiczng od metody

890

proponowanej np. przez Penelope Maddy®™, jest dodatkowa, transcendentalna perspektywa,

ktora pozwala bada¢ rozne kwestie, nie zmuszajac do ograniczania lub redukowania tego, co
juz w matematyce odkryte lub proponowane®?.

Husserl uwazal, ze cho¢ nauka jest tworem kulturowym, to jednak jest ona wspolnym

dzietem wszystkich naukowcow, ktorzy ja wspottworzyli. Postulowat on wejscie lub stanigcia

)892

we ,,wspolnote empatii” (Einfiihlungsgemeinschaft z matematykami, aby zrozumiec

kulturowg praktyke matematyczng z perspektywy historycznej. W konteks$cie niniejszej pracy

85 J, Urbaniec, Trzeci $wiat Karla Poppera, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” VIII, (1986), 77.

86 J. Dadaczynski, Pojecie boskiej wiecznej terazniejszosci... w kontekscie matematycznej analizy
niestandardowej, 34, (2013) nr 1, 31-43; K. Tytko, Modele wartosci godnosci czlowieka i kwestia
sprawiedliwosci..., dz. cyt.; K. Tytko, Wartos¢ godnosci osoby w kontekscie zaleznosci spotecznych. Modelowanie
grafowe..., dz. cyt.

87 Zgodnie z uwagg prof. Wojcika, jednego z recenzentéw niniejszej pracy, nalezy przytoczy¢ obok
metody fenomenologicznej, jako metodg przekraczajaca dychotomi¢ tworzenie-odkrywanie, rowniez metode
zaproponowang i rozwijang w §rodowisku Szkoty Lwewsko-Warszawskiej, tj. metode analizy i konstrukcji Jana
Lukasiewicza.

88 M. Hartimo, Husserl’s Transcendentalization of Mathematical Naturalism..., dz. cyt.; M. Hartimo,
Husserl and Mathematics..., dz. cyt.

89 M. Leng, Phenomenology and Mathematical Practice, ,,Philosophia Mathematica” 10, (2002) nr 3, 3—
25.

80 p, Maddy, Naturalism in Mathematics, Oxford 2002; K. Woéjtowicz, Naturalizm matematyczny
Penelope Maddy: proba analizy, ,,Filozofia Nauki” 9, (2001) nr 4, 39-64.

891 M. Hartimo, J. Rytilid, No Magic..., dz. cyt., 289.

892 B, Husserl, Formal and Transcendental Logic..., dz. cyt., 9.
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w taka ,,wspolnot¢ empatii” mozemy wejs¢ z poszczegdlnymi matematykami. Owo wejscie we
,,wspdlnote empatii” Husserl okresla jako ,,badanie sensu” (Besinnung)®®, ktore ma umozliwié
zbadanie celéw matematykow®. Odnosnie do nieskoficzonosci, tak jak to robimy w tej
rozprawie, mogliby§my bra¢ pod uwage zaréwno podstawowe zatozenia, cele, metody, jak i

wyniki badan matematycznych.

Oprocz powyzszego, nalezaloby w ramach badania nieskonczonosci przyjaé
podejscie, jakie zostalo tutaj przyjete oraz jakie prezentuje Barttomiej Skowron: podejscie,
ktore postuluje traktowanie matematyki nie jako dziedziny oddzielonej grubg linig rozrdznienia
Sciste-humanistyczne od podmiotu 1 jego doswiadzenia, ale jak najbardziej mozliwg w

doswiadczeniu do uchwycenia®®

. Wskazuje on na fakt, iz do§wiadczanie tzw. jakosci idealnych
jest wazng czg$cig naukowej praktyki oraz czesto inspiruje oraz poprzedza bezposrednie
badania naukowe. Dodatkowo Skowron, podobnie jak robimy to w niniejszej pracy, proponuje

potaczy¢ kwestie poznawcze z kwestiami ontologicznymi®®®,

Zagadnienie nieskonczonosci poruszane przez Richarda Dedekinda 1 Georga Cantora
jest jak wida¢ nie tylko pasjonujaca czescig historii matematyki, ale i doskonatym punktem
wyjscia dalszych analiz historyczncznyh 1 filozoficznych. Nawet w tak dobrze znanej historii
kryje si¢ wiele jeszcze nieodkrytych jeszcze aspektow, ktore powinny sta¢ si¢ przedmiotem

dalszych badan.

893 B, Husserl, Formal and Transcendental Logic..., dz. cyt., 9.

894 Husserl opisuje te zalozenia odnosnie do nauki w ogéle, jednak stosuje je réwniez w swoich badaniach
matematyki. Nalezy zaznaczy¢, ze ,,badanie sensu” w matematyce jest proba wytworzenia sensu zamierzonego
lub przeksztatcenia tego sensu w sens spetniony. E. Husserl, Formal and Transcendental Logic..., dz. cyt., 9.

89 B, Skowron, Czesé i catosé. W strone topoontologii..., dz. cyt.

8% Nie dyskutujemy tutaj, czy topologia jest wystarczajacym narzedziem do badania ontologii,
szczegolnie ze autor sam przywotuje filozofie topologiczna osoby Kurta Lewina, ktora znacznie wykracza poza
topologie, miedzy innymi dynamizmem, jakim charakteryzuje ,,topologi¢” osoby. Do opisu tego dynamizmu nie
jest wystarczajgce rowniez zastosowanie proponowanej przez autora mereotopologii. B. Skowron, Czes¢ i catosc.
W strone topoontologii..., dz. cyt., 93—116. Skowron co prawda wskazuje na teori¢ kategorii jako narzedzie, ktore
moze by¢ uznawane za pewna podstawe matematyki, jak i1 za teori¢ ukazujaca wewngtrzny, matematyczny
dynamizm. B. Skowron, Czes¢ i catos¢. W strong topoontologii..., dz. cyt., XXII. Jednakze w niniejszej pracy nie
zajmujemy si¢ poszukiwaniem propozycji dla podstaw matematyki, a raczej wskazujemy na réznorodnos¢
przejawow matematycznej praktyki, ktora nie moze by¢ ograniczana, ingerujacym w te dziatalno$¢, przyjetym z
g6ry metafizyczno-metodologicznym zatozeniem.
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